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Vorwort

In weiten Teilen der Wissenschaft, insbesondere in den Natur- und Ingenieurwissenschaf-
ten, haben sich Modellbildung und Simulation als dritte Saule des Erkenntniserwerbs eta-
bliert: Wo frither das Verstindnis, die Vorhersage oder die Optimierung des Verhaltens von
Prozessen und Systemen auf Experimente oder theoretisch-analytische Untersuchungen
angewiesen waren, bietet sich heute die elegante Mdglichkeit von ,,Experimenten im Com-
puter®. Langst sind auch neue Fachgebiete entstanden - sei es als Spezialisierungen inner-
halb klassischer Facher oder als eigenstindige Gebiete zwischen bestehenden Fichern. Alle
leben dabei von der transdisziplindren Interaktion effizienter Methoden (zumeist aus Ma-
thematik oder Informatik) mit spannenden Anwendungsgebieten und Modellen, welche
keinesfalls auf Natur- und Ingenieurwissenschaften beschrankt sind, wie etwa das Beispiel
der Finanzmathematik belegt. Und so zeigen die unterschiedlichen Namen, die wir heute
hierfiir vorfinden, in erster Linie leicht unterschiedliche Schwerpunktsetzungen an: ,,Scien-
tific Computing” oder ,Wissenschaftliches Rechnen® betont mathematische Aspekte (ins-
besondere numerische), ,,High-Performance Computing (HPC)“ bzw. ,,Hochstleistungs-
rechnen® sowie ,,Advanced Computing® eher informatische, wobei bei Ersterem die Super-
computer im Fokus stehen, wihrend Letzterem ein integraler und Algorithmen, Rechner,
Daten und Software umfassender Ansatz zugrunde liegt. Bezeichnungen wie ,,Computa-
tional Sciences®, ,,Computational Science and Engineering® oder ,,Computational Enginee-
ring” riicken dagegen eher den Simulationsgegenstand ins Zentrum des Interesses.

Trotz des groflen Spektrums an Anwendungsgebieten und trotz der hohen Bandbreite
an eingesetzten Methodenapparaten - analytisch und approximativ, numerisch und dis-
kret, deterministisch und stochastisch, der Mathematik entnommen (Differentialgleichun-
gen etc.) oder aus der Informatik stammend (Fuzzy Logik, Petri-Netze etc.) - liegt doch
dem Modellieren und Simulieren eine einheitliche Systematik zugrunde, der sich in zu-
nehmenden Mafle einschldgige Lehrveranstaltungen widmen. Das vorliegende Buch ist
denn auch entstanden aus der Ausarbeitung von Vorlesungen ,,Grundlagen der Modellbil-
dung und Simulation® bzw. ,,Modellbildung und Simulation®, die die ersten beiden Autoren
mehrfach an der Universitit Stuttgart sowie an der TU Miinchen gehalten haben. Pri-
mir im Informatik-Curriculum verankert, wenden sich beide Lehrveranstaltungen jedoch
auch an Studierende der Mathematik sowie technischer und naturwissenschaftlicher Fi-
cher. Ganz typisch und unvermeidlich dabei ist, dass praktisch jede Horerin und jeder
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Horer auf Bekanntes stoflen, zugleich aber auch mit Neuem konfrontiert werden. Durch die
Fokussierung auf Modellbildung und Simulation als Methodik erscheint jedoch vermeint-
lich Vertrautes in neuem Licht, werden bisher verborgene Zusammenhinge aufgezeigt und
wird das Auge darin geschult, neben dem konkreten Losungsansatz auch die zugrunde lie-
gende Systematik zu erkennen - eine wesentliche Intention des vorliegenden Buchs. Damit
zusammenhingend und ganz wichtig: Es geht nicht um eine Einfithrung zum schlichten
Umgang mit existierenden Werkzeugen, seien sie auch noch so verbreitet und michtig,
sondern vielmehr um einen Einstieg in die spannende Welt, bessere Werkzeuge bereitzu-
stellen.

Einen Vollstindigkeitsanspruch in Breite oder Tiefe zu erheben oder zu erwarten wire
angesichts der Vielschichtigkeit des Themas unsinnig. So streift das vorliegende Buch viel-
mehr einerseits einige interessante, relevante und in der konkret einzusetzenden Methodik
durchaus sehr verschiedene Anwendungsgebiete, wobei die Auswahl hierbei natiirlich auch
mit personlichen Vorlieben und Erfahrungen der Autoren zu tun hat. Andererseits sollen
aber eben gerade die grundsitzlichen Gemeinsamkeiten in der Herangehensweise beleuch-
tet werden, die bei der Anniherung an die Thematik der Modellbildung und Simulation aus
nur einer Anwendungsdoméne heraus sehr oft unsichtbar bleiben. Die Simulationspipeli-
ne von der Herleitung des Modells bis zu seiner Validierung ist hierfiir ein prominentes
Beispiel. Und so wird der immer wieder gegen derartige Lehrveranstaltungen und Buch-
konzepte vorgebrachte Vorbehalt des ,,von allem etwas, aber nichts richtig“ ein Stiick weit
zur Maxime dieses Buchs. Es geht um eine erste Begegnung mit Modellen und Simulatio-
nen, darum, einen Eindruck zu gewinnen von der Vielfalt des eingesetzten mathematischen
oder informatischen Riistzeugs wie der Aufgabenstellungen. Wir werden iiber Stromungen
reden, ohne dabei die Detailliertheit eines Buchs {iber Strémungssimulationen anstreben
zu konnen oder zu wollen; es werden numerische Verfahren zur Sprache kommen, ohne
dass jede Variante aufgezihlt und in all ihren Eigenschaften beleuchtet wird, wie das von
einem Numerik-Lehrbuch erwartet wird; und alle Szenarien werden stark vereinfacht wer-
den, was natiirlich auf Kosten der Realitdtsnihe gehen muss. Wir wollen ja die Leser und
Leserinnen dieses Buchs eben nicht zu Spezialisten in einem Teilbereich ausbilden, sondern
Studierenden der Informatik, Mathematik oder natur- bzw. ingenieurwissenschaftlicher
Fachrichtungen einen Uberblick geben - und natiirlich Lust auf mehr erwecken.

Eine weitere Herausforderung ist die Balance zwischen Modellierung und Simulation -
hier im engeren Sinne des Worts, also des Teils der Berechnung oder Losung der Modelle.
So werden wir Modelle diskutieren, dabei aber weder Ursache noch Ziel der Modellierung
— die Simulation - aus dem Auge verlieren. Und wir werden Berechnungsverfahren bespre-
chen, dabei aber nicht das Modell vom Himmel fallen lassen. Auch diese aus unserer Sicht
wichtige Breite und Verzahnung muss auf Kosten der Tiefe in den Einzelbereichen gehen
— aber dieses Buch ist eben weder ein Buch tiber mathematische Modellierung noch eines
iiber Numerik.

Fir die Strukturierung eines solchen Buchs gibt es mindestens zwei unterschiedliche
Moglichkeiten. Man kann die eingesetzte Methodik zur obersten Gliederungsebene ma-
chen, was dann beispielsweise zu Kapiteln tiber Modelle mit Graphen, Modelle mit ge-
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wohnlichen Differentialgleichungen oder Modelle mit partiellen Differentialgleichungen
fithrt. Der Vorteil hierbei ist die methodische Stringenz, allerdings werden dann gewisse
Themen wie die Verkehrssimulation mehrfach aufscheinen, was eine vergleichende Be-
trachtung und Bewertung alternativer Ansétze erschwert. Diesen Nachteil vermeidet eine
Gliederung nach Themenfeldern, in denen modelliert und simuliert wird — mit den ent-
sprechenden umgekehrt gelagerten Vor- und Nachteilen. Wir haben uns fiir die zweite
Alternative entschieden, da uns die resultierende Struktur als gerade fiir den Einsteiger
plausibler und attraktiver erscheint und zudem die wichtige Botschaft, dass es praktisch
immer mehr als ein mogliches Modell, mehr als einen moglichen einzusetzenden mathe-
matischen oder informatischen Apparat gibt, so besser transportiert werden kann.

Kapitel 1 fiihrt in die Thematik der Modellbildung und Simulation ein. Zunachst wer-
den die Simulationspipeline bzw. der Simulationszyklus vorgestellt. Anschlieflend werden
allgemeine Fragen rund um mathematische Modelle - z.B. die Herleitung, die Analyse
sowie Eigenschaften von Modellen, Existenz und Eindeutigkeit von Losungen oder Modell-
hierarchien und Modellreduktion betreffend — sowie rund um die simulative Umsetzung
der Modelle disktutiert. Kapitel 2 stellt dann das im Folgenden bendtigte methodische In-
strumentarium aus den unterschiedlichen Teilgebieten der Mathematik und Informatik
in kompakter Form bereit. Auch hier sind verschiedene Strategien denkbar - vom kom-
promisslosen (und Platz sparenden) ,,dies und das wird alles vorausgesetzt® bis hin zum
fursorglichen (und den Rahmen eines Lehrbuchs sprengenden) ,,was gebraucht wird, wird
erldutert”. Wir wihlen den Zwischenweg einer knappen Rekapitulation aus Elementarma-
thematik, diskreter Mathematik, Linearer Algebra, Analysis, Stochastik und Statistik sowie
Numerik. Somit wird alles Wesentliche genannt, aber ohne epische Breite. Die meisten
Themen sollten ja, mehr oder weniger vertieft, Stoft des Grundstudiums bzw. des Bachelor-
Studiums in den betreffenden Fachrichtungen sein. Es werden jedoch stets Quellen ange-
geben, mit deren Hilfe man eventuelle Liicken schnell und kompetent schlieflen kann. Zur
Erleichterung der Zuordnung und zur Unterstiitzung eines selektiven Lesens dieses Buchs
wird spiter zu Beginn der Anwendungsszenarien immer explizit auf das jeweils benétigte
Instrumentarium verwiesen.

Die folgenden Kapitel behandeln dann, thematisch in vier Teile gruppiert, exemplarisch
unterschiedliche Bereiche, in denen heute in starkem Umfang Modelle sowie modellbasier-
te Simulationen eingesetzt werden.

Teil I widmet sich der Thematik ,,Spielen - entscheiden — planen®. Dabei werden Auf-
gabenstellungen aus den Bereichen Spieltheorie (Kap. 3), Entscheidungstheorie (Kap. 4),
Scheduling (Kap. 5) sowie Finanzmathematik (Kap. 6) diskutiert.

In Teil II werden Modellierung und Simulation im Bereich des Verkehrswesens behan-
delt - ein Gebiet, anhand dessen sehr schon die Vielfalt unterschiedlicher Aufgabenstellun-
gen, Herangehensweisen und eingesetzter Instrumentarien dargelegt werden kann. Dabei
wird zunéchst die makroskopische Simulation von Straflenverkehr mittels einfacher auf
Differentialgleichungen basierender Modelle vorgestellt (Kap. 7). Auf zellulire Automaten
stiitzt sich dagegen die klassische mikroskopische Betrachtungsweise (Kap. 8). Einen ganz



VI Vorwort

anderen Ansatz stellt die stochastische Verkehrssimulation dar, bei der Wartesysteme das
zentrale Beschreibungswerkzeug sind (Kap. 9).

Teil I1I befasst sich mit Szenarien aus dem weiteren Umfeld dynamischer Systeme. Ers-
te diesbeziigliche Einblicke bietet der Klassiker Populationsdynamik (Kap. 10). Am Bei-
spiel der Regelungstechnik werden dann konventionelle Ansétze zur Regelung von techni-
schen Systemen wie beispielsweise Mehrkorpersystemen sowie die Fuzzy-Regelung behan-
delt (Kap. 11). Den Abschluss dieses Teils bildet ein kurzer Ausflug in die Welt des Chaos
(Kap. 12).

Im abschliefSenden Teil IV werden dann Themen mit starkem Bezug zur Physik disku-
tiert — Themen, deren simulative Behandlung typischerweise sehr rechenintensiv ist und
die somit enge Beziige zum Hochleistungsrechnen aufweisen. Nach der Molekulardyna-
mik als Vertreter von Partikelverfahren (Kap. 13) werden mit der Wirmeleitung (Kap. 14)
und der Stromungsmechanik (Kap. 15) zwei Vertreter von auf partiellen Differentialglei-
chungen basierenden Modellen behandelt. Dass auch die Informatik, genauer die Com-
putergraphik, physikalisch motivierte Modelle und Simulationen verwendet, zeigt das ab-
schlieflende Szenario der Modellierung und Berechnung realistischer globaler Beleuchtung
(Kap. 16).

Wie bereits erwahnt, eignet sich dieses Buch auch zur selektiven Behandlung in Lehr-
veranstaltungen bzw. zum selektiven Studium, falls nur ausgewahlte Themen als relevant
erscheinen. Gemeinsam mit dem einfithrenden Kap. 1 sowie den jeweils erforderlichen
Grundlagen aus Kap. 2 bildet jeder Teil fiir sich eine abgeschlossene Einheit und kann auch
so gelesen bzw. im Rahmen einer Lehrveranstaltung behandelt werden.

Wie immer haben viele zu diesem Buch beigetragen. Besonderen Dank schulden wir
unseren Kollegen am Lehrstuhl - fiir kritische Anmerkungen, hilfreiche Hinweise oder
die eine oder andere Abbildung - sowie den Horerinnen und Horern unserer eingangs
genannten Lehrveranstaltungen, die mit ihren Fragen und Bemerkungen natiirlich viel
zur schlussendlichen Gestalt dieses Buchs beigetragen haben. Herrn Clemens Heine vom
Springer-Verlag danken wir herzlich fiir den Denkanstof3, ,.,etwas tiber Modellierung und
Simulation ins Auge zu fassen®, sowie fiir die konstruktive Begleitung des Vorhabens in der
Folgezeit, die sich — wie so oft — dann doch leider etwas in die Linge zog. Uberhaupt war
die Zusammenarbeit mit dem Springer-Verlag einmal mehr sehr angenehm.

Garching H.-]. Bungartz
November 2008 S. Zimmer
M. Buchholz

D. Pfliiger
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Vorwort zur zweiten Auflage

Fiir unser Buch haben wir sehr viel Zuspruch erfahren - von Studierenden, Lehrenden
und Praktikern aus verschiedenen Fachrichtungen. Deshalb enthilt die vorliegende zweite
Auflage, die nahezu zeitgleich mit der englischen Fassung entstanden ist, auch keine we-
sentlichen Anderungen, Streichungen oder Erginzungen, sondern vielmehr hauptséchlich
kleinere Korrekturen oder Klarstellungen. Fiir zahlreiche diesbeziigliche Hinweise sind wir
all unseren aufmerksamen Lesern zu Dank verpflichtet. Unser Dank gilt natiirlich auch
dem Springer-Verlag, nicht zuletzt fiir’s ,, Anschieben® und bestdndige Nachfragen ...

Garching, Miinchen und Stuttgart H.-J. Bungartz
Juni 2013 S. Zimmer
M. Buchholz

D. Pfliiger
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Einfliihrung

Was sind Modelle, und wie erhalten und bewerten wir sie? Wie werden aus abstrakten
Modellen konkrete Simulationsergebnisse? Was genau treiben die immer zahlreicheren
»Simulanten®, welchen Einschrinkungen ist ihr Tun unterworfen, und wie kénnen ihre
Resultate bestatigt werden? Mit diesen und anderen Fragen befasst sich das erste Kapi-
tel unseres Buchs. Es ist sowohl als Einleitung insgesamt als auch als separate Einleitung
zu jedem der vier nachfolgenden Teile konzipiert. Im ersten Abschnitt geht es dabei um
Begriftsbildung sowie um die Vorstellung der so genannten Simulationspipeline. Die Ab-
schnitte zwei und drei stellen anschlielend wesentliche Grundlagen der Modellbildung
bzw. der Simulation zusammen.

1.1 Die Simulationspipeline

Der Begriff der Simulation ist keinesfalls eindeutig belegt und bedarf der Klirung. Im
Kontext dieses Buchs sind dabei vor allem zwei Bedeutungen relevant. Im weiteren Sin-
ne versteht man unter Simulation den Gesamtkomplex der Vorausberechnung oder des
Nachstellens eines bestimmten Szenarios. Da all dies heute nahezu ausschliefilich rechner-
gestiitzt ablauft, werden wir nicht — wie andernorts oft iiblich - von Computersimulationen
reden. Im engeren Sinne (und im Titel dieses Buchs) bezeichnet die Simulation dagegen le-
diglich den zentralen Schritt aus diesem Prozess, ndmlich den der eigentlichen Berechnung
- ein klassischer Fall eines ,,pars pro toto“. Wir werden im Folgenden beide Bedeutungen
benutzen und tiberall dort, wo die jeweilige Interpretation implizit klar ist, auf eine explizite
Klarstellung verzichten.

Simulationen im weiteren Sinne sind in gewisser Weise also nichts anderes als ,vir-
tuelle Experimente auf dem Computer. Daran dndert auch die Tatsache nichts, dass in
den meisten Anwendungsgebieten der Simulation (beispielsweise Physik, Chemie oder
Mechanik) die jeweiligen Vertreter der ,,rechnenden Zunft“ in aller Regel den Theoreti-
kern zugeschlagen werden. Die Attraktivitit solcher virtueller Experimente liegt auf der

H.-J. Bungartz et al., Modellbildung und Simulation, eXamen.press, 1
DOI 10.1007/978-3-642-37656-6_1, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2013
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Hand. In zahlreichen Fillen sind ,echte” Experimente zum Beispiel wegen der zugrun-
de liegenden Zeit- und Raumskalen schlicht unmoglich. Man denke hier etwa an die
Astrophysik: Kein noch so fleiftiger Physiker kann Milliarden von Jahren am Teleskop
verbringen, um den Lebenszyklus einer Galaxie zu studieren; oder an die Geophysik -
experimentelle, also kiinstlich erzeugte Erdbeben mogen bei James Bond vorkommen,
ein gangbarer Weg sind sie nicht. Zudem ist nicht alles, was prinzipiell méglich ist, auch
erwiinscht - man denke etwa an Kernwaffentests, Tierversuche oder Gentechnik. Erste-
re verabschiedeten sich just zu dem Zeitpunkt, als die entsprechenden Nationen in der
Lage waren, sie komplett virtuell am Rechner durchzufithren. Dass hierin durchaus auch
eine ethische Dimension liegt - es macht Atombomben ja nicht sympathischer, wenn
sie nun eben mithilfe von Simulationen ,,perfektioniert® werden — darf an dieser Stelle
nicht verschwiegen, soll aber hier nicht weiter diskutiert werden. Und auch in der Rest-
menge des Mach- und Durchsetzbaren stellt der Aufwand oft eine limitierende Grofle
dar: Die Statik von Bauwerken, die Angreifbarkeit des HIV-Virus, die Evakuierung ei-
nes voll besetzten Fuflballstadions, 6konomische oder militdrische Strategien, etc. etc. —
all dies testet man nicht mal schnell im Labor; vom Aufwand, den die Fundamentalex-
perimente der modernen Physik beispielsweise im Rahmen des Large Hadron Colliders
erfordern, ganz zu schweigen. Es fithrt also kein Weg an der Simulation vorbei, und es
lohnt sich folglich, diese Methodik etwas niher in Augenschein zu nehmen. Klar ist aber
auch: Simulationen ergdnzen theoretische Analyse und Experiment, sie ersetzen sie jedoch
keinesfalls.

Die Ziele, die mit einer Simulation verfolgt werden, kénnen sehr unterschiedlich
sein. Oft mochte man ein im Grunde bekanntes Szenario nachvollziehen und damit
besser verstehen kénnen. Dies gilt beispielsweise fiir Katastrophen technischer wie na-
tirlicher Art. Warum ist es zu einem Erdbeben gekommen, warum gerade an diesem
Ort, und warum zu diesem Zeitpunkt? Warum stiirzte eine der grofSen Straflenbriicken
iiber den Mississippi im US-Bundesstaat Minnesota im August 2007 ein? Wie konnte
der Tsunami Ende Dezember 2004 in Siidostasien eine so verheerende Wirkung ent-
falten? Ebenfalls Erkenntnis-getrieben, aber in aller Regel noch anspruchsvoller ist das
Ziel, unbekannte Szenarien vorherzusagen. Dies gilt fiir die genannten Katastrophen
(bzw. fiir mogliche Wiederholungsfille) ebenso wie fiir die drangenden Fragen nach
dem Klimawandel oder der Entwicklung der Weltbevolkerung, aber natiirlich auch
fir viele technische Fragestellungen (Eigenschaften neuer Legierungen oder Verbund-
werkstoffe). Neben dem Ziel der Erkenntnis geht es bei Simulationen aber auch oft um
Verbesserungen, also darum, ein bekanntes Szenario zu optimieren. Als prominente Bei-
spiele hierfiir seien genannt die Einsatzplane von Airlines, der Wirkungsgrad chemischer
Reaktoren, die Effizienz von Wérmetauschern oder der Datendurchsatz in einem Rech-
nernetz.

Eine Simulation im weiteren Sinne ist dabei kein integraler Akt, sondern ein hochst
komplexer Prozess, bestehend aus einer Folge mehrerer Schritte, die in verschiedenen
Feedback-Schleifen typischerweise mehrfach durchlaufen werden. Hierfiir hat sich das
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Die Simulationspipeline 3

Modellierung Implementierung Validierung

Berechnung Visualisierung Einbettung

Abb. 1.1 Die ,Simulationspipeline®

Bild der ,,Simulationspipeline® etabliert (vgl. Abb. 1.1). An wesentlichen Schritten halten
wir fest:

Die Modellierung: Zuallererst muss ein Modell her, d. h. eine vereinfachende formale
Beschreibung eines geeigneten Ausschnitts des Betrachtungsgegenstands, das dann die
Grundlage der sich anschlieflenden Berechnungen bilden kann.

Die Berechnung bzw. Simulation im engeren Sinne: Das Modell wird geeignet aufbereitet
(z. B. diskretisiert), um es auf dem Rechner behandeln zu kénnen, und zur Losung dieses
aufbereiteten Modells sind effiziente Algorithmen zu ermitteln.

Die Implementierung (oder breiter Software-Entwicklung): Die zuvor erhaltenen Berech-
nungsalgorithmen miissen effizient (in Bezug auf Rechenzeit- und Speicherkomplexitit,
Parallelisierbarkeit, etc.) auf der oder den Zielarchitektur(en) implementiert werden.
Dieser Schritt geht heute signifikant tiber die Implementierung im klassischen Sinne
hinaus: Es muss nicht nur performanter Code erzeugt werden, sondern es muss Softwa-
re im grof3en Stil und nach allen Regeln der Kunst entworfen und entwickelt werden.
Die Visualisierung (oder allg. Datenexploration): Die Ergebnisdaten eines Simulations-
laufs gilt es zu interpretieren. Manchmal - bei skalaren Kennzahlen wie etwa dem Wi-
derstandsbeiwert in der Aerodynamik - ist dies einfach, manchmal - z. B. bei hoch-
dimensionalen Datensétzen - ist es eine Wissenschaft fiir sich, aus der Zahlenflut die
relevante Information zu extrahieren.

Die Validierung: Ganz wichtig — wie verldsslich sind die Ergebnisse? Fehlerquellen lau-
ern im Modell, im Algorithmus, im Code oder bei der Interpretation der Resultate,
weshalb ein Abgleich verschiedener Modelle, verschiedener Algorithmen bzw. verschie-
dener Codes sowie von Simulationsergebnissen mit Experimenten wichtig ist. Je nach
Fehlerquelle muss der Prozess beim entsprechenden Schritt wieder aufgesetzt und die
Pipeline ab dieser Stelle erneut durchlaufen werden.

Die Einbettung: Simulationen finden in einem Kontext statt — ein Entwicklungs- oder
Produktionsprozess beispielsweise — und sollen in diesen integriert werden. Dies erfor-
dert Schnittstellendefinition, ein verniinftiges Software Engineering, einfache Testum-
gebungen, etc.

Sehen wir uns ein anschauliches Beispiel an — ein kleiner Vorgriff auf Teil IV dieses

Buchs. Objekt unserer Begierde sei der PKW im Windkanal — oder besser der virtuelle
PKW im virtuellen Windkanal, und ermittelt werden soll die Windschnittigkeit des Fahr-
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zeugs, im Fachjargon der Widerstandsbeiwert c,,. Das geeignete physikalische bzw. ma-
thematische Modell fiir die Aerodynamik im Unterschallbereich liefern die Navier-Stokes-
Gleichungen, ein System nichtlinearer partieller Differentialgleichungen. Deren Diskreti-
sierung in Raum und Zeit kann beispielsweise mittels Finiter Elemente oder Finiter Volu-
men erfolgen, die entstehenden groflen und diinn besetzten Systeme linearer Gleichungen
kénnen mittels Mehrgitterverfahren effizient gelost werden. Aufgrund der hohen Anfor-
derungen an die Rechenzeit muss das Verfahren in aller Regel auf einem Parallelrechner
implementiert werden. Zur Visualisierung des dreidimensionalen Geschwindigkeitsfelds
wird man Techniken einsetzen miissen, die iiber die bekannten zweidimensionalen Pfeil-
bilder hinaus gehen, und der Widerstandsbeiwert muss aus den Millionen berechneter dis-
kreter Geschwindigkeits- und Druckwerte geeignet ermittelt werden. Zur Validierung wird
man auf Vergleichsrechnungen mit anderen Programmen sowie auf reale Experimente am
Prototypen im Windkanal zuriickgreifen. Eine spannende Fragestellung der Einbettung ist,
wie nun die Ergebnisse der Aerodynamiksimulation (z. B. Hinweise auf eine in Details zu
andernde Kotfligelform) der Design-Abteilung iibermittelt werden kénnen. Oder anders
gesagt: Wie konnen die Simulationsergebnisse direkt im CAD-Modell berticksichtigt wer-
den, ohne den sehr zeitaufwindigen Entwurfsprozess wieder ab initio zu starten?

Bereits an diesem Beispiel wird klar: Eine Simulationsaufgabe umfassend zu l6sen erfor-
dert weit mehr als ,,ein bisschen Rechnerei®, und alle sechs Schritte der Simulationspipeline
stellen eine Fiille von Herausforderungen an unterschiedliche Wissenschaftsfelder. Um ei-
nem Missverstandnis gleich vorzubeugen: Das Bild der Pipeline soll die Aufgabenvielfalt
und -abfolge illustrieren, es soll jedoch keinesfalls suggerieren, dass die einzelnen Schrit-
te losgelost voneinander im Sinne einer FlieBbandbearbeitung von ganz unterschiedlichen
Experten erledigt werden kénnen. Alles ist vielmehr eng miteinander verwoben. So muss
beispielsweise die effiziente (und damit in aller Regel die Zielhardware auf die eine oder
andere Art und Weise beriicksichtigende) Implementierbarkeit schon sehr frith im nume-
rischen Algorithmenentwurf im Auge behalten werden.

Die ersten beiden Schritte der Simulationspipeline - Modellbildung und Simulation im
engeren Sinne - sind dabei natiirlich von zentraler Bedeutung. Aus diesem Grund, und
weil sie es sind, die selbst zu einem Einstieg in die Thematik unbedingt erforderlich sind,
sollen sie in diesem Buch behandelt werden.

1.2 Einfiihrung in die Modellierung

Wenden wir uns nun also dem ersten Schritt der Simulationspipeline zu, der (mathema-
tischen) Modellierung, indem wir der Reihe nach folgende Fragen diskutieren: Was ist
iberhaupt ein Modell, und wozu wird es eingesetzt? Wie erhilt man ein passendes Modell?
Wie kénnen mathematische Modelle bewertet werden? Worin unterscheiden sich Modelle,
und wie kann man sie folglich klassifizieren? Und schliefilich - gibt es ,,das richtige Mo-
dell“?
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1.2.1 Allgemeines

Unter einem Modell versteht man allgemein ein (vereinfachendes) Abbild einer (partiel-
len) Realitat. In unserem Kontext sind dabei stets abstrakte Modelle gemeint, also formale
Beschreibungen, zumeist (aber nicht immer) mittels des Methodenapparats der Mathema-
tik oder der Informatik. Im Folgenden meinen wir daher fast immer mathematische oder
informatische Modelle, wenn wir von Modellen reden.

Die mathematische Modellierung oder Modellbildung bezeichnet den Prozess der for-
malen Herleitung und Analyse eines mathematischen Modells fiir einen Effekt, ein Phiano-
men oder ein technisches System. Ausgangspunkt ist dabei in aller Regel eine nichtformale
Beschreibung des betreffenden Modellierungsgegenstands, beispielsweise in Prosa. Diese
wird dann typischerweise mit dem Instrumentarium der Anwendungsdisziplin in eine se-
miformale Beschreibung umgewandelt, das Modell der Anwendungswissenschaft. Daraus
wird in einem weiteren Schritt schliefilich eine streng formale (also widerspruchsfreie, kon-
sistente) Beschreibung abgeleitet — das mathematische Modell.

Das einfache Beispiel des Stunden- und Raumbelegungsplans einer Schule soll dies
verdeutlichen: Am Anfang steht die textuelle Beschreibung des Problems. Daraus wird
dann das klassische Kértchentableau an der Wand des Lehrerzimmers erstellt, das zwar
schon Doppelbelegungen zu vermeiden hilft, aber eventuelle Optimierungsspielraume
nur in sehr eingeschrinktem Mafle aufzeigt. Dies dndert sich, wenn das Problem , ma-
thematisiert” und etwa als Graph-basiertes Scheduling-Problem formuliert wird. Ist diese
Abstraktion vollzogen, kann der entsprechende Methodenapparat zur Analyse und Opti-
mierung eingesetzt werden.

Die mathematische Modellbildung ist in den verschiedenen Wissenschaftsbereichen
ganz unterschiedlich naheliegend und etabliert. In den exakten Naturwissenschaften hat
sie eine sehr lange Tradition. Viele Formulierungen der theoretischen Physik beispiels-
weise sind zumeist per se mathematisch und in vielen Bereichen anerkannt. Das gilt
insbesondere dort, wo sie durch experimentelle Daten bestitigt wurden (wie etwa in der
klassischen Kontinuumsmechanik). Ganz anders sieht es dagegen in der staatlichen Wirt-
schaftspolitik aus. Auch aufgrund des starken Einflusses psychologischer Momente ist
nicht unumstritten, wie weit mathematische Modelle hier tragen konnen. Und selbst wenn
hiertiber Konsens herrscht, so liegt die Auswahl des , richtigen Modells keinesfalls auf
der Hand, und je nach Modellwahl lassen sich wirtschaftspolitisch diametral entgegenge-
setzte Verhaltensmaf3regeln herleiten. Man denke hier etwa an den ewigen Streit zwischen
»Monetaristen, die auch in Zeiten der Rezession strikte Haushaltsdisziplin einfordern,
und , Keynesianern®, die dagegen das ,,Deficit spending" ihres Idols John Maynard Keynes
hochhalten und somit staatliche Investitionsprogramme in Zeiten der Rezession fordern.
Beide Lager berufen sich natiirlich auf Modelle!

Doch auch unter Naturwissenschaftlern herrscht keinesfalls immer Konsens bzw. ist die
Konsensfindung ein mithsamer Prozess, wie beispielsweise die andauernden Diskussionen
um Klimawandel und globale Erwdrmung zeigen.
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Ein weiteres Beispiel dafiir, dass das mit dem richtigen Modell nicht so einfach ist, liefert
die Spieltheorie, auf die wir noch néher zu sprechen kommen werden. John von Neumanns
Modelle zu 2-Personen-Nullsummenspielen samt den tiblicherweise dort betrachteten vor-
sichtigen Min-Max-Strategien — kurz: spiele stets so, dass der bei optimalem Verhalten des
Gegners schlimmstenfalls mdgliche Verlust minimiert wird — mogen fiir den Familienvater
auf einmaligen Casino-Abwegen ein angemessenes Vorgehensmodell sein, fiir einen rich-
tigen Zocker sind sie es dagegen fraglos nicht.

Wo wird heute nun tiberall modelliert? Einige wichtige Beispiele wurden bereits ge-
nannt, und vollstindig kann eine Auflistung allemal nicht werden. Dennoch muss man
sich vor Augen halten, welche Verbreitung Modelle und damit auch der Schritt der Model-
lierung inzwischen erlangt haben:

o In der Astrophysik mochte man die Entstehung und die Entwicklung des Universums
sowie die Lebenszyklen von Sternen und Galaxien ergriinden.

o In der Geophysik wollen Forscher die Prozesse verstehen, die letztendlich zu Erdbeben
fithren.

o Zentrales Thema der Plasmaphysik ist die Fusion.

« Die Untersuchung der rdumlichen Struktur und damit der Funktionalitit von Proteinen
ist ein Schwerpunkt der Proteinforschung.

« Die theoretische Chemie erforscht die Ursachen fiir bestimmtes Materialverhalten auf
atomarer Ebene.

o Das Drug Design befasst sich mit dem gezielten Entwurf von Wirkstoffen mit genau
spezifizierter Funktionalitit.

o Auch die Medizin greift verstirkt auf Modelle zuriick, etwa bei der Erforschung von
Aneurysmen oder bei der Optimierung von Implantaten.

o Sehr publikumswirksam sind die Diskussionen in der Klimaforschung geworden, die
natiirlich modellgetrieben sind - ob es nun um die globale Erwarmung, um Ozonldcher
oder um die Zukunft des Golfstroms geht.

o Kurzfristiger, aber nicht weniger présent ist die Wettervorhersage, die sich auf einen Mix
aus Berechnungen und Messungen abstiitzt.

 Eine ganze Fiille von Beispielen liefert die Automobilindustrie: Ob es um Crashtests
(Strukturmechanik), Tiefziehen (Strukturoptimierung), Aerodynamik sowie Klima-
tisierung (Stromungsmechanik), Schallabstrahlung (Aeroakustik), Einspritzung (Ver-
brennung), Fahrdynamik (Optimalsteuerung) oder um Sensorik und Aktorik (gekop-
pelte Systeme, mikroelektromechanische Systeme) geht — Modelle sind immer dabei.

o Auch in der Halbleiterindustrie geht nichts mehr ohne Modelle und Simulationsrech-
nungen — Beispiele hierfiir liefern die Bauelementsimulation (Transistoren etc.), die
Prozesssimulation (Herstellung hochreiner Kristalle), die Schaltkreissimulation sowie
Optimierungsfragen im Chip-Layout.

o Ferner wurden und werden in der Nationalokonomie zahlreiche Modelle entwickelt - fiir
den Konjunkturverlauf, fiir die Wirtschafts- und Fiskalpolitik oder fiir Preisbildungs-
mechanismen. Die Tatsache, dass die filnf Weisen des Sachverstindigenrats der Bun-
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desregierung hierbei keinesfalls immer einer Meinung sind, zeigt, dass man hier noch
weit von einem Konsensmodell entfernt ist.

o Fir Banken und Versicherungen sind Modelle zur Bewertung (d. h. Preisbildung) von
Finanzderivaten wie Optionen von grofier Bedeutung.

o In der Verkehrstechnik werden ganz unterschiedliche Modelle benétigt - beispielsweise
zur Bildung, Auflosung und Vermeidung von Staus, zur langfristigen Verkehrswegepla-
nung oder fiir Evakuierungsszenarien.

o Versorger wie beispielsweise Energiekonzerne bendtigen Lastmodelle, um ihre Netze
moglichst ausfallsicher auszulegen.

o Logistikunternehmen sind auf modellbasiertes Fuhrparkmanagement angewiesen.

« Populationsmodelle kommen bei Stadtplanern, bei Regierungen (man denke an Chinas
»Ein-Kind-Politik“) sowie bei Epidemiologen (wie breiten sich Seuchen aus?) zum Ein-
satz.

o Ohne Modelle kimen die Aussagen von Meinungsforschern den Prophezeiungen von
Wahrsagern nahe.

« Was wiren schliefilich Computerspiele und Computerfilme ohne Beleuchtungsmodelle
oder ohne Animationsmodelle?

Man sieht: Es gibt ganz unterschiedliche Anwendungsgebiete der Modellierung, es gibt
»harte“ (d. h. mathematisch-formellastige) und ,weiche® (d. h. mehr deskriptive) Model-
le. Und man ahnt bereits, dass diese entsprechend breit geficherte mathematische bzw.
informatische Werkzeuge erfordern. Somit ergeben sich folgende zentrale Fragen im Zu-
sammenhang mit der Modellierung:

1. Wie kommt man zu einem geeigneten Modell?
2. Welche Beschreibungsmittel nimmt man dafiir her?
3. Wie bewertet man dann anschlieflend die Qualitit des hergeleiteten Modells?

Mit diesen Fragen wollen wir uns nun befassen.

1.2.2 Herleitung von Modellen

Beginnen wir mit der fiir Nicht-Eingeweihte oft mirakulosen Aufgabe der Herleitung eines
Modells. Diese erfolgt typischerweise in mehreren Schritten.

Zunichst ist festzulegen, was genau modelliert und dann simuliert werden soll. Wer
hier ,na, das Wetter” antworten will, denkt zu kurz: das Wetter iiber welchen Zeitraum,
das Wetter in welchem Gebiet bzw. in welcher rdumlichen Aufl6sung, das Wetter mit wel-
cher Prazision? Ein paar weitere Beispiele mogen das illustrieren: Will man nur eine grobe
Abschitzung des Wirkungsgrads eines Kfz-Katalysators oder die detaillierten Reaktions-
vorgdnge in ihm, ist also das Gebiet aufzulosen oder nicht? Interessiert man sich fiir das
Bevélkerungswachstum in Kairo, in Agypten oder in ganz Afrika? Welche Aufldsung ist
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also sinnvoll bzw. geboten? Soll der Durchsatz durch ein Rechnernetz oder die mittle-
re Durchlaufzeit eines Datenpakets durch Simulation ermittelt werden, sind also Pakete
einzeln als diskrete Entititen zu betrachten, oder reicht es, gemittelte Flussgrofien herzu-
nehmen?

Anschlieflend ist zu kliren, welche Gréflen hierfiir qualitativ eine Rolle spielen und wie
grof3 deren Einfluss quantitativ ist. Auch hierzu ein paar Beispiele: Die optimale Flugbahn
des Space Shuttle wird durch die Gravitation des Mondes, die Gravitation des Pluto und
die Gravitation dieses Buchs beeinflusst, aber nicht alle sind fiir die Flugbahnberechnung
relevant. Auf die Entwicklung des Dow Jones Index’ morgen mogen die Auflerungen des
Direktors der amerikanischen Notenbank, die Auflerungen der Autoren dieses Buchs so-
wie der Bankrott des Sultanats Brunei Konsequenzen haben, Investoren und Spekulanten
miissen aber nicht alles in gleichem Maf3e beriicksichtigen. Man sieht, dass Kausalitit und
Relevanz zwar manchmal intuitiv fassbar sein konnen, im Allgemeinen (und insbesonde-
re bei sehr komplexen Systemen) sind sie aber alles andere als offensichtlich. Oft gibt es —
trotz entsprechender Expertise und umfangreichem Datenmaterial — nur Hypothesen. Es
sind aber gerade diese frithen Festlegungen, die dann die spéteren Simulationsergebnisse
ganz maf3geblich bestimmen.

Wenn man sich auf eine Menge zu betrachtender Gréflen festgelegt hat, muss man
sich dem Beziehungsgeflecht der als wichtig identifizierten Modellparameter zuwenden.
Auch hier gibt es wieder die qualitative (logische Abhangigkeiten a la ,wenn, dann® oder
Vorzeichen von Ableitungen) und die quantitative Dimension (konkrete Faktoren, Gro-
flen von Ableitungen). Typischerweise sind diese Beziehungsgeflechte kompliziert und
vielschichtig: Normalerweise beeinflusst die CPU-Leistung eines Rechners dessen Job-
Bearbeitungszeit stark; bei heftigem Seitenflattern bzw. geringen Cache-Trefferraten spielt
sie dagegen nur eine untergeordnete Rolle. Auch solche schwankenden Abhéngigkeiten
gilt es im Modell zu erfassen.

Mit welchem Instrumentarium lassen sich nun die zuvor identifizierten Wechselwir-
kungen und Abhéngigkeiten am besten formalisieren? Mathematik und Informatik stellen
hierzu eine Fiille an Beschreibungsmitteln bzw. Instrumentarien bereit:

o algebraische Gleichungen oder Ungleichungen zur Beschreibung von Gesetzmafligkeiten
(E = mc?) oder Nebenbedingungen (wTx <10);

o Systeme gewdhnlicher Differentialgleichungen (Differentialgleichungen mit nur einer un-
abhingigen Variablen, typischerweise der Zeit t), beispielsweise zur Beschreibung von
Wachstumsverhalten (y(t) = y());

o Systeme partieller Differentialgleichungen (also Differentialgleichungen mit mehreren
unabhingigen Variablen, etwa verschiedene Ortsrichtungen oder Ort und Zeit), bei-
spielsweise zur Beschreibung der Verformung einer eingespannten Membran unter Last
(Au = f) oder zur Beschreibung der Wellenausbreitung (u; = u,,);

o Automaten und Zustandsiibergangsdiagramme, beispielsweise zur Modellierung von
Warteschlangen (Fiillgrade als Zustinde, Ankunft bzw. Bearbeitungsende als Uber-
gange), von Texterkennung (bisherige Textstrukturen als Zustinde, neue Zeichen als
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Ubergiinge) oder von Wachstumsprozessen mit zelluliren Automaten (Gesamtbele-
gungssituation als Zustinde, regelbasierte Uberginge);

o Graphen, beispielsweise zur Modellierung von Rundreiseproblemen (Problem des
Handlungsreisenden mit Orten als Knoten und Wegen als Kanten), von Reihenfol-
geproblemen (Teilauftrige als Knoten, Abhingigkeiten in der Zeit iiber Kanten), von
Rechensystemen (Komponenten als Knoten, Verbindungswege als Kanten) oder von
Ablaufen (Datenfliisse, Workflows);

o Wahrscheinlichkeitsverteilungen, um Ankunftsprozesse in einer Warteschlange, Storter-
me sowie Rauschen oder etwa die Zustimmung zur Regierungspolitik in Abhdngigkeit
von der Arbeitslosenquote zu beschreiben;

o regelbasierte Systeme oder Fuzzy Logic zur Modellierung regelungstechnischer Aufga-
ben;

o neuronale Netze zur Modellierung des Lernens;

o Sprachkonzepte wie UML, um komplexe Softwaresysteme zu modellieren;

o algebraische Strukturen, beispielsweise Gruppen in der Quantenmechanik oder endliche
Korper in der Kryptologie.

An verschiedenen Stellen dieses Buches werden wir noch sehen, dass das mit der ,,besten
Beschreibung®“ so eine Sache ist und dass es in den meisten Fillen nicht um das Modell,
sondern um ein passendes Modell geht.

Schliefilich eine trivial anmutende Frage, deren Beantwortung fiir eine zielgerichtete
Modellierung und Simulation jedoch wichtig ist: Wie sieht die konkrete Aufgabenstellung
aus? Soll irgendeine Losung eines Modells gefunden werden; soll die einzige Losung ei-
nes Modells gefunden werden; soll eine bestimmte Losung gefunden werden (die beziiglich
eines bestimmten Kriteriums optimale oder die gewisse Randbedingungen bzw. Beschran-
kungen erfiillende); soll ein kritischer Bereich (z. B. ein Flaschenhals) gefunden werden;
oder soll gezeigt werden, dass es tiberhaupt eine oder mehrere Losungen gibt?

Wenn ein Modell gefunden ist, steht seine Bewertung an, mit der wir uns im folgenden
Abschnitt befassen wollen.

1.23 Analyse von Modellen

Bei der Analyse oder Bewertung von Modellen geht es darum, Aussagen zu deren Hand-
habbarkeit bzw. Zweckmifligkeit herzuleiten.

Von zentraler Bedeutung ist hierbei die Frage der Losbarkeit: Hat ein bestimmtes Modell
eine oder mehrere Losungen oder nicht? In der Populationsdynamik interessiert man sich
beispielsweise dafiir, ob ein bestimmtes Modell einen stationdren Grenzzustand hat oder
nicht und ob es diesen gegebenenfalls auch im Grenzwert annimmt. Bei Reihefolgeproble-
men, also wenn beispielsweise eine Menge von Auftrigen auf einer Menge von Maschinen
abzuarbeiten ist, stellt sich die Frage, ob der mégliche Einschréankungen in der Reihenfolge
der Abarbeitung beschreibende Prazedenzgraph zyklenfrei ist oder nicht. Bei Minimie-
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rungsaufgaben ist entscheidend, ob die Zielfunktion iiberhaupt ein Minimum annimmt,
oder vielleicht nur Sattelpunkte (minimal bzgl. einer Teilmenge von Richtungen, maximal
bzgl. der restlichen Richtungen) aufweist.

Im Falle der Losbarkeit schliefit sich die Frage der Eindeutigkeit von Losungen an: Gibt
es genau eine Losung, gibt es genau ein globales Minimum? Gibt es einen stabilen Grenz-
zustand oder vielmehr Oszillationen, wie wir sie bei Rduber-Beute-Szenarien in der Popu-
lationsdynamik noch sehen werden, bzw. verschiedene pseudostabile Zustinde, zwischen
denen die Losung hin und her springt (etwa in Gestalt verschiedener raumlicher Anord-
nungen oder Konvolutionen bei Proteinen)? Sind im Falle mehrerer Losungen diese alle
gleichwertig, oder gibt es bevorzugte?

Weniger offensichtlich ist wahrscheinlich ein dritter Aspekt: Hingt die Losung stetig
von den Eingabedaten (Anfangswerte, Randwerte, Materialparameter, Nebenbedingungen
etc.) ab, oder konnen vielmehr kleine Anderungen dort zu véllig anderem Lésungsverhal-
ten fithren? Der Begriff der stetigen Abhéngigkeit entspricht dem der Sensitivitit bzw. der
Kondition eines Problems.

Hadamard hat 1923 diese drei Aspekte als Ausgangspunkt seiner Definition eines sach-
gemdfs gestellten Problems gewihlt: Ein Problem heifSt demnach sachgemaf3 gestellt (well
posed), wenn eine Losung existiert, diese eindeutig ist und aulerdem stetig von allen Ein-
gabegroflen abhingt. Allerdings haben Tikhonov und John in der Folge gezeigt, dass dies
eine sehr restriktive Festlegung ist — meistens sind Probleme leider unsachgemif3 gestellt
(ill posed). Paradebeispiele unsachgemif3 gestellter Probleme, anhand derer man sich den
Begriff sehr schon veranschaulichen kann, sind die so genannten inversen Probleme. Bei
einem inversen Problem wird quasi das Ergebnis vorgegeben, und die Ausgangskonfigura-
tion wird gesucht: Wie muss ein Presswerkzeug eingestellt werden, damit ein bestimmtes
Blech herauskommt? Wie stark muss der Kohlendioxid-Ausstof§ in den kommenden zehn
Jahren reduziert werden, um bestimmte unerwiinschte Entwicklungen zu vermeiden? Was
muss die Politik heute tun, um in zwei Jahren die Arbeitslosenzahl unter drei Millionen zu
driicken? Wie sind die Komponenten eines Rechnernetzes auszulegen, um im Mittel einen
bestimmten Mindestdurchsatz sicherstellen zu kénnen? Selbst wenn das zugehorige Vor-
wiirtsproblem stetig ist (eine marginale Anderung des Unternehmensteuersatzes wird die
Arbeitslosigkeit kaum sprunghaft beeinflussen), gilt die Stetigkeit in der Umkehrrichtung
meistens nicht: Es ist nicht zu erwarten, dass eine leicht geringere Arbeitslosigkeit einfach
durch einen leicht reduzierten Steuersatz zu erreichen ist - auch wenn man daran gerne
glauben wiirde!

Wie man schon ahnt, sind solche inversen Probleme in der Praxis keine Seltenheit - oft
wird ein zu erreichendes Ziel vorgegeben, und der Weg dorthin ist gesucht. Selbst wenn dies
eine unsachgemaf3 gestellte Aufgabe ist, gibt es Moglichkeiten, das Modell ,,zu retten®. Ei-
ne erste Option ist das (sinnvolle) Ausprobieren und Anpassen, also das Losen einer Folge
von Vorwirtsproblemen. Dabei besteht die Kunst darin, schnell Konvergenz herbeizufiih-
ren. Ein alternativer Ansatz ist die so genannte Regularisierung. Hier 16st man anstelle des
gegebenen Problems ein verwandtes (eben regularisiertes), welches seinerseits sachgemafd
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gestellt ist. Uberhaupt ein hilfreicher Trick: Falls das Problem nicht genehm ist, indere das
Problem ein wenig!

Doch wir miissen noch einen vierten Aspekt der Modellbewertung diskutieren — einen,
der tbrigens insbesondere von den reinen Modellierern oftmals vernachléssigt oder zu-
mindest stiefmiitterlich behandelt wird: Wie einfach ist die weitere Verarbeitung des Mo-
dells (also die Simulation) mdéglich? Denn schliefSlich betreiben wir ja die Modellierung
nicht als Selbstzweck, sondern als Mittel, um Simulationen durchfithren zu kénnen. Dies
wirft eine Reihe weiterer Fragen auf: Sind die erforderlichen Eingabedaten in hinreichender
Giite verfiigbar? Was niitzt mir schliefSlich ein noch so schénes Modell, wenn ich an die Ein-
gabedaten nicht rankomme. Gibt es Algorithmen zur Losung des Modells, und wie ist deren
Rechenzeit- und Speicherkomplexitit? Ist eine Losung damit realistisch, insbesondere vor
dem Hintergrund von Echtzeitanforderungen? SchliefSlich muss die Wettervorhersage fiir
morgen vor morgen fertig sein. Sind bei der Losung Probleme prinzipieller Art zu erwar-
ten (schlechte Kondition, chaotisches Verhalten)? Ist das Modell kompetitiv, oder gibt es
vielleicht Modelle mit besserem Preis-Leistungsverhiltnis? Wie hoch ist schliellich der zu
erwartende Implementierungsaufwand? Dies sind alles Fragen, die iiber die reine Model-
lierung weit hinausgehen, die aber bereits hier mit berticksichtigt werden miissen.

Konnten alle Fragen zur Zufriedenheit gelost werden, kann man sich der Simulation
zuwenden. Vorher wollen wir aber noch einen Versuch starten, etwas Struktur in die Flut
existierender und denkbarer Modelle zu bringen.

1.2.4 Klassifikation von Modellen

Aus der Vielzahl der Klassifikationsmoglichkeiten schauen wir uns zwei etwas niher an:
diskrete vs. kontinuierliche Modelle sowie deterministische vs. stochastische Modelle.

Diskrete Modelle nutzen diskrete bzw. kombinatorische Beschreibungen (binire oder
ganzzahlige Groflen, Zustandsiiberginge in Graphen oder Automaten) zur Modellierung,
kontinuierliche Modelle stiitzen sich dagegen auf reellwertige bzw. kontinuierliche Beschrei-
bungen (reelle Zahlen, physikalische Groflen, algebraische Gleichungen, Differentialglei-
chungen). Naheliegenderweise werden diskrete Modelle natiirlich oft zur Modellierung
diskreter Phanomene herangezogen, kontinuierliche Modelle dementsprechend fiir kon-
tinuierliche Phanomene. Dies ist allerdings keinesfalls zwingend, wie das auch in diesem
Buch noch eingehender studierte Beispiel der Verkehrssimulation zeigt. So kann der Ver-
kehrsfluss durch eine Stadt sowohl diskret (einzelne Autos als Entitéten, die an Ampeln etc.
warten) als auch kontinuierlich (Dichten, Fliisse durch Kanile) modelliert werden. Welcher
Weg der angemessenere ist, hangt von der konkreten Aufgabenstellung ab.

Beispiele deterministischer Modelle sind Systeme klassischer Differentialgleichungen, die
ohne Zufallskomponente auskommen. Immer hiufiger enthalten Modelle jedoch probabi-
listische Komponenten - sei es, um Storterme (Rauschen) zu integrieren, sei es, um Unsi-
cherheiten zu beriicksichtigen, sei es, um Zufall explizit einzubauen (stochastische Prozes-
se). Auch hier gibt es wieder keine zwingende Entsprechung zwischen dem Charakter des
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zu modellierenden Sachverhalts einerseits und dem eingesetzten Instrumentarium ande-
rerseits. Zufallsexeprimente wie das Wiirfeln stellen eine probabilistische Realitit dar und
werden auch so modelliert; Crashtests laufen streng kausal-deterministisch ab und werden
in aller Regel auch deterministisch modelliert. Bei der Wettervorhersage wird’s schon span-
nender: Eigentlich lduft alles streng deterministisch ab, den Gesetzen von Thermodynamik
und Strémungsmechanik folgend, allerdings enthalten zahlreiche Turbulenzmodelle sto-
chastische Komponenten. Der (hoffentlich) deterministische Auftragseingang an einem
Drucker schliefllich wird meistens mittels stochastischer Prozesse modelliert — aus Sicht
des Druckers kommen die Auftrige zufillig an, und aulerdem interessieren zumindest
fiir die Systemauslegung ja vor allem DurchschnittsgréfSen (Mittelwerte) und nicht Einzel-
schicksale von Druckauftragen.

1.2.5 Skalen

Von einer Vorstellung sollte man sich rasch verabschieden, namlich von der des ,,korrekten®
Modells. Modellierung ist vielmehr meistens eine Frage der Abwagung von Komplexitat
bzw. Aufwand und Genauigkeit. Je mehr Details und Einzeleffekte man in ein Modell in-
tegriert, um so préziser sollten natiirlich die erzielbaren Resultate sein - allerdings fiir den
Preis zunehmender Simulationskosten. Phanomene finden stets auf bestimmten Skalen
statt — riumlich (vom Nanometer zum Lichtjahr) und zeitlich (von der Femtosekunde zur
Jahrmilliarde), und Modelle und Simulationsrechnungen setzen ihrerseits auf bestimm-
ten Skalen auf. Im Prinzip spielt fiir das Wetter jedes Molekil in der Luft seine Rolle -
gleichwohl wire es aberwitzig, fir die Wettervorhersage alle Molekiile einzeln betrach-
ten zu wollen. Ganz ohne Raumauflosung geht es aber auch nicht: Eine Aussage der Art
»morgen wird es in Europa schon® ist meistens wenig hilfreich. Somit stellt sich die Frage,
welcher Detailliertheitsgrad bzw. welche (raumliche oder zeitliche) Auflosung, d. h. wel-
che Skalen, angemessen sind im Hinblick auf erstens die erwiinschte Giite des Resultats
und zweitens den erforderlichen Losungsaufwand.

Ein paar Beispiele mogen dies veranschaulichen. Beginnen wir mit echter Hochtechno-
logie: Das Erhitzen von Wasser in einem zylinderformigen Kochtopf auf einer Herdplatte
kann eindimensional modelliert und simuliert werden (Temperatur als Funktion der Zeit
und der Hohe im Topf - schliefilich ist der Topf zylinderformig, und der Topfinhalt -
Wasser - ist homogen), zweidimensional (Temperatur als Funktion der Zeit, der Hohe im
Topf und des Radialabstands von der Topfmitte - schliefSlich kiihlt die Raumluft den Topf
von auflen) oder sogar dreidimensional (zusitzliche Abhédngigkeit der Temperatur vom
Kreiswinkel - schliefSlich heizt keine Herdplatte perfekt rotationssymmetrisch); was ist der
angemessene Weg? Oder die Populationsdynamik: Ublicherweise wird hier die Entwick-
lung einer Spezies als rein zeitabhéngiger Vorgang beschrieben. Damit allerdings konnte
man eine Bevolkerungsentwicklung wie in den USA Mitte des neunzehnten Jahrhunderts
mit dem starken ,,go west!“ Siedlerstrom nicht verniinftig abbilden.
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Tab.1.1 Eine Hierarchie moglicher Simulationen auf unterschiedlichen Skalen

Fragestellung Betrachtungsebenen Mogliche Modellbasis
Bevolkerungswachstum global Lander/Regionen Populationsdynamik
Bevolkerungswachstum lokal Individuen Populationsdynamik
Physiologie des Menschen Kreisldufe/Organe Systemsimulator
Blutkreislauf Pumpe/Kanile/Ventile Netzwerksimulator
Blutstrom im Herz Blutzellen Kontinuumsmechanik
Transportvorgénge in Zellen Makromolekiile Kontinuumsmechanik
Funktion von Makromolekiilen Atome Molekulardynamik
Atomare Prozesse Elektronen, ... Quantenmechanik

Ein weiteres Beispiel liefert die Schaltkreissimulation. Lange Jahre wurde diese rein
zeitabhingig betrieben (Systemsimulatoren auf Basis der Kirchhoff’schen Gesetze). Die
aufgrund der wachsenden Integrationsdichte vermehrt auftretenden parasitiren Effekte
(Strom durch einen Leiter induziert Strom durch einen eng benachbarten anderen Leiter)
sind jedoch lokale Ortsphanomene und erfordern somit eine rdumliche Modellkompo-
nente. Schliefllich der Katalysator in unseren Autos: Brauche ich fiir die Berechnung
makroskopischer Grofien wie des Wirkungsgrads wirklich eine detaillierte Auflosung der
Katalysator-Geometrie?

Die letzte Frage fiihrt uns zu einem weiteren Aspekt, dem Zusammenspiel der Ska-
len. Oft haben wir es ndmlich mit einer so genannten ,,Multiskaleneigenschaft“ zu tun.
In diesem Fall sind die Skalen nicht ohne inakzeptablen Genauigkeitsverlust separier-
bar, da sie sich heftig wechselseitig beeinflussen. Ein klassisches Beispiel hierfiir sind
turbulente Stromungen. Phanomenologisch hat man es dabei mit starken, unregelmaf3i-
gen Verwirbelungen unterschiedlicher Gréfie zu tun - von winzig klein bis sehr grofi.
Die Strémung ist instationdr und inhdrent dreidimensional. Dabei findet ein starker
Energietransport in alle Richtungen und zwischen den Skalen statt. Abhéngig von der
Zihigkeit (Viskositit) des Fluids miissen auch in groflen Gebieten kleinste Wirbel mit-
gerechnet werden, wenn man falsche Resultate vermeiden will. Somit kommt man in
das Dilemma, aus Aufwandsgriinden nicht alles aufldsen zu kdnnen, was man eigentlich
aus Genauigkeitsgriinden aber auflsen miisste. Abhilfe schaffen hier Turbulenzmodel-
le: Sie versuchen, den feinskaligen Einfluss in geeignete Parameter der groben Skala zu
packen — mittels Mittelung (bzgl. Raum oder Zeit) oder mittels Homogenisierung. Derar-
tige Multiskalenphdnomene stellen natiirlich besondere Anforderungen an Modelle und
Simulationen.

Angesichts des oft breiten Spektrums an relevanten Skalen trifft man nicht selten auf
ganze Modellhierarchien. Zur Illustration betrachten wir eine solche Hierarchie rund um
den Menschen: Jede Ebene kann gewisse Dinge darstellen, andere nicht, und auf jeder Ebe-
ne kommen andere Modelle und Simulationsmethoden zum Einsatz.
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1.3 Einfiihrendes zur Simulation
1.3.1 Allgemeine Bemerkungen

Wir wollen Modelle nicht zur bloflen Beschreibung eines Sachverhalts herleiten und einset-
zen, sondern um anschliefend auf ihrer Grundlage Simulationen durchfithren zu kénnen.
Dazu sind die Modelle in konkreten Szenarien - also beispielsweise Differentialgleichun-
gen plus Anfangs- und Randbedingungen - zu 16sen. Dies kann auf verschiedene Art und
Weise geschehen.

Bei einer analytischen Losung erfolgen nicht nur die Existenz- und Eindeutigkeitsnach-
weise, sondern auch die Konstruktion der Losung formal-analytisch - mit ,,Papier und
Bleistift“, wie das in der Mathematik heif3t. Dies ist insofern natiirlich der schonste Fall, als
keine weiteren Vereinfachungen oder Naherungen erforderlich sind. Allerdings funktio-
niert dieser Weg eben fast nur in sehr einfachen (und damit meistens hoftnungslos unrea-
listischen) Spezialfillen. So kann man fiir das ganz schlichte Wachstumsgesetz y(t) = y(t)
die Losung y = c e’ auch ohne Zauberei direkt hinschreiben. Schon weniger offensichtlich,
aber immer noch keine Kunst ist die direkte Losung der eindimensionalen Wirmeleitungs-
gleichung u,, (x,t) = u;(x,t); ein so genannter Separationsansatz liefert hier u(x,t) =
sin(cx)e‘czt. In Minigraphen schliefilich ist das Aufspiiren eines kiirzesten Wegs durch
die simple erschopfende Suche moglich. Welche Alternativen bestehen nun aber, wenn ei-
ne analytische Losung kein gangbarer Weg ist? Ob dem aus grundsitzlichen Griinden oder
aufgrund eingeschrinkter Fihigkeiten des Bearbeiters so ist, sei an dieser Stelle mal dahin-
gestellt.

Eine erste Alternative stellt der heuristische Losungsansatz dar, bei dem, ausgehend von
Plausibilititsargumenten, bestimmte Strategien eingesetzt werden, um der gesuchten Lo-
sung niher zu kommen. Solche Heuristiken sind vor allem bei Problemen der kombinato-
rischen oder diskreten Simulation und Optimierung (z. B. Greedy-Heuristiken, die immer
dielokal beste Alternative auswihlen) weit verbreitet. Beim Rucksackproblem beispielswei-
se packt man so lange den Gegenstand mit dem jeweils besten Gewichts-Nutzen-Verhiltnis
in den Rucksack, bis nichts mehr hinein passt. Das fithrt nicht unbedingt zum Ziel, und
selbst wenn, so kann es ziemlich lange dauern. Als Heuristik taugt ein solches Vorgehen
aber durchaus.

Beim direkt-numerischen Ansatz liefert ein numerischer Algorithmus die exakte Losung
modulo Rundungsfehler. Ein Beispiel hierfiir ist der Simplex-Algorithmus fiir Probleme
der linearen Optimierung der Art ,16se max, ¢! x unter der Nebenbedingung Ax < b*.
Beim approximativ-numerischen Ansatz greift man dagegen auf ein Néherungsverfahren
zuriick, um die Losung des Modells zumindest moglichst gut zu approximieren. Die Auf-
gabe zerfillt dann in zwei Teile: erstens die Diskretisierung des kontinuierlichen Problems
und zweitens die Losung des diskretisierten Problems. Bei beiden stellt sich dabei die Frage
der Konvergenz. Die Diskretisierung sollte so geartet sein, dass eine Steigerung des Auf-
wands (also eine Erhéhung der Auflésung) asymptotisch zu besseren Approximationen
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fithrt, und das (in aller Regel iterative) Losungsverfahren fiir das diskretisierte Problem
sollte iiberhaupt sowie rasch gegen dessen Losung konvergieren.

Der approximativ-numerische Ansatz ist sicher der fiir Probleme der numerischen Si-
mulation wichtigste; ihm werden wir in den folgenden Kapiteln mehrfach begegnen.

1.3.2 Bewertung

Von zentraler Bedeutung bei der Simulation ist die Bewertung der berechneten Ergebnisse.
Ziel der Validierung ist es, die Frage zu klaren, ob wir das richtige (besser: ein passendes)
Modell verwendet haben (,,Lsen wir die richtigen Gleichungen?*). Die Verifikation dage-
gen betrachtet eher Algorithmus und Programm und versucht zu kldren, ob das gegebene
Modell korrekt gelost wird (,,Losen wir die gegebenen Gleichungen richtig?). Selbst bei
zweimaligem ,,Ja!“ bleiben die Aspekte der Genauigkeit des Resultats sowie des investier-
ten Aufwands zu beleuchten.

Zur Validierung von berechneten Simulationsergebnissen gibt es mehrere Moglichkei-
ten. Die klassische Vorgehensweise ist dabei der Abgleich mit experimentellen Untersuchun-
gen —seien dies 1:1-Experimente, wie etwa bei Crashtests, oder skalierte Laborexperimente,
beispielsweise Versuche im Windkanal an verkleinerten Prototypen. Manchmal verbietet
sich dieser Weg jedoch aus Machbarkeits- oder Aufwandsgriinden. Doch selbst wenn Expe-
rimente durchgefiihrt werden konnen, ist Vorsicht angesagt: Erstens schleichen sich leicht
kleine Unterschiede zwischen dem simulierten und dem experimentierten Szenario ein;
zweitens muss man bei der Gréflenskalierung sehr vorsichtig sein (vielleicht treten man-
che Effekte im Kleinen gar nicht auf); und drittens gibt es auch beim Messen sporadische
und systematische Fehler - Computer und ihre Bediener haben kein Monopol auf Bugs!

A-posteriori Beobachtungen stellen eine weitere (und im Allgemeinen sehr billige) Vali-
dierungsmoglichkeit dar — getreu dem Motto ,,hinterher ist man kliiger. Realitdtstests ver-
gleichen das vorhergesagte mit dem eingetretenen Ergebnis; man denke hierbei an das Wet-
ter, an die Borse sowie an militdrische Szenarien. Zufriedenheitstests ermitteln, ob sich das
angestrebte Resultat in hinreichendem Maf3e eingestellt hat. Anwendungsbeispiele hierfiir
sind Anlagen zur Verkehrssteuerung sowie Beleuchtungs- und Animationsmodelle in der
Computergrafik.

Rein im Theoretischen verharren demgegentiber Plausibilititstests, wie man sie bei-
spielsweise in der Physik des ofteren antriftt. Dabei wird gepriift, ob die Simulationsergeb-
nisse im Widerspruch zu anderen, als gesichert geltenden Theorien stehen. Natiirlich darf
man hier nicht zu konservativ sein - vielleicht irrt ja auch die gingige Lehrmeinung, und
der Simulant hat Recht!

Schliefilich besteht die Option, einen Modellvergleich durchzufiihren, also die Ergebnis-
se von Simulationsldufen zu vergleichen, die auf unterschiedlichen Modellen beruhen.

Egal, wie man vorgeht — Vorsicht ist angesagt, bevor man Schliisse aus Validierungen
zieht. Es gibt zahlreiche Fehlerquellen, Birnen warten nur darauf, mit Apfeln verglichen
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zu werden, und Miinchhausen zieht sich bekanntlich gerne am eigenen Schopf aus dem
Sumpf ...

Die Thematik der Verifikation lduft einerseits auf Konvergenzbeweise etc. fiir die einge-
setzten Algorithmen und andererseits auf Korrektheitsbeweise fiir die erstellten Program-
me hinaus. Wihrend Erstere bestens etabliert sind und als eine Lieblingsbeschiftigung von
numerischen Analytikern gelten, stecken Letztere noch immer in den Kinderschuhen. Das
liegt weniger daran, dass die Informatik hier nichts zustande gebracht hitte. Vielmehr ist
das Simulationsgeschift — ganz im Gegensatz zu anderen Software-intensiven Bereichen —
diesbeziiglich extrem hemdsédrmelig aufgestellt: Hier wird meistens programmiert und nur
selten Software entwickelt. Erst in jiingerer Zeit scheint die Schmerzgrenze erreicht, wer-
den die Rufe nach einer besseren formalen Untermauerung (und damit auch nach besseren
Verifikationsmdglichkeiten) lauter.

Auch der Aspekt der Genauigkeit ist vielschichtiger, als es auf den ersten Blick scheint.
Da gibt es zunichst die Genauigkeit im Hinblick auf die Qualitdt der Eingabedaten. Liegen
diese in Form von Messwerten vor mit einer Genauigkeit von drei Nachkommastellen, so
kann kein auf acht Stellen genaues Ergebnis erwartet werden. Daneben gilt es, die Genau-
igkeit im Hinblick auf die Fragestellung im Auge zu behalten — was manchmal durchaus
problematisch sein kann. In vielen Fillen ist ein Modell, das nur Fehler unterhalb der
Prozentgrenze produziert, vollig in Ordnung. Bei einer Wahlprognose kann ein halbes Pro-
zent mehr oder weniger allerdings alles auf den Kopf stellen — und somit Modellierung
und Simulation vollig wertlos machen! Zudem spielt auch das Sicherheitsbediirfnis eine
Rolle: Kann man mit gemittelten Aussagen leben, oder muss es eine garantierte Worst-
case-Schranke sein?

Schliefilich die Kostenfrage — mit welchem Aufwand (bzgl. Implementierungszeit, Spei-
cherplatz, Rechenzeit oder Antwortzeit) hat man sich das Simulationsergebnis erkauft?
Hier ist es wichtig, weder den erzielten Nutzen (also z. B. die Genauigkeit des Resultats)
noch den investierten Aufwand alleine zu betrachten, sondern stets im Zusammenhang zu
sehen. Denn im Grunde will man weder das beste noch das billigste Auto kaufen, sondern
das mit dem besten Preis-Leistungs-Verhaltnis.
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In diesem Kapitel listen wir tiberblicks- und stichpunktartig den mathematischen bzw. in-
formatischen Apparat auf, auf den in den nachfolgenden Teilen dieses Buchs wiederholt
Bezug genommen werden wird. Bei der Stoffauswahl fiir dieses Kapitel sind wir der ein-
fachen Regel gefolgt, alles mehrfach Auftretende nur einmal an zentraler Stelle einzufiih-
ren, wohingegen nur in einem Anwendungsszenario Benétigtes auch nur dort thematisiert
wird. Da unser Buch sich vor allem an Bachelor-Studierende nach dem zweiten Jahr so-
wie an Master-Studierende in einem Informatik-, Ingenieur- oder naturwissenschaftlichen
Studiengang richtet (bzw. Studierende im Hauptstudium nach alter Prigung), sollte das
meiste aus den einschldgigen Einfithrungsveranstaltungen wie beispielsweise der Hoheren
Mathematik bekannt sein. Andererseits zeigt die Erfahrung mit Lehrveranstaltungen zum
Thema Modellbildung und Simulation, dass angesichts des oftmals zu beobachtenden (und
ja durchaus auch gewollten) stark heterogenen disziplinidren Hintergrunds der Horerschaft
ein gewisses ,, Warm-up“ zur Angleichung der Vorkenntnisse nicht schadet.

Diesem Zweck soll das folgende kurze Repetitorium dienen. Wer mit den genannten
Begriffen und Konzepten bereits vertraut ist, kann schnell und getrost weiter lesen; wer da-
gegen auf Unbekanntes oder nicht mehr Présentes stof3t, sollte sich vor dem Einstieg in die
verschiedenen Modelle und Verfahren schlau machen - durch Konsultation der genannten
Quellen oder anderweitig — und so die entsprechenden Liicken schlieflen.

In vier Abschnitten sprechen wir Elementares und Diskretes, Kontinuierliches, Stochas-
tisches und Statistisches sowie Numerisches an. Nicht alles findet sich dann spéter explizit
wieder — die Inhalte sind jedoch fiir eine intensivere Beschiftigung mit dem einen oder
anderen Modellier- bzw. Simulationsthema von grundlegender Bedeutung und kommen
oft implizit vor. Zur Verdeutlichung der Beziige wird im letzten Abschnitt dieses Kapitels
ein Uberblick iiber das Beziehungsgeflecht zwischen Instrumentarium und Anwendungen
gegeben. Zur leichteren Orientierung wird auflerdem zu Beginn jedes nachfolgenden Ka-
pitels auf die jeweils relevanten Teile aus diesem Kapitel verwiesen.

H.-J. Bungartz et al., Modellbildung und Simulation, eXamen.press, 17
DOI 10.1007/978-3-642-37656-6_2, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2013
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2.1 Elementares und Diskretes

Wir beginnen mit einigen Begriffen aus der elementaren und der diskreten Mathematik.
Als Buch zum Nachschlagen und Nachlesen seien hierzu etwa die ,, Diskrete Strukturen 1
von Angelika Steger [58] (bzw. die entsprechenden Kapitel daraus) empfohlen.

Mengen. Einer der fundamentalsten Begriffe der Mathematik ist der der Menge. Mengen
bestehen aus einzelnen Elementen — man sagt ,,die Menge M enthilt das Element x“ und
schreibt x € M. Enthalt N nur Elemente, die auch in M enthalten sind, so heif$t N Teilmen-
gevon M (N € M). Die Menge P (M) aller Teilmengen von M wird Potenzmenge genannt.
Die leere Menge & enthilt keine Elemente. Unter der Kardinalitit | M| einer endlichen Men-
ge versteht man die Anzahl ihrer Elemente; eine Menge kann jedoch auch unendlich sein.
Die wesentlichen Operationen auf Mengen sind die Vereinigung N U M, der Durchschnitt
N n M, die Differenz N \ M, das Komplement M sowie das kartesische Produkt M x N, die
Menge aller Paare (m, n) mit m €¢ M und n € N.

Bereits an dieser Stelle sei an ein paar wichtige fopologische Eigenschaften von Mengen
erinnert: Es gibt offene Mengen, abgeschlossene Mengen und kompakte Mengen (salopp
gesagt, abgeschlossen und beschrinkt).

Zahlen. Wichtige Beispiele fiir Mengen sind Zahlmengen, und hier insbesondere die Bin-
drzahlen oder Booleschen Werte {0,1}, die natiirlichen Zahlen N, die ganzen Zahlen Z, die
rationalen Zahlen Q sowie die tiberabzahlbaren Mengen R (reelle Zahlen) und C (komplexe
Zahlen).

Symbole. oo steht fiir unendlich, V und 3 fiir die Quantoren , fiir alle” bzw. ,.es gibt®, §; ;
fiir das Kronecker-Symbol (0 fir i # j, 1 sonst). Die so genannte Landau-Symbolik oder
O-Notation wird uns des 6fteren begegnen; sie beschreibt das asymptotische Verhalten —
bei O(N¥) typischerweise des Aufwands fiir N — oo, bei O(h') im Allgemeinen des Feh-
lers fir h — 0.

Relationen und Abbildungen. Eine Relation R zwischen zwei Mengen N und M ist eine
Teilmenge des kartesischen Produkts N x M; man schreibt aRb oder (a, b) € R. Wich-
tige Eigenschaften von Relationen sind die Symmetrie (aRb = bRa), die Transitivitdit
(aRb,bRc = aRc) sowie die Reflexivitit (aRa Va). Relationen werden im Kapitel iiber
Gruppenentscheidungen noch niher behandelt werden. Ganz zentral sind auch die Be-
griffe der Abbildung f von einer Menge M in eine Menge N (man schreibt f : M - N
bzw. f : m — nfirm e M,n € N bzw. n = f(m) und redet vom Bild n sowie vom Ur-
bild m) sowie der Begriff der Funktion, einer eindeutigen Abbildung. Wichtige mdogliche
Eigenschaften von Abbildungen sind die Injektivitit (f (my) = f(my) = m; = my), die
Surjektivitit (Yn € N Im € M : n = f(m)) sowie die Bijektivitdt (injektiv und surjektiv).
Zu bijektiven Abbildungen gibt es eine ebenfalls bijektive Umkehrabbildung.
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Graphen. Ein diskretes mathematisches Modellwerkzeug von herausragender Bedeutung
stellt die Graphentheorie dar. Ein Graph ist ein Tupel (V, E), bestehend aus einer endlichen
Menge V, den Knoten, und einer Relation E auf V, den Kanten. Kanten koénnen gerichtet
oder ungerichtet sein. Unter der Nachbarschaft eines Knotens v versteht man die Teilmen-
ge der mit v durch eine Kante verbundenen Knoten; deren Anzahl gibt der Grad von v
an. In einem zusammenhdngenden Graphen sind je zwei beliebige verschiedene Knoten
durch eine Folge von Kanten - einen Pfad — verbunden. Im nicht zusammenhéangenden Fall
hat der Graph mehrere Zusammenhangskomponenten. Ein zusammenhéngender Graph
mit gerichteten Kanten, der keine Zyklen (nichtleere Pfade mit gleichem Anfangs- und
Endknoten) enthilt, heiflt DAG fiir ,directed acyclic graph®. Biume sind spezielle zusam-
menhingende Graphen, die als ungerichtete Graphen aufgefasst zyklenfrei sind. Oft sind
Graphen und insbesondere Baume bzw. deren Knoten komplett zu durchlaufen - die wich-
tigsten Strategien hierfiir sind die Breitensuche und die Tiefensuche. Ein Hamilton'scher
Kreis ist ein Zyklus, der jeden Knoten genau einmal besucht; eine Euler’sche Tour ist ein
Pfad, der jede Kante genau einmal enthilt und wieder am Ausgangsknoten endet. Eine
Knotenfirbung ordnet jedem Knoten eine Farbe so zu, dass benachbarte Knoten nie die-
selbe Farbe haben; die Mindestzahl der hierfiir benétigten Farben heifit die chromatische
Zahl des Graphen.

2.2 Kontinuierliches

Insbesondere im Hinblick auf numerische Simulationen ist natiirlich die kontinuierliche
Welt von zentraler Bedeutung. Die Grundlagen hierfiir liefern die Lineare Algebra und
die Analysis. Zu beiden gibt es eine Fiille verfiigbarer Lehrbiicher. Beispielhaft seien an
dieser Stelle das Buch ,,Mathematik fiir Informatiker® von Dirk Hachenberger [31] sowie
der zweibandige Klassiker ,,Hohere Mathematik® von Kurt Meyberg und Peter Vachenau-
er [44, 43] erwidhnt. Im Anschluss an die beiden Steilkurse zur Linearen Algebra und zur
Analysis folgt dann noch eine kurze Zusammenfassung, warum beide Gebiete sowohl fiir
die Modellierung als auch fiir die Simulation so wichtig sind.

2.2.1 Lineare Algebra
Zunichst stellen wir einige der wesentlichen Begriffe der Linearen Algebra zusammen.

Vektorriume. Die zentrale Struktur der Linearen Algebra ist der Vektorraum, eine addi-
tive Gruppe iiber einer Menge (den Vektoren), in der es zusitzlich die Multiplikation mit
Skalaren gibt. Der Begriff des geometrischen Vektors stand natiirlich Pate, es bedarf dieser
Assoziation jedoch nicht. Eine Menge von Vektoren {vi,...,v,} kann linear kombiniert
werden: Jede Linearkombination Y.!_, a;v; mit reellen Faktoren «; ist wieder ein Element
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des Vektorraums; die Menge aller durch solche Linearkombinationen darstellbaren Vekto-
ren wird der von vy, ..., v, aufgespannte Raum genannt. Eine Menge von Vektoren heif3t
linear unabhingig, falls sie sich zum Nullvektor nur mittels a; = 0 Vi kombinieren lassen;
andernfalls heif3t die Menge linear abhdngig. Eine Basis eines Vektorraums ist eine Menge
linear unabhingiger Vektoren, mit deren Hilfe sich jeder Vektor des Vektorraums eindeu-
tig per Linearkombination darstellen ldsst. Die Anzahl der Basisvektoren - endlich oder
unendlich — wird auch Dimension des Vektorraums genannt.

Lineare Abbildungen. Ein (Vektorraum-)Homomorphismus f ist eine lineare Abbildung
von einem Vektorraum V in einen Vektorraum W, also f : V. — W mit f(v; + v,) =
f(v1) + f(v2) und f(av) = af(v) Vv € V sowie Ya € R. Die Menge f (V) heifit Bild des
Homomorphismus, die Menge aller Vektoren v € V mit f(v) = 0 heifit Kern von f. Eine
wichtige Darstellungsform fiir Homomorphismen f : R" — R™ sind Matrizen A € R™";
die lineare Abbildung entspricht dann der Zuordnung x — Ax. Die Matrix einer injektiven
Abbildung hat lauter linear unabhéngige Spalten, die Matrix einer surjektiven Abbildung
hat lauter linear unabhingige Zeilen; Bijektivitat bedingt somit m = n sowie n linear unab-
héngige Spalten und Zeilen. Die Anzahl linear unabhéngiger Zeilen von A wird Rang der
Matrix genannt. Die Transponierte AT einer Matrix entsteht durch Spiegelung der Eintrige
an der Diagonalen. Wird zusétzlich noch bei allen Matrixeintragen das konjugiert Kom-
plexe gebildet, so erhilt man die Hermitesch Konjugierte A™. Das Matrix-Vektor-Produkt
Ax bedeutet somit die Anwendung der durch A beschriebenen linearen Abbildung auf den
Vektor x; das Losen eines linearen Gleichungssystems Ax = b mit unbekanntem x bedeutet
das Aufspiiren des Urbilds von b.

Lineare Gleichungssysteme. Wir beschranken uns auf den Fall mit quadratischer Koef-
fizientenmatrix A € R™". Das System Ax = b ist genau dann fiir jedes b eindeutig losbar,
wenn A vollen Rang (d. h. Rang ») hat. Dann ist die Abbildung umkehrbar, und die Matrix
Aist nichtsingulir oder invertierbar, d. h., es gibt eine Matrix A™', sodass das Produkt A™'A
die Identitat I ist. Gleichbedeutend damit ist, dass die so genannte Determinante det(A)
von A von null verschieden ist.

Eigenwerte und Eigenvektoren. Falls Ax = Ax fiir reelles A und x # 0 gilt, so heifit A
Eigenwert von A, x heifit Eigenvektor von A. Die Eigenwerte sind die n (moglicherweise
komplexen) Nullstellen des charakteristischen Polynoms det(A — AI) = 0; ihre Gesamtheit
wird Spektrum von A genannt. Dieses Spektrum charakterisiert die Matrix in ihren we-
sentlichen Eigenschaften — wir werden an verschiedenen Stellen in den folgenden Kapiteln
die Eigenwerte von Matrizen studieren, um zu bestimmten Aussagen iiber Modelle oder
Losungsverfahren zu gelangen.

Skalarprodukte und Normen. Eine wichtige Abbildung V' x V' — R aus einem Vek-
torraum V = R" nach R ist das Skalarprodukt x"y = ¥, x;y,. Etwa zum Messen bzw.
Abschitzen von Fehlern werden wir ferner Vektornormen ||.| verwenden, also positive,
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homogene Abbildungen von V nach R, die zudem die Dreiecksungleichung |x + y| <
|x| + | y| erfiillen. Beispiele sind die Euklidische Norm ||x|, := \/Y; x?, die Maximums-
norm | x| e := max; |x;| sowie die Summennorm | x|; := 3, |x;|. Fiir das Skalarprodukt und
die Euklidische Norm gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung |x” y| < | x||5-||y| .. Manch-
mal benétigt man auch fiir Matrizen Normen - entsprechende Matrixnormen lassen sich
aus Vektornormen induzieren mittels |A| := max;,_, |Ax|. Ferner sei an das Konzept der
Orthogonalitit erinnert: Zwei Vektoren sind orthogonal, falls xT y = 0.

Klassen von Matrizen. Eine Reihe von Matrixklassen verdient besondere Beachtung. A €
R™" heifdt symmetrisch bzw. schiefsymmetrisch, falls AT = Abzw. A = —AT gilt, im Falle von
A e C™" und A = A" heifdt A Hermitesch. Symmetrische reelle bzw. Hermitesche komplexe
quadratische Matrizen werden positiv-definit genannt, falls xT Ax > 0 bzw. xAx > 0 Vx #
0. Bei positiv-semidefiniten Matrizen ist xT Ax bzw. x Ax nichtnegativ Vx. Orthogonale
Matrizen erfilllen A™' = AT, unitire Matrizen erfiillen A™' = A", Interessant sind noch
normale Matrizen (ATA = AAT bzw. AFA = AAY), da es genau fiir sie eine Basis aus
paarweise orthogonalen Eigenvektoren gibt.

2.2.2 Analysis

Nun wenden wir uns der Analysis zu, deren Apparat uns ebenfalls durch dieses Buch be-
gleiten wird.

Stetigkeit. Aus den verschiedenen gebriuchlichen Stetigkeitsbegriffen beschrinken wir
uns auf den wohl verbreitetsten: Eine Funktion f : R” — R heifit stetig in x,, falls es zu
jedem & > 0 ein & > 0 gibt, sodass V| x — xo| < & gilt | f(x) — f(x0)] < e. Gilt dies nicht nur
in einem Punkt x,, sondern im gesamten Definitionsbereich von f, so spricht man von
globaler Stetigkeit.

Grenzwerte. Ein zentraler Untersuchungsgegenstand ist das Konvergenzverhalten einer
Funktion f im Falle des beliebigen Annéherns an einen Punkt (der auch unendlich sein
kann). Man spricht dann von Grenzwerten von Funktionen und schreibt lim,_o f(x) = ...
oder lim,_, o, f(x) = ... Der Grenzwert kann auch unendlich sein: lim f(x) = +oo.

Folgen und Reihen. Unter einer Folge versteht man eine auf N definierte Funktion f. Mit
a, = f(n) schreibt man die Folge kurz als (a,). Folgen kénnen beschrinkt oder mono-
ton sein, und auch bei Folgen interessiert das Konvergenzverhalten fir n — oo bzw. die
Existenz eines Grenzwerts lim,,_, o, a,,. Unendliche Reihen Y.~ a, sind Folgen von Parti-
alsummen (ZL\LO an), wobei auch hier wieder die Konvergenzfrage fir den Fall N — oo
das entscheidende Thema ist.
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Differenzierbarkeit. Eine Funktion f einer reellen Veridnderlichen heif3t differenzierbar
(in einem Punkt x( oder einem Intervall oder global), falls ihre Ableitung hier existiert. Die
Ableitung einer Funktion beschreibt das Anderungsverhalten der Funktionswerte bei An-
derungen im Argument und wird iiber den Grenzwert von Differenzenquotienten (f(x) —
f(x0))/(x=xo) fiir x - x, definiert. Man schreibt f*, f oder df/dx. Analog werden héhere
Ableitungen f*) definiert. Der Ableitungsoperator ist linear: Es ist (af + fg)" = af’ + Bg’
fiir a, B € R. Weiter gelten die Rechenregeln fiir Produkt (fg)' = f'¢ + ¢’ und Quotient

(flg)" = (f'g - fg')/g* sowie die Kettenregel (f(g(x)))'l,_,, = f'(g(x0))g (x0)-

Extremstellen, Wendepunkte und Konvexitit. Funktionen konnen globale und lokale
Extrema (Minima, Maxima) annehmen. In der Optimierung ist man natiirlich an solchen
Stellen interessiert. Falls Differenzierbarkeit vorliegt, ist das Verschwinden der ersten Ab-
leitung eine notwendige Bedingung fiir eine lokale Extremstelle. Ein Wendepunkt liegt vor,
wenn die zweite Ableitung verschwindet und in dem Punkt das Vorzeichen wechselt. Von
Konvexitit redet man, wenn die Sekanten durch zwei Punkte des Graphen einer Funktion
f stets oberhalb des Graphen verlaufen.

Funktionsklassen. Bedeutende Klassen spezieller Funktionen sind Polynome ¥7_; a;x’
sowie rationale Funktionen (Quotienten von Polynomen). Ferner werden wir es mit der
Exponentialfunktion *, dem Logarithmus log(x) sowie mit trigonometrischen Funktionen
wie beispielsweise sin(x) und cos(x) zu tun haben. Letztere sind iibrigens iiber ein mathe-
matisches Modell, die Schwingungsgleichung y®) + y = 0, definiert.

Integrale. Die Integration ist quasi die Umkehrabbildung zur Differentiation. Das unbe-
stimmte Integral [ f(x)dx einer integrierbaren Funktion f : R — R gibt eine Stammfunk-
tion F an, also F'(x) = f(x); das bestimmte Integral jab f(x)dx berechnet die Fliche unter
dem Graphen von f von a nach b. Der Begriff der Integrierbarkeit ist dabei schon etwas
komplizierter. Differentiation und Integration sind tiber den Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung verkniipft. Wihrend die Berechnung von Ableitungen Handwerk ist,
grenzt Integration manchmal an Kunst. Hilfestellung leisten Techniken wie die partielle
Integration oder die Integration durch Substitution.

Lokale und globale Approximation. Die lokale Approximation durch Polynome oder Rei-
hen spielt vielerorts eine grofie Rolle. In der numerischen Simulation benutzt man ent-
sprechende Techniken etwa zum Beweis der Konvergenz von Diskretisierungsschemata.
Zu einem n-mal stetig differenzierbaren f bezeichnet das n-te Taylor-Polynom in a das
(eindeutige) Polynom vom Grad n, dessen nullte bis n-te Ableitung in a mit der jewei-
ligen Ableitung von f in a tbereinstimmen. Ist f unendlich oft differenzierbar (z. B. die
Exponentialfunktion), so erhélt man Taylor-Reihen.

Der zentrale Begriff fiir die globale Approximation ist die gleichmidfSige Konvergenz || f, —
| = 0, im Gegensatz bzw. verschirft zur punktweisen Konvergenz f,(x) — f(x). Der Ap-
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proximationssatz von Weierstrass sagt aus, dass jede stetige Funktion auf einer kompakten
Menge beliebig genau durch ein Polynom approximiert werden kann.

Periodische Funktionen und Fourier-Reihen. Fiir periodische Funktionen f(x) mit Pe-
riode 27 gilt f(x +27) = f(x). Periodische Funktionen (mit bestimmten Glattheitseigen-
schaften) lassen sich elegant durch trigonometrische Polynome, also gewichtete Summen
von Termen der Art cos(kx) bzw. sin(kx) unterschiedlicher Frequenz k, approximieren.
Paradebeispiel hierfiir sind iibertragene Signale, die somit als Uberlagerung einer endli-
chen Zahl reiner Sinus- bzw. Cosinus-Schwingungen angenihert werden. Man redet in
diesem Zusammenhang auch von Fourier-Polynomen und Fourier-Reihen.

Differentialgleichungen. Differentialgleichungen sind Gleichungen, die Funktionen und
deren Ableitungen in Bezug zueinander setzen und dadurch bestimmte Funktionen — Lo-
sungen - definieren. Man unterscheidet gewohnliche und partielle Differentialgleichun-
gen. Bei ersteren tritt nur eine unabhéngige Variable auf (typischerweise die Zeit t - dann
schreibt man fiir die Ableitungen auch y, j statt y’, y"’ etc.), bei letzteren mehrere (ver-
schiedene Raumkoordinaten oder Raum und Zeit). Die Ordnung einer Differentialglei-
chung ist durch die hochste auftretende Ableitung bestimmt. Eine Differentialgleichung
oder ein System von Differentialgleichungen beschreibt dabei typischerweise die zugrun-
de liegende Physik; fiir ein konkretes (und eindeutig losbares) Szenario sind zusétzliche
Bedingungen in Form von Anfangsbedingungen bzw. Anfangswerten oder Randbedingun-
gen bzw. Randwerten erforderlich. Ein Modell ist dann dementsprechend formuliert als
Anfangswertproblem oder als Randwertproblem. Fiir partielle Differentialgleichungen (eng-
lisch Partial Differential Equations oder kurz PDE) benétigen wir die Differentialrechnung
mehrerer Verdnderlicher; PDE werden wir in Abschn. 2.4 zur Numerik kurz streifen. Hier
stellen wir einige wesentliche Grundlagen der Analysis gewohnlicher Differentialgleichun-
gen (englisch Ordinary Differential Equations oder kurz ODE) bereit; auch ODE werden
uns in Abschn. 2.4 nochmals begegnen.

Nur in einfachen Fillen sind ODE analytisch l6sbar - einer der Griinde fiir die grof3e
Bedeutung der Numerik fiir Modellbildung und Simulation. Manchmal, etwa bei y(t) =
y(t), ist die Losung offensichtlich. Manchmal, beispielsweise bei ODE der Art y'(x) =
g(x) - h(y), helfen Techniken wie die Separation der Variablen. Hierbei werden zunichst
die Terme in der Unabhingigen (x) und die in der Abhéngigen (y) getrennt:

dy
T)’) =g(x)dx .

Anschlieflend werden dann beide Seiten integriert. Doch auch wenn alle analytischen Lo-
sungsversuche fehlschlagen, so kann man in vielen Fillen zumindest zur Losbarkeit des
Modells, zur Eindeutigkeit seiner Losungen bzw. zur Charakteristik der Losung(en) be-
stimmte hilfreiche Aussagen treffen.

Eine einfache Beispielklasse von ODE ist die lineare ODE erster Ordnung y'(x) = a(x)-
y(x) + b(x) mit stetigen Funktionen a und b, die Gleichung y’(x) = a(x) - y(x) heif3t die
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zugehorige homogene Gleichung. Bezeichnen A(x) bzw. u(x) Stammfunktionen zu a(x)
bzw. zu b(x)eA*), dann losen y(x) = ce**) die homogene und y(x) = (u(x) + ¢)e*®)
die allgemeine Gleichung. Mit der Konstanten ¢ kann die Anfangsbedingung y(xo) = yo
erfiillt werden (eine Anfangsbedingung fiir eine ODE erster Ordnung) — man hat in diesem
einfachen Fall also Existenz und Eindeutigkeit der Losung gegeben.

Als nichstes schauen wir uns die lineare ODE mit konstanten Koeffizienten an, also eine
Gleichung der Art

y(n) + anily(n_l) +...+ aly, + ao)’ = Q(x)

mit Konstanten a; und einer Funktion q(x). Wiederum heifit die Gleichung mit rechter
Seite null die zugehérige homogene Gleichung. Zusammen mit einem Satz von n Anfangs-
werten y(xo), ¥’ (x0), ..., "™ (xo) gibt es dann wieder genau eine Losung y(x), die die
ODE und die Anfangsbedingungen erfiillt. Die Losung der homogenen Gleichung kann
man iiber den Ansatz y(x) = e!* bestimmen, die explizite Losung der inhomogenen Glei-
chung gelingt zumindest fiir spezielle rechte Seiten g(x).

Ein schones Beispiel fiir eine lineare ODE mit konstanten Koeflizienten ist der freie har-
monische Oszillator §(t) + 2dy(t) + ky(t) = 0 mit einer Ddmpfungskonstante d > 0 und
einer Elastizititskonstante k > 0. Abhingig vom Vorzeichen von d* — k liegt schwache,
starke oder kritische Dampfung vor (abklingende Oszillation, einfaches Einschwingen, auf-
schaukelnde Oszillation etc.). Mit einer rechten Seite K cos wt ergibt sich iibrigens eine
erzwungene Schwingung.

Man beachte, dass sich Differentialgleichungen héherer Ordnung durch die Einfithrung
von Hilfsgroflen auf Systeme von Differentialgleichungen erster Ordnung zuriickfithren
lassen.

Eine schon recht allgemeine Klasse explizit gegebener ODE erster Ordnung (die Glei-
chung ist nach der hochsten auftretenden Ableitung aufgelost) ldsst sich iiber die Gestalt

y()=f(ty(),  y(t)=yo,

definieren. Fiir diesen Typ werden wir spéter im Abschnitt zur Numerik verschiedene Ni-
herungsverfahren kennen lernen. Auch hier gestattet die Analysis allgemeine Aussagen,
etwa den berithmten Satz von Picard-Lindeldf: Erfillen f und y eine Lipschitz-Bedingung

If(tsy) = fF(&y2) | < L-|ly1 = y2

fiir das Anfangswertproblem y(t) = f(t,y(t)), y(a) = y,, t € [a,b], so sind Exis-
tenz und Eindeutigkeit der Losung gesichert. Beziiglich der rechten Seite f lassen sich zwei
Sonderfille auszeichnen: Hangt f nur von ¢ ab, so handelt es sich um gar keine Differen-
tialgleichung, sondern vielmehr um ein einfaches Integrationsproblem. Héngt f dagegen
nur von y ab, so wird die ODE autonom genannt.

Zum niheren Verstindnis von ODE bieten sich Richtungsfelder und Trajektorien an. Da
diese aber schon stark in die Richtung einer numerischen Lésung von ODE weisen, heben
wir uns dieses Thema fiir die Numerik von ODE in Abschn. 2.4 auf.
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Differentialrechnung mehrerer Verinderlicher. Betrachte nun als Definitionsgebiet fiir
f ein Teilgebiet Q) des R". Der Differenzierbarkeitsbegriff wird hier komplizierter als im
Eindimensionalen, er ist nun iiber die Existenz einer linearen Abbildung, des Differentials,
definiert. Es gibt auch nicht mehr ,,die Ableitung® - es muss vielmehr festgelegt werden,
langs welcher Richtung sich die Argumente x € R" dndern sollen. Kanonische Richtungs-
ableitungen sind die partiellen Ableitungen f,, = 0, f = g—)ﬁ etc., die das Anderungsverhalten
von f lings einer Koordinatenrichtung beschreiben. Sehr prominent ist auch die Norma-
lenableitung %, die z. B. an Oberflachen geometrischer Objekte angegeben wird und die
Anderung einer im Raum definierten Funktion senkrecht zur Oberfliche der Objekte be-
schreibt.

Der Gradient V f einer skalaren Funktion f : R” — R kann als Vektor der partiellen
Ableitungen oder als Operator, dessen Anwendung die partiellen Ableitungen ergibt, in-
terpretiert werden. Die Jacobi-Matrix eines Vektorfelds F : R" — R", einer vektorwertigen
Funktion auf dem R" wie etwa der Geschwindigkeit im Raum, enthilt in Zeile i und Spalte
j die Ableitung der i-ten Komponente von F nach x;. Auch im Hoherdimensionalen kann
man fiir ein f : R” — R Taylor-Approximationen durchfiihren; anstelle der ersten Ab-
leitung benutzt man den Gradienten, anstelle der zweiten Ableitung die Hesse-Matrix der
gemischten zweiten partiellen Ableitungen f;, ... Und auch im Hoherdimensionalen sucht
die Analysis nach Extremwerten wie Minima oder Maxima. Neu kommt dagegen hinzu
der Begriff des Sattelpunkts: Analog zu einem Sattel oder Joch in den Bergen ist hierunter
ein Punkt zu verstehen, der beziiglich eines Teils der Koordinatenrichtungen ein Minimum
und beziiglich der restlichen ein Maximum darstellt. Sattelpunkte werden uns z. B. auch bei
Spielen wieder begegnen. In Modellen der Kontinuumsmechanik triftt man ferner auf drei
weitere Operatoren: Die Divergenz eines Vektorfelds F : R" — R” ist definiert als

divF := iaiFi 5

i=1

die Rotation von F ist gegeben durch

82F3 - 83F2
rotF := 83F1 - 81F3 s
0,F, - 0,F

und der Laplace-Operator, angewandt auf eine skalare Funktion f, ist die Divergenz des
Gradienten:

n aZ f
Of:=divvf=) —.
Integration im Hoherdimensionalen. Sobald man das Eindimensionale verldsst, wird die

Integration vielschichtiger und komplizierter. Der erste Fall ist das so genannte Volumenin-
tegral, das Integral einer Funktion f : R” — R iiber ein Integrationsgebiet O ¢ R". Im Falle
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eines Produktes () = X x Y mit niedrigdimensionaleren X und Y hilft oft (unter speziellen
Voraussetzungen, natiirlich) der Satz von Fubini, der die Hintereinanderausfithrung und
Vertauschung der Integration regelt:

/Xny(x)J’)d(x’)’):[X(fyf(x,y)dy)dx:[Y([Xf(x,y)dx)dy,

wobei ein enger Bezug zu Cavalieris Ausschopfungsprinzip besteht. Ein weiterer wichtiger
Satz ist der Transformationssatz. Diese Verallgemeinerung der Integration durch Substitu-
tion erlaubt Koordinatentransformation, natiirlich wieder unter geeigneten Voraussetzun-
gen:

[ (@) Jde T ()lds = [ f(r)dy,

wobei V = T(U).

Daneben kann im R" aber auch iiber niedrigdimensionalere Strukturen integriert —
d. h. aufsummiert - werden. So wird bei Kurvenintegralen eine Grofle langs einer Kurve
im Raum integriert. Oberflichenintegrale

[aGF(x)cﬁ

summieren ein Vektorfeld F - beispielsweise eine Kraft oder eine Geschwindigkeit — tiber
Flachen bzw. Hyperflichen im Raum, z. B. iiber die Oberfliche dG eines Gebiets G. Sie
spielen insbesondere in der Modellierung eine Rolle, wenn etwa in der Stromungsme-
chanik der Wirme- oder Massentransport tiber die Grenzen eines Gebiets beschrieben
werden soll. Von zentraler Bedeutung fiir die Herleitung vieler Modelle der Physik, die
auf Erhaltungssitzen beruhen (Energieerhaltung, Impulserhaltung, Massenerhaltung), ist
der GaufS’sche Integralsatz, der die Umwandlung von Oberfldchenintegralen in Volumenin-
tegrale gestattet und umgekehrt gestattet und dem wir verschiedentlich begegnen werden.
Unter bestimmten Regularititsannahmen gilt

deivF(x)dx:faGF(x)cTs’.

Ausblick auf die Funktionalanalysis. Die Funktionalanalysis befasst sich mit Funktiona-
len, also Funktionen, die ihrerseits Funktionen als Argumente haben. Dabei spielen Funk-
tionenriume eine zentrale Rolle, wie etwa der Raum C"([a, b]) der n-mal auf [a, b] stetig
differenzierbaren Funktionen. Ein klassisches Beispiel eines Typs solcher Funktionenriu-
me sind Hilbertridume. Unter Hilbertrdumen versteht man vollstindige Skalarproduktrau-
me, also Vektorrdume, in denen ein Skalarprodukt existiert und in denen jede so genannte
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Cauchy-Folge (eine spezielle Klasse von Folgen) gegen ein Element des Raums konvergiert.
In der modernen mathematischen Modellierung haben insbesondere spezielle Klassen von
Hilbert-Ridumen wie die Sobolev-Riume zentrale Bedeutung erlangt.

2.2.3 Bedeutung fiir Modellbildung und Simulation

Die Analysis ist vor allem fiir die mathematische Modellbildung sowie fiir die numeri-
sche Analysis, also die Untersuchung numerischer Verfahren und deren Eigenschaften wie
Approximationsgiite oder Konvergenzverhalten, von Bedeutung. Ersteres ist offenkundig,
sind doch beispielsweise die bekannten Modelle der mathematischen Physik ohne den Ap-
parat der Differential- und Integralrechnung im Hoherdimensionalen kaum vorstellbar.
Der Begrift der Konvexitit etwa spielt bei der Modellanalyse, genauer bei Aussagen zur
Existenz und Eindeutigkeit von Losungen eines Modells, oft eine grofie Rolle.

Aber auch die Numerik braucht die Analysis. Ein zentraler Begriff von eher qualitati-
ver Natur ist in diesem Kontext die Glattheit: Je 6fter eine Funktion stetig differenzierbar
(d. h. differenzierbar mit stetiger Ableitung) ist, desto glatter ist sie. Glattheitsbedingungen,
oft auch Regularititsbedingungen genannt, spielen bei kontinuierlichen mathematischen
Modellen eine wesentliche Rolle: Je mehr man an Glattheit {iber die Lésung eines Modells
voraussetzen kann, desto leichter tut man sich im Allgemeinen mit Approximations- oder
Konvergenzaussagen. Oft bestimmt die Glattheit des Problems dabei auch die Auswahl des
numerischen Verfahrens: Approximationsverfahren hoherer Ordnung nahern ,,besser* an,
sie funktionieren aber oft nur unter bestimmten einschrankenden Annahmen - Glattheits-
bedingungen eben. Und fiir die Abschitzung der Giite eines Naherungsverfahrens sind
Taylor- und andere Approximationen oft ein unverzichtbares Hilfsmittel.

Dariiber hinaus inspiriert die Analysis aber auch zu numerischen Verfahren. Bei den
ersten Ansitzen zur Approximation von Ableitungen (bzw. zu deren Diskretisierung) mit-
tels Differenzenquotienten etwa stand die Definition der Ableitung Pate — und viele Algo-
rithmen zur numerischen Lésung differentialgleichungsbasierter Modelle profitieren heute
davon. Ein weiteres Beispiel liefert der Satz von Fubini, dessen Aussage Ausgangspunkt fiir
zahlreiche Verfahren der multivariaten (mehrdimensionalen) Quadratur war.

Auch die Lineare Algebra ist unverzichtbar, fir die Modellierung ebenso wie fiir die Si-
mulation. Bei linearen Systemen gewohnlicher Differentialgleichungen beispielsweise sind
die Eigenwerte der Systemmatrix ausschlaggebend fiir das Verhalten des Systems. Und dass
die Numerik, deren Essenz ja im Diskretisieren besteht, also im Pressen kontinuierlicher
Modelle in ein endliches Korsett, ohne Lineare Algebra nicht auskommt, versteht sich eh
von selbst.

Nach diesem Galopp durch Lineare Algebra und Analysis wenden wir uns nun den fiir
Modellbildung und Simulation zentralen Bereichen der Angewandten Mathematik zu -
zunichst der Stochastik sowie der Statistik und daran anschlieflend dann der Numerik.
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2.3 Stochastisches und Statistisches

Historisch gesehen spielt der Zufall in unserem Kontext vor allem wegen des Erfolgs von
Monte-Carlo-Simulationen eine grofle Rolle. Inzwischen sind probabilistische Elemente in
Modellbildung und Simulation aber nahezu allgegenwirtig. So werden stochastische Prozes-
se zur Modellierung und Simulation von Ereignisfolgen benutzt, stochastische Differential-
gleichungen erlauben die Integration von Effekten wie Rauschen in Differentialgleichungs-
modelle, und stochastische finite Elemente ermdglichen die Umsetzung in Diskretisierungs-
schemata. Aus diesem Grund werden wir es auch in diesem Buch 6fters mit dem Zufall und
seiner Beschreibung zu tun haben. Zum Nachschlagen und Nachlesen sei auf die ,,Diskre-
ten Strukturen 2 von Thomas Schickinger und Angelika Steger [53] verwiesen.

2.3.1 Warum Zufall?

Zufall und Wahrscheinlichkeit in der Modellbildung und Simulation? Was helfen Simulati-
onsergebnisse, die nur mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit zutreffen? Diese Zweifel
sind nur auf den ersten Blick berechtigt.

Zunichst einmal gibt es das Phanomen der Unsicherheit: Alles mag zwar determinis-
tisch sein, aber die Information fehlt. Einem Drucker beispielsweise ist vollig unklar, wann
der nichste Druckauftrag bei ihm eintrudelt — aus seiner Sicht ist dessen Ankunft zu-
fallig bzw. nur in Wahrscheinlichkeitsgroflen vorhersagbar. Aus diesem Grund werden
Ankunftsprozesse in Wartesystemen mit Hilfe stochastischer Prozesse modelliert. Auf3er-
dem interessiert man sich oft vor allem fiir gemittelte Grof3en, also zum Beispiel fiir die
Antwortzeiten eines Systems bei einer zufillig ausgewdhlten Eingabe oder im Mittel tiber
100 Betriebsstunden. Wo Messdaten eine Rolle spielen, sei es fiir Start- oder Randwerte
einer Simulation oder zu deren experimenteller Validierung, ist in aller Regel eine statis-
tische Auswertung der Daten erforderlich. Und schlieSlich gibt es die bereits erwdhnten
Monte-Carlo-Simulationen — Szenarien, bei denen dasselbe Verfahren sehr oft in zufilli-
gen, d. h. einer bestimmten Verteilung gehorchenden Konstellationen durchgefiihrt wird,
um am Ende durch Mittelung das gewiinschte Resultat zu erhalten. Diese Vorgehensweise
erfreut sich insbesondere dort grofier Beliebtheit, wo konventionelle Simulationsverfahren
fehlen oder inakzeptabel aufwiandig sind (z. B. bei sehr hochdimensionalen Problemstel-
lungen).

Ein Beispiel soll die Bedeutung des Zufalls illustrieren. Nehmen wir die folgende Auf-
gabe an: Ein Leiter eines Rechenzentrums erhilt von einem Gonner einen Scheck - was
soll er mit dem Geld tun? Er kann schnellere Verbindungen verlegen, bessere Switches
einbauen, einen Supercomputer kaufen, mehr Arbeitsplitze fiir Benutzer einrichten, die
Netzanbindung nach auflen verbessern, etc. Um zu einer fundierten Entscheidung zu ge-
langen, mochte er mittels Simulationen die Engpasse des bestehenden Systems und so-
mit Ansatzpunkte fiir Verbesserungen bestimmen. Hierfiir muss er erstens représentati-
ve Eingabedaten erzeugen, z. B. Ankunfts- bzw. Einlog-Zeiten von Benutzern - was die
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Erzeugung von (Pseudo-)Zufallszahlen erfordert. Zweitens ist ein geeignetes mathemati-
sches Modell fiir das Rechenzentrum aufzustellen, das realistische Berechnungen gestattet
— dies erfolgt typischerweise mittels stochastischer Prozesse und Wartenetzen. Schlieflich
sind die berechneten Zahlenkolonnen am Ende korrekt zu interpretieren, und eine ent-
sprechende Kaufentscheidung ist abzuleiten — dazu muss vorliegendes (zufallsabhingiges)
Datenmaterial analysiert und ausgewertet werden.

2.3.2 Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume

Ereignisse. Die Wahrscheinlichkeitsrechnung hilft, Situationen mit unsicherem (nicht be-
stimmt vorhersagbarem) Ausgang zu modellieren. Solche Situationen nennen wir Zufalls-
experimente. Zufallsexperimente haben mégliche Ergebnisse oder Ausginge w;, die man in
der Ergebnismenge Q = {wj, w,, ...} zusammenfasst. Die Schreibweise zeigt, dass wir zu-
nichst nur diskrete, also endliche oder abzahlbar-unendliche Ereignismengen betrachten.
Ein Ereignis E () ist eine beliebige Teilmenge von . Man sagt ,,E tritt ein“, wenn wir als
Ergebnis unseres Zufallsexperiments ein w; € E erhalten. Die leere Menge & heif3t unmdag-
liches Ereignis,  heif3t sicheres Ereignis. Durch die Definition als Mengen kénnen wir mit
Ereignissen entsprechend arbeiten. Insbesondere erhalten wir zu zwei Ereignissen A und
B die abgeleiteten Ereignisse An B, AUB, Aund A \ B:

o A n B: Ereignis A und Ereignis B treten beide ein. Im Falle des leeren Durchschnitts
nennt man A und B disjunkt.

o AU B: Ereignis A oder Ereignis B tritt ein.

+ Abeschreibt das zu A komplementire Ereignis, d.h. das Ereignis A tritt nicht ein.

o A B:Ereignis A tritt ein, nicht jedoch Ereignis B.

Hiufigkeit und Wahrscheinlichkeit. Der Begriff der Hiufigkeit ist ganz konkret und ver-
gangenheitsbezogen — wir beobachten Zufallsexperimente und fithren Buch tiber deren
Ausgang, uber die absolute Hiufigkeit eines Ereignisses E (Anzahl der Fille, in denen E
eintrat) oder iiber die relative Hiufigkeit von E (Quotient aus absoluter Hiufigkeit und Ge-
samtzahl aller durchgefithrten Beobachtungen). Die relative Haufigkeit bestimmt unsere
Erwartung fiir die Zukunft. Hierfur gibt es den Begriff der Wahrscheinlichkeit.

Wahrscheinlichkeitsrdume. Ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum besteht aus einer dis-
kreten Ergebnismenge Q) von Elementarereignissen {w;},i = 1,..., und aus diesen zuge-
ordneten Elementarwahrscheinlichkeiten p;, wobei gelte

OSP,'SI, Zpizl.

wieQ)

Als Wahrscheinlichkeit eines beliebigen Ereignisses E definiert man

P(E):= ) pi.

wi€E
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Ist O endlich, spricht man von einem endlichen Wahrscheinlichkeitsraum. Ein solcher
Wahrscheinlichkeitsraum kann als mathematisches Modell fir ein Zufallsexperiment
angesehen werden. Im Folgenden wird es u. a. darum gehen, fiir bestimmte diskrete Wahr-
scheinlichkeitsrdume Prognosen fiir das Eintreten von Ereignissen zu gestatten — gerade
in Féllen, wo das mit dem Abzihlen nicht so leicht ist.

Fiir paarweise disjunkte Ereignisse A;, A,, ... gilt folgender Additionssatz:

P(LIJA,-) = Zi:P(Ai) .

Fehlt die paarweise Disjunktheit der A;, so wird’s etwas komplizierter. Man erhélt die sog.
Siebformel bzw. das Prinzip der Inklusion/Exklusion. Wir beschrianken uns auf den Fall
zweier Ereignisse:

P(A,UA,) = P(A) + P(A;) - P(A; N 4;) .

Bedingte Wahrscheinlichkeiten. Da Teilwissen oder eine eventuelle Vorgeschichte die
Ausgangslage verandern, fithrt man so genannte bedingte Ereignisse mit bedingten Wahr-
scheinlichkeiten ein, schreibt A|B sowie P(A|B) und sagt ,,A unter der Bedingung B“. Im
Gegensatz zur bedingten Wahrscheinlichkeit spricht man bei P(A) dann auch von der ab-
soluten oder totalen Wahrscheinlichkeit. Seien also A und B Ereignisse mit P(B) > 0. Dann

definiert man
P(AnB)

P(B)

Es gilt P(A|B) > 0, P(A|B) < 1, P(B|B) =1, P(B|B) = 0 sowie P(A|Q) = P(A). Fiir ein
beliebiges, aber festes Ereignis B mit P(B) > 0 bilden die bedingten Wahrscheinlichkeiten
bzgl. B einen neuen Wahrscheinlichkeitsraum mit neuer Wahrscheinlichkeit P, die die
gednderte Informationslage zum Ausdruck bringt. Die bedingte Wahrscheinlichkeit fithrt
zum Multiplikationssatz: Seien n Ereignisse Ay, ..., A, gegeben mit P(A;n...NnA,) > 0.
Dann gilt

P(A|B) =

P(A;n...nA,) =P(A)-P(A3|A)) - P(As|A;nAy) ... P(Au|Ain...nA,).

Der erste zentrale Satz zum Rechnen mit bedingten Wahrscheinlichkeiten ist der Satz
von der totalen Wahrscheinlichkeit. Er gibt an, wie man aufgrund der Kenntnis bedingter
Wahrscheinlichkeiten eines Ereignisses auf dessen unbedingte (totale) Wahrscheinlichkeit
schlieffen kann. Gegeben seien paarweise disjunkte Ereignisse A;, A,, As, ... und ein wei-
teres Ereignis B € |U; A;. Dann gilt (im endlichen ebenso wie im unendlichen Fall)

P(B) = Y P(BJA;) - P(A;) .

Der Satz von Bayes ist der zweite wichtige Satz, der im Zusammenhang mit bedingten
Wahrscheinlichkeiten erwihnt werden muss. Gegeben seien wieder paarweise disjunkte
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Ereignisse Aj, A,, As, ... und ein weiteres Ereignis B ¢ U; A; mit P(B) > 0. Dann gilt (im
endlichen ebenso wie im unendlichen Fall) fiir beliebiges j = 1,2,3, ...

P(Aj|B) = P(B) - > P(B|A;)-P(A;)

Der Satz von Bayes gestattet also, die Reihenfolge der Bedingung zu vertauschen: Ausge-
hend von Wahrscheinlichkeiten zu ,,B unter der Bedingung A;“, trifft man Aussagen zu
»A; unter der Bedingung B*.

Unabhingigkeit. Die Unabhingigkeit ist ein zentraler Begrift der Wahrscheinlichkeits-
theorie. Viele Aussagen gelten nur bzw. sind bedeutend einfacher im Falle von Unabhin-
gigkeit. Zwei Ereignisse A und B heiflen unabhdngig, wenn gilt

P(AnB) = P(A) - P(B).

Die Ereignisse Aj, ..., A, heiflen unabhingig, wenn fiir alle Indexmengen I ¢ {1,...,n}
gilt
P(ﬂAi) =[1P(A) .
iel iel
Bei unendlich vielen Ereignissen verlangt man obige Bedingung fiir alle endlichen Index-
mengen, also fiir jede endliche Kombination von Ereignissen.

Zufallsvariable. Unter einer Zufallsvariablen X versteht man eine Abbildung QO — R.
Im Fall einer endlichen oder abzihlbar-unendlichen Ereignismenge Q) nennt man auch
die Zufallsvariable diskret, da dann deren Wertebereich Wy ebenfalls diskret ist. Uber die
Zufallsvariable werden Ereignisse definiert — schlieSlich interessiert man sich fiir die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dass X einen bestimmten Wert annimmt. Man schreibt z. B. kurz
P(X < x) (Gro8buchstaben fiir Zufallsvariablen, Kleinbuchstaben fiir deren Werte) und
meint
P(X<x)=P({weQ: X(w)<x}) .

Zwei Spezialfille sind besonders wichtig und erhalten einen eigenen Namen:
fx:R=[0,1], x~P(X=x), Fx:R—1[0,1], x+~P(X<x).

[x heifit (diskrete) Dichte(funktion) von X, Fx heifit (diskrete) Verteilung(sfunktion) von X.

Analog zum Unabhingigkeitsbegriff bei Ereignissen spricht man auch von unabhingi-
gen Zufallsvariablen. Die Zufallsvariablen Xj, ..., X, heiflen unabhingig, wenn fiir jedes
n-Tupel von Werten (x;, .. ., x, ) aus dem gemeinsamen Wertebereich Wy, x ... x Wy, gilt

P(Xi=x,..., Xy =x,) = [[P(Xi = x;)
i=1

d. h., wenn die gemeinsame Dichte gleich dem Produkt der Einzeldichten ist.
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Erwartungswert. Da es etwas unhandlich ist, eine Zufallsvariable X iiber fx und Fx zu
charakterisieren, fiihrt man Kennzahlen ein, so genannte Momente. Der Erwartungswert
oder das erste Moment E(X) einer diskreten Zufallsvariablen X ist definiert als

E(X):= Y X(w))-pi= > x-P(X=x)= ) x-fx(x).

wieQ xeWx xeWx

Der Erwartungswert gibt an, welches Ergebnis man im Mittel erwarten kann. Im Falle eines
unendlichen Wertebereichs Wy ist der Erwartungswert E(X) nur definiert, wenn die Reihe
in der Definition konvergiert. Aus der Definition des Erwartungswerts folgt direkt, dass fiir
zwei Zufallsvariablen X; und X, und a € R gilt: E(aX; + X;) = aE(X;) + E(X;), d. h., der
Erwartungswert ist linear. Mit X istauch Y := f(X) eine Zufallsvariable ist, falls f auf dem
Wertebereich Wy definiert ist und diesen nach R abbildet. Fiir E(f(X)) gilt

E(f(X))=2y-P(Y =)
Yy
=2y 2 P(X=x)=3 f(x)-P(X=x).

y o xf(x)=y

Auch im Kontext von Zufallsvariablen spielen bedingte Wahrscheinlichkeiten eine grofle
Rolle. Fiir ein Ereignis A mit positiver Wahrscheinlichkeit kann man die bedingte Zufalls-
variable X|A einfiihren. Sie hat die Dichte

P(X=xnA)

fxja =P(X =x|A) = P(4)

Entsprechend werden dann bedingte Erwartungswerte E(X|A) definiert.

Varianz. Der Erwartungswert charakterisiert eine Zufallsvariable bzw. ihre Verteilung
nicht vollig. Wichtig ist auch die Streuung um den Erwartungswert. Fiir eine Zufallsvaria-
ble X mit Erwartungswert y := E(X) definieren wir das zweite Moment als E(X?*) und die
Varianz oder das zweite zentrale Moment V(X)) als

V(X)=E((X-u)?),
die Standardabweichung o(X) als
0(X)=\/V(X).
Es gilt folgender Zusammenhang zwischen Varianz und zweitem Moment:
V(X) = E(X) - (E(X)) = E(X?) - .
Ferner gilt fiir eine beliebige Zufallsvariable X und a, b € N die wichtige Rechenregel

V(aX+b)=a* V(X).
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Allgemein definiert man das k-te Moment einer Zufallsvariablen X als E(X*) und das k-te
zentrale Moment als E ((X -E(X ))k) Die Gesamtheit aller Momente charakterisieren ei-
ne Zufallsvariable vollstandig. Praxisrelevant sind jedoch nur die ersten beiden Momente
bzw. zentralen Momente.

Als ,relative Varianz® bzw. ,relative Standardabweichung® definiert man den Variati-
onskoeffizient p(X):
_o(X)
- E(X)

p(X)

Bernoulli-Verteilung. Eine binire Zufallsvariable X (also Wx = {0,1}) mit der Dichte

fx(X)={p fir x =1,

1-p firx=0

heifdt Bernoulli-verteilt mit Parameter p. p wird auch Erfolgswahrscheinlichkeit genannt,
fir 1 - p wird oft die Bezeichnung g verwendet. Fiir den Erwartungswert einer Bernoulli-
verteilten Zufallsvariablen gilt E(X) = p, fiir ihre Varianz gilt V(X) = pq.

Binomialverteilung. Gegeben seien n Bernoulli-verteilte, unabhédngige Zufallsvariablen
Xj, ..., X, mit Erfolgswahrscheinlichkeit p (gleich fiir alle X;). Eine binomialverteilte Zu-
fallsvariable mit Parametern n und p (in Zeichen: X ~ B(n, p)) erhilt man dann iiber die
Summe

X=Xi+...+X,.

Die Binomialverteilung benotigt also bereits zwei Parameter zu ihrer Charakterisierung: n
und p. Die Dichte der Binomialverteilung ist gegeben durch

fuk) = ()2t

Uber die Additivitit von Erwartungswert und Varianz erhalten wir schliefllich E(X) = np
und V(X) = npq. Die Summe unabhéngiger binomialverteilter Zufallsvariablen ist wieder
binomialverteilt.

Geometrische Verteilung. Auch die geometrische Verteilung baut auf einem Bernoulli-
Experiment auf. Wir nennen p wieder die Erfolgswahrscheinlichkeit und wiederholen das
Bernoulli-Experiment so oft unabhingig, bis der Erfolgsfall eintritt. Die Zufallsvariable X,
die die Anzahl der Versuche bis zum Erfolg zahlt, ist dann geometrisch verteilt. Fiir die
Dichte gilt fx(i) = p-q'~", der Erwartungswert ist E(X) = %, und die Varianz V(X)) = 1%.
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Poisson-Verteilung. Als letzte diskrete Verteilung betrachten wir die Poisson-Verteilung.
Sie hat einen Parameter A > 0, und ihr Wertebereich ist ganz Ny. Die Dichte der Poisson-
Verteilung ist definiert als

e A

i!

fx(l) = 5 i€ N 0 -

Fiir den Erwartungswert gilt E(X) = A, fiir die Varianz kann V(X) = A gezeigt werden.
Man kann die Poisson-Verteilung tibrigens als Grenzfall einer Binomialverteilung interpre-
tieren. Eine weitere schone Eigenschaft: Summen unabhingiger, Poisson-verteilter Zufalls-
variablen sind wieder Poisson-verteilt, wobei sich die Parameter addieren.

Die Poisson-Verteilung wird in der Praxis zur Modellierung des Zihlens bestimmter
Ereignisse (ein Auto fihrt vorbei, ein Druckauftrag kommt am Drucker an, ein Kavallerie-
Pferd tritt ein Soldaten tddlich ...) eingesetzt. Dies ist eine wichtige Anwendung im Zu-
sammenhang mit der Simulation des Verkehrs in Rechensystemen mittels stochastischer
Prozesse.

2.3.3 Kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsraume

Kontinuierliche Zufallsvariable. Manchmal sind es kontinuierliche Phdanomene, die un-
tersucht werden sollen: die Abstinde zwischen zwei ankommenden Druckauftragen, die
Intensitit des ankommenden Lichts bei einem Lichtwellenleiter oder die Temperatur in
einem gekiihlten Grofirechner. AufSerdem treten diskrete Ereignisse oftmals in so grofSer
Zahl auf, dass eine kontinuierliche Beschreibung (etwa tiber Grenzprozesse) sinnvoll wird.

Im kontinuierlichen Fall betrachtet man den Ergebnisraum Q nicht mehr, sondern
nimmt gleich den {iber eine Zufallsvariable definierten Wahrscheinlichkeitsraum, also
Q = R. Im Gegensatz zu diskreten Zufallsvariablen spricht man nun von stetigen oder
kontinuierlichen Zufallsvariablen. Eine kontinuierliche Zufallsvariable X und der ihr zu-
grunde liegende Wahrscheinlichkeitsraum sind durch eine Dichte(funktion) fx : R — R§
definiert, die integrierbar sein muss und

/_: fx(x)dx =1

erfillt.

Die Wahrscheinlichkeit fiir ein Elementarereignis anzugeben (,,der Regen triftt auf einen
Punkt®) ist wenig sinnvoll. Stattdessen lasst man als Ereignisse nur bestimmte Teilmengen
A der reellen Achse zu (abzéhlbare Vereinigungen paarweise disjunkter Intervalle beliebi-
ger Art). Diese Auswahl hat mathematische Griinde. Ein solches Ereignis A tritt ein, wenn
X einen Wert x € A annimmt, und seine Wahrscheinlichkeit ist definiert durch

P(A) = [ fu(x)dx.
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Der Prototyp eines Ereignisses ist das linksseitig offene und rechtsseitig abgeschlossene
Intervall ] — o0, x]. Fiir die Wahrscheinlichkeit solcher Intervalle wurde ein eigener Begriff
eingefiihrt, die Verteilung(sfunktion):

P(X €] - 00, x]) = P(X < x) = Fx(x) = fm Fe(D)dt .

Im Gegensatz zur Dichte, die nicht stetig sein muss, ist die Verteilung immer stetig und
monoton wachsend. Ferner gilt

lim Fx(x)=0, lim Fx(x)=1.
X—>—00 X—=>00

Funktionen kontinuierlicher Zufallsvariablen. Der Begriff des kontinuierlichen Wahr-
scheinlichkeitsraums wurde genau so definiert, dass die wesentlichen Eigenschaften und
Rechenregeln aus dem Diskreten auch jetzt noch gelten. Das gilt auch fiir die Begriffe Un-
abhdingigkeit und bedingte Wahrscheinlichkeit. Fiir eine gegebene Funktion ¢ : R — R kann
man zu einer Zufallsvariablen X mittels Y := g(X) eine neue Zufallsvariable definieren.
Deren Verteilung ist gegeben durch

Fr(y) = P(Y <) = P(e(0) < ) = [ fx(n)dt,

wobei C die Menge aller reeller Zahlen f bezeichnet, fiir die g(t) < y gilt. C muss natiirlich
ein Ereignis sein (im Sinne unserer Definition).

Momente kontinuierlicher Zufallsvariablen. Analog zu den bisherigen Betrachtungen
besteht die Ubertragung der Begriffe des Erwartungswerts und der Varianz auf den kon-
tinuierlichen Fall im Wesentlichen aus dem Ersetzen von Summen durch Integrale. Der
Erwartungswert einer kontinuierlichen Zufallsvariablen X ist definiert als

E(X):[:t-fx(t)dt.

Dabei muss das Integral auf der rechten Seite absolut konvergieren. Analog {ibertragt man
die Definition der Varianz zu

V) =E((X-E0Y) = [ (t=BO) fx()r.
Fiir den Erwartungswert einer zusammengesetzten Zufallsvariablen g(X) gilt
E(g(0)= [ (1) (o)t

Im Falle einer linearen Funktion g, also g(X) := aX + b, bedeutet dies insbesondere

E(aX +b) = f°°(m+b)-fx(t)dt.



36 2 Bendtigtes Instrumentarium in Kurzform

Gleichverteilung. Die Gleichverteilung ist die einfachste kontinuierliche Verteilung. Sie
liegt dem Laplace-Prinzip zugrunde. Gegeben sei das Intervall Q = [a, b] als Ergebnis-
menge. Fiir die Dichte einer auf Q gleichverteilten Zufallsvariable X gilt

fir x € [a,b],
sonst.

)= | 5

Durch Bildung der Stammfunktion erhalten wir die Verteilung Fx:

. 0 fir x<a,
FX(x):[ F(o)dt={ =2 fir a<x<b,
e 1 fir x>b.

Fir Erwartungswert, Varianz, Standardabweichung und Variationskoeffizient gelten die
Formeln

B0 = 43, V0= B9, w0 =S8 0= et

Normalverteilung. Die Normalverteilung ist die wohl wichtigste kontinuierliche Vertei-
lung, insbesondere fiir die Statistik. Sie eignet sich oft gut zur Modellierung zufallsbe-
hafteter Gréf8en, die um einen bestimmten Wert schwanken. Eine Zufallsvariable X mit
Wertebereich Wx = R heifit normalverteilt mit den Parametern g € R und ¢ € R* (in
Zeichen X ~ N'(y, 0%)), wenn sie die Dichte

1 _G=w?
xX) = e 202
fx() V270

besitzt. Die Verteilungsfunktion erhilt man wieder iiber die Stammfunktion

Fx(x) = . /x S 4
x V2no J-eo ‘
Allerdings ist fy nicht geschlossen integrierbar - Fx kann daher nur ndherungsweise durch
numerische Integration berechnet werden.
Von besonderer Bedeutung ist die Standardnormalverteilung N'(0,1) mit Parametern 0
und 1. Deren Verteilungsfunktion

1 x o
CD(X) = \/—2_7-[ . [oo e zdt

heif’t GaufS-Funktion, ihr Graph GaufSsche Glockenkurve. Die Werte von @ sind tabelliert.
Eine schone Eigenschaft der Normalverteilung ist, dass die lineare Transformation Y :=
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aX + b (a # 0) einer (y, 0*)-normalverteilten Zufallsvariablen wieder normalverteilt ist,
und zwar
Y ~N(au+b,a*c?) .

Mit obiger Beziehung konnen wir N'(y, 0) normieren und auf die Standardnormalvertei-
lung NV (0,1) zuriickfithren:

X-pu
o

X~N(u,0®) = Y= ~N(0,1) .
Es gilt E(X) = g und V(X) = ¢2. Damit hat insbesondere die Standardnormalverteilung
den Erwartungswert 0 und die Varianz 1. Die beiden Parameter der Normalverteilung sind
also gerade deren zwei erste zentrale Momente.

Die Wichtigkeit der Normalverteilung rithrt auch daher, dass viele Zufallsexperimente
asymptotisch normalverteilt sind. Dies gilt z. B. fiir die Binomialverteilung bei wachsendem
n.

Exponentialverteilung. Eine Zufallsvariable X heif3t exponentialverteilt mit dem Parame-
ter A > 0, wenn sie die Dichte

A-e™ falls x>0,

fX(x) - { 0 sonst

besitzt. Integration von f liefert die Verteilungsfunktion
X
Fx(x) = [ AeMdr=1-e
0

fiir x > 0 und Fx(x) = 0 fiir x < 0. Durch partielle Integration erhilt man Erwartungswert
und Varianz: ) .
E(X)=—, V(X)=—.
(=7, V0=

Mit ihrer exponentiell abklingenden Charakteristik ist die Exponentialverteilung in ge-
wisser Hinsicht das kontinuierliche Pendant zur geometrischen Verteilung. Die Exponen-
tialverteilung ist die wichtige Verteilung zur Beschreibung von Zwischenzeiten zwischen
bestimmten eintretenden Ereignissen (Druckauftrage am Drucker ...) bzw. allgemein von
Wartezeiten. Sie ist deshalb fiir das Gebiet der Warteschlangen und stochastischen Pro-
zesse von herausragender Bedeutung. Fiir eine exponentialverteile Zufallsvariable X mit
Parameter A und a > 0 ist die Zufallsvariable Y := aX ebenfalls exponentialverteilt, aller-
dings mit dem Parameter 1/a.

Die Exponentialverteilung ist geddchtnislos: Fiir alle positiven x und y gilt

P(X>x+y) et
P(X>x+y|X>x)= P(X>x)y = s eV =P(X>y).
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Die Exponentialverteilung ist die einzige kontinuierliche gedichtnislose Verteilung. Die
Exponentialverteilung kann als Grenzwert der geometrischen Verteilung interpretiert wer-
den. Diskrete und kontinuierliche Zufallsvariablen bzw. Verteilungen konnen also tiber
Grenzprozesse verbunden sein.

2.3.4 Asymptotik

Ungleichungen von Markov und Chebyshev. Die Annahme kompletten Wissens tiber
eine Zufallsvariable ist oft unrealistisch. Insbesondere ihre Verteilung kann in vielen Fal-
len nicht geschlossen angegeben werden. Manchmal kann man jedoch wenigstens den
Erwartungswert oder vielleicht auch die Varianz berechnen. In solchen Fillen ist man an
ndherungsweisen Angaben zu Wahrscheinlichkeiten bzw. Abschitzungen interessiert. Hier
hilft die Ungleichung von Markov: Sei X eine Zufallsvariable mit X > 0 und Erwartungswert
E(X). Dann gilt fiir alle positiven reellen ¢

E(X)

P(X>t)< .

Eine andere asymptotische Abschitzung liefert die Ungleichung von Chebyshev. Seien X
eine Zufallsvariable und ¢ eine positive reelle Zahl. Dann gilt

V(X)
12

P(IX-E(X)|>¢)< .
Das heif3t: Je kleiner die Varianz ist, desto grof3er wird die Wahrscheinlichkeit, dass X Werte
innerhalb eines bestimmten Intervalls um E (X ) annimmt — was sehr gut zu unserer intui-
tiven Vorstellung der Varianz als Mafl fiir die Streuung passt.

Gesetz der grofien Zahlen. Einen sehr wichtigen asymptotischen Zusammenhang formu-
liert und quantifiziert das berithmte Gesetz der groffen Zahlen: Gegeben seien unabhingige
und identisch verteilte Zufallsvariablen X;, i = 1,2, . .. (man spricht auch von einer iid- Folge
- independent and identically distributed — von Zufallsvariablen) mit Erwartungswert y
und Varianz ¢2. Gegeben seien ferner positive Zahlen ¢, § sowie n € N mit n > %. Defi-
niere das arithmetische Mittel Z,, aus X, ..., X,:

n

1
Lyi=—- X,’.
Dann gilt
P(|1Z,-u|206)<e.

Fir hinreichend grofies n, d. h. fiir eine hinreichend grof3e Zahl von Wiederholungen ei-
nes Zufallsexperiments, liegt der Mittelwert der Ergebniswerte mit beliebig kleiner Wahr-
scheinlichkeit & auflerhalb eines beliebig kleinen Intervalls (§) um den Erwartungswert
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des einmaligen Experiments. Wenn wir also bereit sind, groflen Aufwand zu treiben, dann
kénnen wir dem Erwartungswert beliebig nahe kommen.

Monte-Carlo-Verfahren. Bei verschiedenen numerischen Aufgabenstellungen haben
sich die so genannten Monte-Carlo-Verfahren eingebiirgert. Wie der Name schon erahnen
lasst, kommt hier der Zufall ins Spiel. Die ,,Rechtfertigung® einer solchen Vorgehens-
weise liegt im Gesetz der groflen Zahlen. Ein besonders beliebtes Anwendungsgebiet fiir
Monte-Carlo-Verfahren ist die numerische Quadratur, vor allem bei hochdimensionalen
Integralen, wie sie in der Finanzmathematik, der Physik oder eben in der Wahrscheinlich-
keitstheorie (Erwartungswerte sind schliefSlich Integrale!) auftreten. Wir betrachten ein
einfaches zweidimensionales Beispiel: Gegeben seien die charakteristischen Funktionen
xa(x, y) und y(x, y) zum Kreis A = {(x, y) : x*+y* <1} bzw. zum Rechteck B := [-1,1]?
(jeweils Wert 1 innerhalb und Wert 0 auflerhalb des Gebiets). Gesucht ist das Integral von
xa(x,y), de facto also die Kreiszahl 7. Unser Zufallsexperiment: Wihle zufillig einen
Punkt (x;, y;) € B (Gleichverteilung!). Unsere Zufallsvariablen Z;: Z; = ya(x;, y;). Das
Gesetz der groflen Zahlen sagt dann, dass 1 - 'L, Z; mit wachsendem 7 im Wahrschein-
lichkeitssinne (aber nicht ,,sicher!) gegen 7/4 konvergiert.

Zentraler Grenzwertsatz. Dieser Satz stellt ebenfalls ein asymptotisches Resultat dar. Er
sagt etwas dariiber aus, warum die Normalverteilung so normal ist, und er erklart die iiber-
ragende Bedeutung der Normalverteilung in der Statistik. Gegeben sei eine iid-Folge von
Zufallsvariablen X;, i = 1,2, ..., mit Erwartungswert 4 und Varianz o> > 0. Die Zufallsva-
riablen Y,, n =1,2,... seien definiert als n-te Partialsummen der X;, also

n
Y, ::in.

i=1

Ferner seien zu den Y,, die normierten Zufallsvariablen Z, definiert als

Y, - nu
Zyi= ———.
a\/n

Dann sind die Z, asymptotisch standardnormalverteilt, d. h.

lim Z, ~N(0,1) .

n—oo

Insbesondere gilt fiir die Folge der zu Z,, gehdrenden Verteilungsfunktionen Fy,

lim Fz, (x) = ®(x) VxeR.

n—oo

Man kann sogar noch einen Schritt weiter gehen und die Voraussetzung der identischen
Verteilung aufgeben. Jetzt seien die X; also unabhingig mit Erwartungswerten y; und Va-
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rianzen o7 > 0. Unter einer sehr schwachen Zusatzvoraussetzung gilt auch fiir die

_ Yy = Y i

Vi 0f

die asymptotische Standardnormalverteilung.

U,:

2.3.5 Induktive Statistik

Bei der Modellierung hat man es oft mit Systemen zu tun, die komplex sind und tiber
die nur bruchstiickhaftes Wissen vorliegt. Dennoch sollen Aussagen zum Systemverhalten
(beispielsweise zur Ermittlung von Modellparametern fiir eine anschlieflende Simulation)
getroffen werden - und die sollen auch noch méglichst zuverlassig und aussagekriftig sein.
Es bleibt in der Regel nichts anderes {ibrig, als zu beobachten (,eine Stichprobe zu ent-
nehmen®) und anschlieflend das gewonnene Datenmaterial statistisch auszuwerten. Dazu
stehen drei zentrale Werkzeuge zur Verfiigung:

o Schitzer oder Schdtzvariablen sind Funktionen, die aufgrund der Beobachtungen Pro-
gnosen fiir Kennzahlen wie Erwartungswert oder Varianz gestatten.

« Ein Schitzer ist eine Punktgrofle. Hiufig ist man jedoch mehr an Bereichsgrofien in-
teressiert, d. h. an Intervallen, in denen Erwartungswert oder Varianz mit hoher Wahr-
scheinlichkeit liegen. Solche Intervalle nennt man Vertrauens- oder Konfidenzintervalle.

« Schliefllich muss man oft Entscheidungen treffen: Ist der Router defekt oder nicht? Ist
die mittlere Zugriffszeit bei Platte 1 kiirzer als bei Platte 2? Hierzu fithrt man Tests durch
- man testet Hypothesen auf ihre Plausibilitit aufgrund des verfiigbaren Datenmateri-
als.

Im Folgenden nehmen wir also Stichproben als Grundlage fiir weitergehende Untersuchun-
gen. Die einzelnen Messungen heiflen Stichprobenvariablen, deren Anzahl wird Stichpro-
benumfang genannt.

Schiitzer. Gegeben sei eine Zufallsvariable X mit Dichte fx und einem zu schitzenden
Parameter 0. Eine Schitzvariable oder ein Schdtzer fiir 0 ist einfach eine Zufallsvariable
Y, die aus mehreren Stichprobenvariablen (meist iid) aufgebaut ist. Ein Schitzer Y heif3t
erwartungstreu oder unverzerrt, falls E(Y) = 0 gilt. Diese Eigenschaft sollten alle sinnvollen
Schitzer mitbringen. Ein Schitzer heiflt varianzmindernd, falls V(Y) < V(X) gilt. Die
Varianz wird in diesem Zusammenhang auch mittlere quadratische Abweichung genannt.
Bei zwei erwartungstreuen Schitzern heifit derjenige mit der kleineren Varianz effizienter.

Der am nichsten liegende Schitzer fiir 0 = E(X) ist der Mittelwert der Stichprobe oder
das Stichprobenmittel X:

X:=

N

-ZX,».

n
i=1
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Das Stichprobenmittel X ist erwartungstreu, effizienter als X und konsistent im quadrati-
schen Mittel (die Varianz geht mit n — co gegen null):

v<X>=V(%'iX"):%'iV(Xf>=%'V(X”

Die Ungleichung von Chebyshev liefert
V(X)

P(IX-0]2¢) < —
ne

- 0 firn—oo.

Auch dies zeigt: Bei hinreichend groflem Stichprobenumfang liegt das Stichprobenmittel
mit beliebig hoher Wahrscheinlichkeit beliebig nahe am zu schitzenden Wert 6.

Als Standardschitzer fiir die Varianz (also jetzt 6 = V(X)) definieren wir die Stichpro-
benvarianz S*:

= !
n—

n
(X -X)?.
13
Wir halten zwei Abweichungen von der Definition der Varianz fest: In der Summe ist der
Erwartungswert E(X) durch das Stichprobenmittel X ersetzt, und der Vorfaktor vor der
Summe lautet statt - jetzt —. Die Stichprobenvarianz ist erwartungstreu.

Konfidenzintervalle. Schitzer sind oftmals unbefriedigend, da sie keinerlei Aussagen
dariiber treffen, wie nahe der Schitzwert dem zu schitzenden Parameter 6 kommt. Deshalb
betrachtet man oft zwei Schitzvariablen U; und U,, die 6 mit hoher Wahrscheinlichkeit
einschlieflen:

P(U<<Uy) 21—«

fiir ein (kleines) « € ]0, 1[ . Die Wahrscheinlichkeit 1- « heiflt Konfidenzniveau, das Intervall
[U1, U,] bzw., fiir eine konkrete Stichprobe, [u1, u, ] heiflt Konfidenz- oder Vertrauensin-
tervall. Mit o kann man der eigenen Risikobereitschaft Rechnung tragen: Ein kleines «
bedeutet ein nur kleines Risiko, dass 8 doch auflerhalb des Konfidenzintervalls liegt. Folg-
lich wird dieses ziemlich grofl sein miissen (und damit u. U. wenig aussagekriftig sein).
Ein grofles o bedeutet eine nur miflige Wahrscheinlichkeit, dass unser Konfidenzinter-
vall 8 tatsichlich enthilt. In einem solchen Fall wird man das Konfidenzintervall kleiner
wihlen kénnen. Das Konfidenzniveau kann der Auswertende festlegen — es driickt dessen
Sicherheitsbediirfnis aus. Da man moglichst kleine Konfidenzintervalle anstrebt, setzt man
bei deren Konstruktion meistens ,,...=1-a“statt,,... >1 - a“an.

Oftmals setzt man nur eine Schitzvariable U ein und konstruiert ein symmetrisches
Konfidenzintervall [U-§, U +8]. Sei X eine stetige Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion
Fx. Jede Zahl x,, mit

Fx(xy)) =P(X<x,)=y

heif$t y-Quantil von X bzw. von Fx. Wir sagen ,jede Zahl®, da Quantile nicht notwendig
eindeutig sind (man betrachte z. B. eine Verteilung, die auf einem Abschnitt konstant ist).
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Im Falle der Normalverteilung bezeichnet man die y-Quantile mit z,. Fiir wichtige Vertei-
lungen wie die Standardnormalverteilung sind die Quantile tabelliert.

Tests. Das Durchfithren von Tests ist die Konigsdisziplin der Statistik. Mit einem Test
mochte man allgemein gewisse Vermutungen, die mit der Verteilung (oder deren Para-
metern) zusammenhéngen, iiberpriifen.

Wir betrachten zunéchst Prinzipien und Bestandteile von Tests. Wir gehen von einer
Bernoulli-verteilten Zufallsvariablen X aus mit P(X = 1) = p. Als erstes formulieren wir
die zu tiberpriifende Hypothese, die so genannte Nullhypothese H,, sowie manchmal zu-
satzlich eine Alternative Hy. Nun fithrt man eine Stichprobe durch, auf Grundlage derer
die Nullhypothese anzunehmen oder abzulehnen ist. Meist geschieht dies mittels einer
von den Stichprobenvariablen abgeleiteten Testgrdfe, fiir die ein zumeist einfacher Ableh-
nungsbereich (i. A. ein oder mehrere Intervalle) ermittelt wird. Auch bei Tests gilt, dass
nichts sicher ist - alle Aussagen konnen nur mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit getrof-
fen werden. Somit besteht immer ein Fehlerrisiko. Man unterscheidet zwei grundsitzliche
Fehlerarten: Ein Fehler erster Art wird begangen, wenn die Nullhypothese aufgrund des
Tests abgelehnt wird, obwohl sie eigentlich zutriftt. Die Wahrscheinlichkeit hierfiir heifst
Risiko erster Art; ein Fehler zweiter Art wird begangen, wenn die Nullhypothese nicht ver-
worfen wird, obwohl sie eigentlich nicht gilt. Die Wahrscheinlichkeit hierfiir heifit Risiko
zweiter Art. Ziel beim Testentwurfist natiirlich, beide Fehlerarten méglichst klein zu halten.
Allerdings kénnen wir nicht beide zugleich minimieren: Wahlt man einen leeren Ableh-
nungsbereich, verwirft man also die Nullhypothese nie, dann kann man zwar nie einen
Fehler erster Art begehen. Falls die Nullhypothese falsch ist, tritt dafiir aber der Fehler
zweiter Art sicher ein. Entsprechendes gilt fiir den Fall einer chronischen Ablehnung der
Nullhypothese. Es muss also ein verniinftiger Ausgleich zwischen beiden Fehlern gefunden
werden. Das maximal erlaubte Risiko erster Art wird mit a bezeichnet und Signifikanzni-
veau des Tests genannt. Ublicherweise gibt man « vor (z. B. 0,05 oder 0,01) und formuliert
dann die Entscheidungsregel so, dass das Risiko erster Art genau den Wert & annimmt, da
dann i. A. das Risiko zweiter Art minimal ist.

Als Hypothesen definieren wir nun Hy : p > po sowie H; : p < p,, als Testgrofie wird
die binomialverteilte Summe T,, verwendet:

n
T, = Z Xi .
i=1
In diesem Fall wird als Ablehnungsbereich sinnvollerweise ein Intervall der Art [0, k] mit
geeignetem k gewihlt (je groler p, desto grofiere Werte von T, kdnnen wir erwarten) — wir
konstruieren also einen einseitigen Test. Man kann mithilfe des Zentralen Grenzwertsatzes
zeigen, dass die normierte Zufallsvariable

T, - np

Z, =
np(1-p)



2.4 Numerisches 43

asymptotisch standardnormalverteilt ist. Mit der Bezeichnung P(T, < k;p) fir die ent-
sprechende Wahrscheinlichkeit von T, < k, wenn fiir die Erfolgswahrscheinlichkeit der
Wert p angenommen wird, erhalten wir fiir das Risiko erster Art

a=maxP(T,<k;p)=P(T,<k;py)=P|Z,< _kemp
P2po np(1-p)

:p(zngﬂ)mq;(ﬂ) .
V1po(l=po) vV 1po(l=po)

Somit folgt mit der Definition des Quantils

‘xmq)(&) N 2w k = npo

Vv 1po(l=po) vV 1po(l=po)
und damit k » z, - \/npo(1 - po) + npo.

Obige Ab-initio-Konstruktion eines Tests ist allerdings eher der Ausnahmefall. In der
Regel wird man aus den zahlreichen vorhandenen Tests den fiir die jeweilige Aufgabenstel-
lung geeigneten auswiahlen und diesen dann nach Schema F durchfithren. Man unterschei-
det beispielsweise Ein-Stichproben-Tests (es wird nur eine Zufallsgréfie untersucht) und
Zwei-Stichproben-Tests (zwei Zufallsgrofien mit moglicherweise verschiedenen Verteilun-
gen sollen verglichen werden), Parametertests, Verteilungstests oder Unabhingigkeitstests.
Als besonders wichtige Beispiele seien an dieser Stelle explizit genannt approximative Bino-
mialtests, der GaufS-Test, der t-Test, der y*-Anpassungstest sowie der Kolmogorov-Smirnov-
Test.

Nach diesem Exkurs zu Stochastik und Statistik wenden wir uns nun der Numerik zu,
die fiir zahlreiche Modellklassen das geeignete Simulationsinstrumentarium liefert.

2.4 Numerisches

Die Numerik, wie die Stochastik ein Teilgebiet der Angewandten Mathematik, befasst sich
mit Entwurf und Analyse von Berechnungsverfahren fiir kontinuierliche Modelle, vor al-
lem aus dem Bereich der Linearen Algebra (lineare Gleichungssysteme lsen, Eigenwer-
te berechnen etc.) und Analysis (Nullstellen oder Extrema bestimmen etc.). Dies ist in
aller Regel mit Approximationen verbunden (Differentialgleichungen losen, Integrale be-
rechnen) und daher wohl eher untypisch fiir die traditionelle Mathematik. Die Analyse
numerischer Algorithmen dreht sich dabei um die Aspekte Approximationsgenauigkeit,
Konvergenzgeschwindigkeit, Speicherbedarf und Rechenzeit. Vor allem die beiden letztge-
nannten Themen stehen im Zentrum der Numerischen Programmierung, die als Teilgebiet
der Informatik gerade auch Implementierungsaspekte im Blick hat. Und alles geschieht mit
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dem Ziel, numerische Simulationen durchzufiihren, insbesondere auf Hoch- und Héchst-
leistungsrechnern.

Wer beim Durchlesen der folgenden Abschnitte zur Numerik bei sich Liicken entdeckt
und diese vor dem Eintauchen in die einzelnen Themen der Modellierung und Simulation
schlieflen mochte, sei beispielsweise auf die ,,Numerischen Methoden® von Thomas Huckle
und Stefan Schneider [35] oder auf ,Numerical Methods in Scientific Computing von
Germund Dahlquist und Ake Bjorck [15] verwiesen.

2.4.1 Grundlagen

Diskretisierung. In der Numerik haben wir es mit kontinuierlichen Aufgabenstellungen
zu tun, Computer kénnen aber zunichst nur mit diskreten Dingen umgehen. Dies betrifft
Zahlen, Funktionen, Gebiete sowie Operationen wie die Differentiation. Das Zauberwort
fiir den erforderlichen Ubergang , kontinuierlich — diskret“ heif$t Diskretisierung. Die Dis-
kretisierung steht immer am Anfang allen numerischen Tuns. Man diskretisiert die reellen
Zahlen durch die Einfiihrung von der Gleitpunktzahlen, Gebiete (beispielsweise Zeitinter-
valle bei numerischen Lésung gewohnlicher Differentialgleichungen oder raumliche Ge-
biete bei der numerischen Losung partieller Differentialgleichungen) durch Einfithrung
eines Gitters aus diskreten Gitterpunkten und Operatoren wie die Ableitung % durch Bil-
dung von Differenzenquotienten aus Funktionswerten in benachbarten Gitterpunkten.

Gleitpunktzahlen. Die Menge R der reellen Zahlen ist unbeschrinkt und kontinuierlich.
Die Menge Z der ganzen Zahlen ist diskret mit konstantem Abstand 1 zwischen zwei be-
nachbarten Zahlen, aber ebenfalls unbeschrankt. Die Menge der auf einem Computer exakt
darstellbaren Zahlen ist dagegen zwangsldufig endlich und somit diskret und beschrénkt.
Die wohl einfachste Realisierung einer solchen Zahlenmenge und des Rechnens mit ihr
ist die ganzzahlige Arithmetik. Sie und die Fixpunktarithmetik arbeiten mit festen Zahlbe-
reichen und fester Auflosung. Eine Gleitpunktarithmetik dagegen erlaubt eine variierende
Lage des Dezimalpunkts und somit variable Grof3e, variable Lage des darstellbaren Zahl-
bereichs sowie variable Auflosung.

Wir definieren die normalisierten t-stelligen Gleitpunktzahlen zur Basis B(B € Nx{1},t €
N):

Fpe:={M-B*:M=0 oder B"'<|M|<B', M,EecZ}.

M heifit dabei Mantisse, E Exponent. Die Normalisierung (keine fithrende Null) garantiert
die Eindeutigkeit der Darstellung. Die Einfithrung eines zuldssigen Bereichs fiir den Expo-
nenten fithrt zu den Maschinenzahlen:

Fpiap:={f€Fp:a<E<B}.

Das Quadrupel (B, t, a, ) charakterisiert das System von Maschinenzahlen vollstindig.
Von einer konkreten Zahl sind somit M und E zu speichern. Oft werden die Begriffe
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Gleitpunkt- und Maschinenzahlen synonym verwandt; im Kontext sind B und ¢ in der
Regel klar, weshalb wir im Folgenden nur F schreiben werden.

Der absolute Abstand zweier benachbarter Gleitpunktzahlen ist nicht konstant, sondern
abhingig von der jeweiligen Grofle der Zahlen. Der maximal mégliche relative Abstand
zweier benachbarter Gleitpunktzahlen wird Auflosung p genannt. Es gilt:

(|M|+1)-B*~|M|-B®* 1.BF 1

= = <B " '=p.
| M| -BE | M[-BE M| P

Der darstellbare Bereich ist ferner charakterisiert durch die kleinste positive Maschinenzahl
0 := B! B* sowie die grifite Maschinenzahl ) = (B* —1) - B,

Beriihmtes und wichtigstes Beispiel ist das Zahlformat des IEEE (Institute of Electrical
and Electronics Engineers), das in der US-Norm ANSI/IEEE-Std-754-1985 festgelegt ist
und auf ein Patent Konrand Zuses aus dem Jahr 1936 zuriickgeht. Dieses sieht die Genau-
igkeitsstufen single precision, double precision und extended precision vor. Einfache Genau-
igkeit entspricht dabei ca. 6 bis 7 Dezimalstellen, bei doppelter Genauigkeit sind etwa 14
Stellen gesichert.

Rundung. Da auch Gleitpunktzahlen diskret sind, kénnen uns gewisse reelle Zahlen
durch die Lappen gehen. Diesen muss dann in sinnvoller Weise je eine passende Gleit-
punktzahl zugeordnet werden — man rundet. Wichtige Rundungsarten sind das Abrunden,
das Aufrunden, das Abhacken sowie das korrekte Runden, das immer zur nichsten Gleit-
punktzahl rundet.

Beim Runden macht man zwangslaufig Fehler. Wir unterscheiden den absoluten Run-
dungsfehler rd(x) — x und den relativen Rundungsfehler rd(x%’ falls x # 0. Da die gesamte
Konstruktion der Gleitpunktzahlen auf eine hohe relative Genauigkeit hin angelegt ist, wird
fiir alle Analysen der relative Rundungsfehler die zentrale Rolle spielen. Thn gilt es abzu-
schitzen, wenn man den mdglichen Einfluss von Rundungsfehlern in einem numerischen
Algorithmus beurteilen will. Der relative Rundungsfehler ist direkt an die Auflosung ge-

koppelt.

Gleitpunktarithmetik. Beim einfachen Runden von Zahlen kennt man den exakten Wert.
Dies dndert sich bereits bei einfachsten Berechnungen, da schon ab der ersten arithmeti-
schen Operation nur noch mit Ndherungen gearbeitet wird. Die exakte Ausfithrung der
arithmetischen Grundoperationen * € {+,—,-,/} im System F der Gleitpunktzahlen ist
schlieSlich im Allgemeinen nicht moglich - selbst bei Argumenten aus F: Wie soll die Sum-
me von 1234 und 0,1234 mit vier Stellen exakt angegeben werden? Wir brauchen also eine
»saubere“ Gleitpunktarithmetik, die ein Aufschaukeln der akkumulierten Fehler verhin-
dert. Idealfall (und vom IEEE-Standard fiir die Grundrechenarten und die Quadratwurzel
verlangt) ist die ideale Arithmetik, bei der das berechnete Ergebnis dem gerundeten exakten
Ergebnis entspricht.
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Rundungsfehleranalyse. Ein numerischer Algorithmus ist eine endliche Folge arithme-
tischer Grundoperationen mit eindeutig festliegendem Ablauf. Die Gleitpunktarithmetik
stellt eine wesentliche Fehlerquelle in numerischen Algorithmen dar. Deshalb sind die dies-
beziiglich wichtigsten Ziele fiir einen numerischen Algorithmus ein geringer Diskretisie-
rungsfehler, Effizienz (moglichst kurze Laufzeiten) sowie geringer Einfluss von Rundungsfeh-
lern. Das letztgenannte Ziel erfordert eine a-priori Rundungsfehleranalyse: Welche Schran-
ken kénnen fiir den gesamten Fehler angegeben werden, wenn eine bestimmte Qualitit bei
den elementaren Operationen unterstellt wird?

Kondition. Die Kondition ist ein ganz zentraler, aber dennoch meistens nur qualitativ
definierter Begriff der Numerik: Wie grof3 ist die Empfindlichkeit der Resultate eines Pro-
blems gegeniiber Anderungen der Eingabedaten? Bei hoher Sensitivitit spricht man von
schlechter Kondition bzw. einem schlecht konditioniertem Problem, bei schwacher Sensitivi-
tat dementsprechend von guter Kondition und gut konditionierten Problemen. Ganz wichtig:
Die Kondition ist eine Eigenschaft des betrachteten Problems, nicht des zu verwendenden
Algorithmus’

Storungen dx in den Eingabedaten miissen deshalb studiert werden, weil die Eingabe oft
nur ungenau vorliegt (durch Messungen erzielt oder aus vorigen Berechnungen erhalten)
und somit solche Stérungen selbst bei exakter Rechnung alltdglich sind. Schlecht kondi-
tionierte Probleme sind numerisch nur schwer, im Extremfall unter Umstidnden sogar gar
nicht zu behandeln.

Von den arithmetischen Grundrechenarten ist nur die Subtraktion méoglicherweise
schlecht konditioniert. Dies ist verbunden mit der so genannten Ausloschung. Hierunter
versteht man den bei der Subtraktion zweier Zahlen gleichen Vorzeichens auftretenden
Effekt, dass sich fithrende identische Ziffern auftheben (ausloschen), d. h. fithrende Nicht-
Nullen verschwinden kénnen. Die Zahl relevanter Ziffern kann dabei drastisch abnehmen.
Ausloschung droht vor allem dann, wenn beide Zahlen betragsméflig ahnlich grof3 sind.

Meist wird die Kondition eines Problems p(x) zur Eingabe x nicht wie zuvor iiber die
simple Differenz (also den relativen Fehler) definiert, sondern tiber die Ableitung des Re-
sultats nach der Eingabe:
9Ip(x)

ox

Bei Zerlegung des Problems p in zwei oder mehr Teilprobleme ergibt sich dann mit der
Kettenregel

cond(p(x)) =

) aa)
9z I T

Natiirlich ist die Gesamtkondition von p(x) von der Zerlegung unabhingig, aber die Teil-
konditionen sind zerlegungsbedingt. Das kann zu Problemen fithren: p sei gut konditio-
niert mit exzellent konditioniertem erstem Teil g und miserabel konditioniertem zweitem
Teil r. Wenn jetzt im ersten Teil Fehler auftreten, kénnen diese im zweiten Teil zur Kata-
strophe fiihren.

cond(p(x)) = cond(r(¢(x))) =
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Paradebeispiel zur Kondition ist die Berechnung des Schnittpunkts zweier nicht-
paralleler Geraden. Verlaufen die beiden Geraden nahezu orthogonal, dann ist das Problem
der Schnittpunktbestimmung gut konditioniert. Verlaufen sie dagegen nahezu parallel,
dann liegt schlechte Kondition vor.

Stabilitit. Mit dem Begriff der Kondition kénnen wir nun Probleme charakterisieren.
Jetzt wenden wir uns der Charakterisierung numerischer Algorithmen zu. Wie wir schon
gesehen haben, konnen Eingabedaten gestort sein. Mathematisch formuliert, heifit das,
dass sie nur bis auf eine bestimmte Toleranz festliegen, also z. B. in einer Umgebung

Usx):={x:|x-x <&}

der exakten Eingabe x liegen. Jedes solche X muss daher sinnvollerweise als faktisch gleich-
wertig zu x angesehen werden. Damit liegt die folgende Definition nahe: Eine Nidherung 7
fiir y = p(x) heif3t akzeptabel, wenn j exakte Losung zu einem der obigen £ ist, also

j=p(x).

Der auftretende Fehler 7 — y hat dabei verschiedene Quellen: Rundungsfehler sowie
Verfahrens- oder Diskretisierungsfehler (Reihen und Integrale werden durch Summen
approximiert, Ableitungen durch Differenzenquotienten, Iterationen werden nach einigen
Iterationsschritten abgebrochen).

Stabilitdt ist ein weiterer zentraler Begriff der Numerik. Ein numerischer Algorithmus
heif3t dabei (numerisch) stabil, wenn er fir alle erlaubten und in der Groflenordnung
der Rechengenauigkeit gestorten Eingabedaten unter dem Einfluss von Rundungs- und
Verfahrensfehlern akzeptable Resultate produziert. Ein stabiler Algorithmus kann dabei
durchaus grof3e Fehler liefern - etwa, wenn das zu losende Problem schlecht konditio-
niert ist. Die gangigen Implementierungen der arithmetischen Grundoperationen sind
numerisch stabil. Hintereinanderausfithrungen stabiler Verfahren sind allerdings nicht
notwendigerweise stabil — sonst wire ja alles numerisch stabil.

Stabilitat ist ein ganz zentrales Thema bei Verfahren zur numerischen Losung gew6hn-
licher und partieller Differentialgleichungen.

2.4.2 Interpolation und Quadratur
Interpolation und Integration bzw. Quadratur sind zentrale Aufgaben der Numerik. Da sie
in den nachfolgenden Kapiteln zur Modellierung und Simulation jedoch allenfalls indirekt

benotigt werden, fassen wir uns hier kiirzer.

Polynominterpolation. Aus Griinden der Einfachheit beschrianken wir uns auf den eindi-
mensionalen Fall. Bei der Interpolation oder Zwischenwertberechnung ist eine (ganz oder
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partiell unbekannte oder einfach nur zu komplizierte) Funktion f(x) durch ein einfach zu
konstruierendes und zu bearbeitendes (auswerten, differenzieren, integrieren) p(x) zu er-
setzen, wobei p an vorgegebenen Stiitzstellen x;, i = 0, ... n, im Abstand der Maschenweiten
h; := x;41—x; vorgegebene Stiitzwerte y; = f(x;) annehmen soll. Die Paare (x;, y;) werden
Stiitzpunkte genannt, p heiflt der Interpolant zu f. Besonders beliebt als Interpolanten sind
wegen ihrer einfachen Struktur Polynome p € P,,, dem Vektorraum aller Polynome mit re-
ellen Koeffizienten vom Grad kleiner oder gleich n in einer Variablen x. Es gibt allerdings
keinesfalls nur die Polynom-Interpolation: Man kann stiickweise Polynome aneinander-
kleben und erhélt so genannte Polynom-Splines, die etliche wesentliche Vorteile aufweisen,
und man kann auch mit rationalen Funktionen, mit trigonometrischen Funktionen oder
mit Exponentialfunktionen interpolieren.

Verwendet man zwischen den Stiitzstellen den Interpolanten p anstelle der Funktion f,
so begeht man dort einen Interpolationsfehler. Die Differenz f(x) — p(x) heif3t Fehlerterm
oder Restglied, und es gilt

) - p) = 2T Q) P

(+1 i=0

fiir eine Zwischenstelle &,
& € [min(xg, ..., Xy, x), max(xg, ..., Xy, x)] .

Im Falle hinreichend glatter Funktionen f gestattet uns diese Beziehung die Abschitzung
des Interpolationsfehlers.

Zur Konstruktion und Darstellung von Polynominterpolanten gibt es verschiedene
Moglichkeiten: den klassischen Ansatz der Punkt- oder Inzidenzprobe, den Ansatz iiber
Lagrange-Polynome,

L= [T 225, p)= 3 La(w) s

isizk Xk~ Xi k=0

das rekursive Schema von Aitken und Neville sowie die ebenfalls rekursive Newtonsche In-
terpolationsformel.

Fiir 4quidistante Stiitzstellen mit Maschenweite 4 := x;,; — x; kann man den Interpola-
tionsfehler leicht abschitzen:

max, p] | D" f(x) |

n+1

| f(%) - p(%) I< “h"h=O(h").

Man beachte, dass die klassische Polynominterpolation mit dquidistanten Stiitzstellen
fiir groflere n (,,groBler” beginnt hier noch unter 10) sehr schlecht konditioniert ist - bei-
spielsweise werden kleine Fehler in den zentralen Stiitzwerten durch die Polynominterpo-
lation am Rand des betrachteten Intervalls drastisch verstarkt. Aus diesem Grund muss
man sich um diesbeziiglich bessere Verfahren kitmmern.
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Polynom-Splines. Um die beiden Hauptnachteile der Polynom-Interpolation zu umge-
hen (Anzahl der Stiitzpunkte und Polynomgrad sind starr aneinander gekettet; unbrauch-
bar fiir grofere n), ,klebt* man Polynomstiicke niedrigen Grades aneinander, um so einen
globalen Interpolanten auch fiir eine grofe Zahl von Stiitzpunkten zu konstruieren. Dies
fithrt zu Polynom-Splines oder kurz Splines. Sei wieder a = xy < x; < ... < x, = b und
m € N. Die x; werden Knoten genannt. Wir betrachten nur den Spezialfall einfacher Kno-
ten, d.h. x; # x; fiir i # j. Eine Funktion s : [a,b] — R heif3t Spline der Ordnung m bzw.
vom Grad m -1, falls s(x) = p;(x) auf [x;, x;41] mit p; € P,_1,i=0,1,...,n—1lund s auf
[a,b] m — 2-mal stetig differenzierbar ist. Zwischen je zwei benachbarten Knoten ist s also
ein Polynom vom Grad m — 1, und global (also insbesondere auch in den Knoten selbst!)
ist s m — 2-mal stetig differenzierbar.

Fir m = 1ist s eine Treppenfunktion (stiickweise konstant), fiir m = 2 stiickweise li-
near usw. Weit verbreitet sind kubische Splines (m = 4). Splines iiberwinden nicht nur die
Nachteile der Polynominterpolation, sie konnen auch effizient konstruiert werden (linearer
Aufwand in n).

Trigonometrische Interpolation. Bei der trigonometrischen Interpolation betrachtet man
komplexwertige Funktionen, die auf dem Einheitskreis in der komplexen Zahlenebene de-
finiert sind — man spricht auch von der Darstellung im Frequenzbereich. Gegeben seien also
n Stiitzstellen auf dem Einheitskreis der komplexen Zahlebene,

2mi

zji=ent, j=0,1,...,n-1,
sowie n Stiitzwerte v;. Gesucht ist der Interpolant
p(z), z=e&"",te[0,1],

mit
n-1 n-1 .
p(zj)=v;, j=0,1,...,n-1, p(2) = > cxzt = e
k=0 k=0

p(z) wird also als Linearkombination von Exponentialfunktionen oder — nach Auftren-
nung in Realteil und Imaginérteil - von Sinus- und Cosinusfunktionen angesetzt. Dieses p
finden heifst de facto die Koeflizienten cj berechnen, und die sind natiirlich nichts anderes
als die Koefhizienten der (diskreten) Fouriertransformierten (DFT). Ein beriihmter effizien-
ter Algorithmus fiir diese Aufgabe ist die Schnelle Fourier-Transformation oder Fast Fourier
Transform (FFT).

Mit dem zuvor eingefithrten p und der Abkiirzung w := e
Aufgabe: Finde n komplexe Zahlen ¢y, ..., c,_1, die

27i/n stellt sich also folgende

n—1
Vj:P(wJ):ZCkwjk fir j=0,1,...,n-1
k=0
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erfiillen. Mit etwas Analysis (@ konjugiert komplex zu w) kann man zeigen, dass

ck:—zvj(bjk fur k=0,1,...,n—-1.
n i

Wir bezeichnen mit ¢ und v die n-dimensionalen Vektoren der diskreten Fourier-Koeffi-
zienten bzw. der DFT-Eingabe. Ferner sei die Matrix M gegeben als M = (/%)< jk<n—1-
Somit gilt in Matrix-Vektor-Schreibweise

1 —
v=M-¢c,c=—-M-v.

B

Die Formel fiir die Berechnung der Koeflizienten ¢ gibt gerade die diskrete Fourier-
Transformation (DFT) der Ausgangsdaten v an. Die Formel fiir die Berechnung der Werte
v; aus den Fourier-Koeffizienten c; wird inverse diskrete Fourier-Transformation (IDFT)
genannt. Offenkundig ist die Zahl der erforderlichen arithmetischen Operationen fiir DFT
und IDFT von der Ordnung O(n?).

Der FFT-Algorithmus kommt dagegen fiir geeignete n mit O(#n log n) Operationen aus.
Die Kernidee ist ein rekursives Umordnen der Koeffizienten in gerade und ungerade In-
dizes mit anschlieflendem Ausnutzen des Wiederauftretens bestimmter Teilsummen (Sor-
tierphase und Kombinationsphase mittels der so genannten Butterfly-Operation).

Enge Verwandte, die Diskrete Cosinus-Transformation und die Schnelle Cosinus-Trans-
formation, werden beispielsweise im JPEG-Verfahren zur Bildkompression eingesetzt.

Numerische Quadratur. Unter numerischer Quadratur versteht man die numerische Be-
rechnung eines bestimmten Integrals der Art

1) = [ fx)ds

zu einer gegebenen Funktion f : R? 2 Q — R, dem Integranden, und einem gegebenen
Integrationsgebiet Q). Wir befassen uns hier ausschliellich mit der univariaten Quadratur,
d.h. mit dem Fall d = 1 eines Intervalls Q = [a, b]. Die grofSeren Herausforderungen lie-
gen natiirlich im héherdimensionalen Fall der multivariaten Quadratur, der beispielsweise
in der Statistik, Physik oder in der Finanzmathematik auftritt und ausgefeilte numerische
Verfahren erfordert. Die numerische Quadratur sollte immer erst dann eingesetzt werden,
wenn alle anderen Losungs- oder Vereinfachungstechniken wie geschlossene Formeln oder
Unterteilung des Integrationsgebiets versagen. Die meisten Verfahren zur numerischen
Quadratur erfordern eine hinreichende Glattheit (Differenzierbarkeit) des Integranden.

Fast alle Quadratur-Regeln, also Vorschriften zur numerischen Quadratur, lassen sich
schreiben als gewichtete Summen von Funktionswerten (Samples):

I(f)~Q(f):= 2&‘]((9‘:‘) =: i:)gi)’i



2.4 Numerisches 51

mit Gewichten g; und paarweise verschiedenen Stiitzstellen x;, wobei a < xp < x1 < ... <
Xn-1 < %, < b. Da die Auswertung des Integranden oft eine teuere Angelegenheit ist, ist
man an Regeln interessiert, die eine hohe Genauigkeit (einen kleinen Quadraturfehler) bei
moderatem 7 gestatten.

Der Standard-Ansatz zur Herleitung von Quadraturregeln ist, den Integranden f durch
eine einfach zu konstruierende und einfach zu integrierende Approximation f zu ersetzen
und diese dann exakt zu integrieren, also

)= [ .

Als Approximant f wird aus Griinden der Einfachheit oft ein Polynom-Interpolant p(x)
von f(x) zu den Stiitzstellen x; gewdhlt. In diesem Fall liefert die Darstellung von p(x)
tiber die Lagrange-Polynome L;(x) vom Grad n die Gewichte g; quasi gratis:

)= [ ptra= [ béyiu(x)dx:i(y« Ji bL,-(x)dx),

i=0

womit die Gewichte g; durch
b
gi= / Li(x)dx
a

direkt definiert sind. Die Integrale der Lagrange-Polynome koénnen offensichtlich vorweg
berechnet werden - sie hingen zwar vom gewihlten Gitter (den Stiitzstellen), nicht je-
doch vom Integranden f ab. Aufgrund der Eindeutigkeit der Interpolationsaufgabe gilt
Y%, Li(x) =1und somitauch }.7_; g; = b — a. Das heifit, die Summe der Gewichte ist im-
mer gleich b - a, wenn ein Polynom-Interpolant zur Quadratur benutzt wird. Man beachte,
dass aus Griinden der Kondition im Allgemeinen nur Regeln mit positiven Gewichten be-
trachtet werden.

Einfache Quadraturregeln. Man unterscheidet einfache und zusammengesetzte Quadra-

tur-Regeln. Eine einfache Regel behandelt das gesamte Integrationsgebiet [a, b] der Lange

H := b - a in einem Aufwasch. Eine zusammengesetzte Regel zerlegt dagegen das Integra-

tionsgebiet in Teilgebiete, wendet dort einfache Regeln an und bildet die Gesamtnédherung

durch Summation - eine Vorgehensweise, die stark an die Spline-Interpolation erinnert.
Eine wichtige Klasse einfacher Regeln stellen die Newton-Cotes-Formeln dar:

QNC(n) (f) = I(Pn) >

wobei p, der Polynom-Interpolant zu f vom Grad n zu den n +1 4dquidistanten Stiitzstellen
x;:=a+H-i/n, i=0,...,n,ist. Einfachste Vertreter ist die Rechtecksregel

a+b
2

Qu(f) = H-1(57) = 1(p0)
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fiir deren Restglied Rr(f) := Qr(f) — I(f) man die Beziehung

@)
R = -H. 7€)
/() R
fiir eine Zwischenstelle & € Ja, b[ zeigen kann, falls f auf ]a, b[ zweimal stetig differenzier-
bar ist. Polynome vom Grad 0 oder 1 werden also exakt integriert.
Verwendet man anstelle des konstanten Polynom-Interpolanten p, dessen lineares Pen-
dant p;, so erhilt man die Trapezregel

f(a) + f(b) f(b)

Qr(f)=H =1(p1)

mit dem Restglied

s fP©
Ri(f)=H"-—~.
Den maximalen Polynomgrad, der von einer Quadratur-Regel noch exakt behandelt wird,
nennt man den Genauigkeitsgrad oder kurz die Genauigkeit des Verfahrens. Rechtecksre-
gel sowie Trapezregel haben also die Genauigkeit 1. Fiir p = 2 erhilt man die Keplersche
Fassregel
f(@) 447 () + ()

Qr(f):=H ;

=1(p2)

mit dem Restglied

s SO
Re(f)=H" 5 -

Unter der Annahme entsprechend hoher Differenzierbarkeit erhilt man also mit dem
Newton-Cotes-Ansatz fiir wachsendes n Verfahren hoherer Ordnung und héherer Ge-
nauigkeit. Fiir n» = 8 und n > 10 treten jedoch negative Gewichte auf. Wie zuvor schon
angedeutet, sind damit in diesen Fillen die Newton-Cotes-Formeln praktisch unbrauchbar.

Die Problematik negativer Gewichte g; bei hoherem Polynomgrad n bedeutet nicht,
dass Polynom-Interpolanten héheren Grades prinzipiell nicht fiir Zwecke der numerischen
Quadratur taugen. Ein méglicher Ausweg besteht darin, von der Aquidistanz der Stiitzstel-
len abzuweichen. Genau dies ist das Prinzip der Clenshaw-Curtis-Regeln, bei denen statt des
Integrationsintervalls [a, b] der Halbkreiswinkel [0, 7] gleichmafig unterteilt wird. Wie
man sich leicht veranschaulichen kann, liegen die Stiitzstellen an den Réandern des Integra-
tionsintervalls dichter als in der Mitte. Fiir dieses Konstruktionsprinzip von Quadratur-
Regeln sind alle auftretenden Gewichte stets positiv.

Zusammengesetzte Quadraturregeln. Die wichtigste zusammengesetzte Regel ist die
Trapezsumme. Zunichst wird das Integrationsintervall [a, b] in n Teilintervalle der Linge
h := (b - a)/n zerlegt. Die dquidistanten Nahtstellen x; := a + ih, i = 0, ..., n, dienen als
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Stiitzstellen. Nun wird auf jedem Teilintervall [x;, x;4; ] die Trapezregel angewandt. Die so
berechneten Teilintegralwerte werden schliefSlich zum Gesamtintegralwert aufaddiert:

Jo

?+f1+f2+...+fn,1+ﬁ),

Qu(fih) = - :

wobei f; := f(x;). Fir das Restglied der Trapezsumme gilt
(2) (2)
Ri(f;h)=h*-(b-a)- f—u(f) =h*-H- f—u('f) )

Im Vergleich zur Trapezregel bleibt die Genauigkeit 1, wahrend die Ordnung auf 2 sinkt
(eine Groflenordnung geht durch die Summation verloren). Allerdings hat man nun eine
leicht zu implementierende Regel, mit der man #n beliebig in die Hohe treiben kann, ohne
numerische Schwierigkeiten zu bekommen.

Wie die Trapezsumme eine zusammengesetzte Quadratur-Regel auf der Basis der Tra-
pezregel darstellt, so ist die Simpson-Summe die natiirliche Verallgemeinerung der Kep-
lerschen Fassregel. Ausgehend von derselben Unterteilung des Integrationsintervalls [a, b]
wie zuvor, wendet man nun auf je zwei benachbarte Teilintervalle gemeinsam die Fassregel
an:

st(f;h)::g-(f0+4f1+2f2+4f3+2f4+...+2fn_2+4fn_1+fn).

Weitere Ansitze zur numerischen Quadratur. An dieser Stelle sei auf weitere wichti-
ge Ansitze zur numerischen Quadratur verwiesen. Bei der Extrapolation kombiniert man
verschiedene berechnete Naherungswerte geringer Ordnung (z. B. Trapezsummen zu A,
h/2, h/4, etc.) geschickt linear, um dadurch bestimmte Fehlerterme zu eliminieren und
so eine signifikant bessere Naherung zu erhalten. Voraussetzung fiir die Extrapolation ist
allerdings eine hohe Glattheit des Integranden. Wichtige Begriffe hierzu sind die Euler-
Maclaurinsche Summenformel sowie die Romberg-Quadratur.

Bei der Monte-Carlo-Quadratur kommt ein stochastischer Ansatz zum Einsatz. Sie ist
insbesondere im hochdimensionalen Fall sehr beliebt, wo klassische numerische Verfah-
ren oft am so genannten Fluch der Dimension (ein Produktansatz mit einer Regel mit nur
2 Punkten in einer Dimension erfordert bereits 2¢ Punkte in d Raumdimensionen) schei-
tern. Salopp gesprochen kann man sich die Vorgehensweise so vorstellen, dass aus dem
Integrationsgebiet, einer Gleichverteilung folgend, Stiitzstellen ausgewdhlt werden. Dort
wird der Integrand ausgewertet, und einfache Mittelung liefert das Gesamtergebnis (un-
ter Berticksichtigung der Gebietsgrofie natiirlich). Der Fehler der Monte-Carlo-Quadratur
héngt nicht von der Dimensionalitdt ab; allerdings ist das Konvergenzverhalten in der Zahl
der Stiitzstellen n nur O(1/\/n).

Quasi-Monte-Carlo-Verfahren oder Verfahren minimaler Diskrepanz zielen in dieselbe
Richtung, verwenden jedoch geeignete Folgen deterministischer Stiitzstellen anstelle zu-
féillig ausgewdhlter.
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Die Idee der GaufS-Quadratur besteht darin, die Stiitzstellen so zu platzieren, dass Po-
lynome moglichst hohen Grades noch exakt integriert werden — man strebt also einen
moglichst hohen Genauigkeitsgrad an:

)= [ pC)ds Y gip(x)

fir alle p € P mit moglichst groflem k. Im Hinterkopf hat man dabei eine Reihenent-
wicklung fiir f, von der moglichst viele fithrende Terme exakt integriert werden sollen
(hohe Fehlerordnung bei kleiner werdender Intervallbreite). Mit der Gauf3-Quadratur, die
als Stiitzstellen Nullstellen von Legendre-Polynomen heranzieht, wird der (dabei maximal
mogliche) Genauigkeitsgrad 2n — 1 erreicht.

Ein sehr alter und dennoch - gerade vom algorithmischen Standpunkt aus betrachtet -
schéner Ansatz zur numerischen Quadratur stammt von Archimedes. Hierbei handelt es
sich um einen der Urviter des in der Informatik allgegenwirtigen algorithmischen Paradig-
mas divide et impera. Die Fliche unter dem Integranden wird durch eine Folge hierarchi-
scher (d. h. immer kleinerer) Dreiecke ausgeschopft. Wie bei der Monte-Carlo-Quadratur
rithrt die Hauptattraktivitit dieses Ansatzes von hochdimensionalen Integralen her. Fiir
diese konnen kompetitive Diinngitteralgorithmen angegeben werden.

2.4.3 Direkte Losung linearer Gleichungssysteme

Lineare Gleichungssysteme. Ein weiteres wichtiges Einsatzgebiet numerischer Verfahren
ist die numerische lineare Algebra, die sich mit der numerischen Losung von Aufgaben der
linearen Algebra (Matrix-Vektor-Produkt, Bestimmung von Eigenwerten, Losung linearer
Gleichungssysteme) befasst. Von zentraler Bedeutung ist dabei die Losung von Systemen
linearer Gleichungen, d.h., zu A = (a; j)1<i j<n € R™" und b = (b;)1<i<n € R" finde x € R"
mit Ax = b, die u.a. bei der Diskretisierung differentialgleichungsbasierter Modelle ent-
stehen. Man unterscheidet voll besetzte Matrizen (die Anzahl der Nicht-Nullen in A ist von
der Ordnung der Anzahl der Matrixeintrige iiberhaupt, also O(n?)) und diinn besetzte
Matrizen (typischerweise O(n) oder O(nlog(n)) Nicht-Nullen). Oft haben diinn besetz-
te Matrizen eine Besetzungsstruktur (Diagonalmatrizen, Tridiagonalmatrizen, allgemeine
Bandstruktur), die das Losen des Systems vereinfacht.

Hinsichtlich der Losungsverfahren unterscheidet man direkte Loser, die die (modulo
Rundungsfehler) exakte Losung x liefern, und indirekte Loser, die, ausgehend von einer
Startnaherung x(%), iterativ eine (hoffentlich konvergente) Folge von Niherungen x(*) be-
rechnen, ohne x zu erreichen.

Zunichst zu den direkten Losern; die Matrix A sei nichtsingulér. Die explizite Berech-
nung der Inversen A™! scheidet aus Komplexititsgriinden aus. Fiir die Untersuchung der
Kondition des Problems der Losung von Ax = b sowie fiir die Analyse des Konvergenzver-
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haltens iterativer Verfahren spiter benotigt man den Begriff der Konditionszahl x (A):

L= maxax], e(4) = ] |47,

wobei |.| eine geeignete Vektor- bzw. Matrixnorm bezeichnet. Man kann nun zeigen, dass

6] P 2ex(A)
lx[ — 1-ex(A)

gilt, wobei ¢ eine obere Schranke fiir die relativen Eingabestorungen §A/A bzw. 8b/b be-
zeichne. Je grofler die Konditionszahl x(A) ist, desto grofler wird unsere obere Schranke
rechts fiir die Auswirkungen auf das Resultat, desto schlechter ist das Problem ,16se Ax = b
somit konditioniert. Der Begriff ,,Konditionszahl ist also sinnvoll gewihlt — er stellt eine
Mafzahl fiir die Kondition dar. Nur wenn ex(A) < 1, was eine Einschrinkung an die Gro-
Benordnung der zuldssigen Eingabestorungen darstellt, macht eine numerische Losung des
Problems Sinn. Dann haben wir die Kondition allerdings im Griff.

Eine wichtige Grofie ist das Residuum r. Zu einer Naherung % fiir x wird r definiert als

ri=b-Ax = A(x - %) = —Ae

mit dem Fehler e := % — x . Fehler und Residuum konnen von sehr unterschiedlicher Gro-
Blenordnung sein. Insbesondere folgt aus einem kleinen Residuum keinesfalls ein kleiner
Fehler - die Korrelation enthilt vielmehr noch die Konditionszahl x(A). Dennoch ist das
Residuum hilfreich: r = b— A% < A% = b —r zeigt, dass eine Ndherungslosung bei kleinem
Residuum ein akzeptables Resultat darstellt.

Gauf3-Elimination und LR-Zerlegung. Die klassische und aus der linearen Algebra be-
kannte Losungsmethode fiir lineare Gleichungssysteme ist die GaufS-Elimination, die na-
tiirliche Verallgemeinerung des Auflosens zweier Gleichungen in zwei Unbekannten: Lose
eine der n Gleichungen (etwa die erste) nach einer Unbekannten (etwa x;) auf; setze den
resultierenden (von x5, . . ., x,, abhdngenden) Term fiir x; in die anderen n —1 Gleichungen
ein — aus diesen ist x; somit eliminiert;16se das resultierende System von n —1 Gleichungen
in n—1Unbekannten entsprechend und fahre fort, bis in einer Gleichung nur x,, auftaucht,
das somit explizit berechnet werden kann; setze x, nun ein in die Eliminationsgleichung
fiir x,,_;, womit man x,_; explizit erhalt; fahre fort, bis zuletzt die Eliminationsgleichung
von x; durch Einsetzen der (inzwischen bekannten) Werte fur x,, ..., x, den Wert fiir x;
liefert. Anschaulich bedeutet das Eliminieren von x;, dass A und b so modifiziert werden,
dass in der ersten Spalte unter a;; nurmehr Nullen stehen, wobei das neue System (beste-
hend aus der ersten Gleichung und den von x; befreiten restlichen Gleichungen) natiirlich
von demselben Vektor x gelost wird wie das alte!

Die Gauf3-Elimination ist d4quivalent zur so genannten LR-Zerlegung, bei der A in das
Produkt A = LR mit unterer Dreiecksmatrix L (Einsen in der Diagonalen) und oberer Drei-
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ecksmatrix R faktorisiert wird. Im Spezialfall eines positiv definiten A liefert die Cholesky-
Zerlegung eine symmetrische Faktorisierung A = L - LT, die rund die Hilfte der Kosten
spart. Die Komplexitat ist in allen drei Féllen kubisch in der Zahl der Unbekannten.

Bei Gauf3-Elimination und LR-Zerlegung wird durch Diagonalelemente (die so genann-
ten Pivots) dividiert, die auch null sein konnten. Falls eine Null auftritt, muss man den
Algorithmus modifizieren und durch Zeilen- oder Spaltentausch eine zuldssige Situation,
d. h. eine Nicht-Null auf der Diagonalen erzwingen (was natiirlich geht, falls A nichtsingu-
lar ist). Mogliche Tauschpartner fiir eine Null in der Diagonalen findet man entweder in
der Spalte i unterhalb der Diagonalen (Spalten-Pivotsuche) oder in der gesamten Restma-
trix (alles ab Zeile und Spalte i + 1, vollstindige Pivotsuche). Schliellich: Auch wenn keine
Nullen auftreten - aus numerischen Griinden ist eine Pivotsuche stets ratsam.

2.4.4 Iterationsverfahren

Begriff der Iteration. Numerisch zu losende lineare Gleichungssysteme stammen oftmals
von der Diskretisierung gewohnlicher (bei Randwertproblemen) oder partieller Differenti-
algleichungen. Die soeben diskutierten direkten Losungsverfahren kommen hierfiir in der
Regel nicht infrage. Erstens ist # meistens so grof3 (i. A. ist # ja direkt mit der Zahl der Git-
terpunkte korreliert, was insbesondere bei instationaren partiellen Differentialgleichungen
(drei Orts- und eine Zeitvariable) zu sehr grofiem # fiihrt), dass ein kubischer Rechenauf-
wand nicht akzeptabel ist. Zweitens sind solche Matrizen in der Regel diinn besetzt und
weisen zudem eine bestimmte Struktur auf, was sich natiirlich Speicher und Rechenzeit
mindernd auswirkt; Eliminationsverfahren zerstéren diese Struktur typischerweise und
machen die Vorteile somit zunichte. Zudem wird oft die Genauigkeit der exakten direk-
ten Losung in der Simulation gar nicht benétigt.

Fiir grofie und diinn besetzte Matrizen bzw. lineare Gleichungssysteme werden deshalb
iterative Verfahren vorgezogen. Diese beginnen (allgemein, nicht nur fiir die Situation li-
nearer Gleichungssysteme) mit einer Startnéiherung x(°) und erzeugen daraus eine Folge
von Niherungswerten x("), i = 1,2,..., die im Konvergenzfall gegen die exakte Losung
x konvergieren. Man spricht in diesem Zusammenhang auch von der Verfahrensfunktion
® der Iteration, ®(x;) := x;.1, die aus dem aktuellen den neuen Iterationswert bestimmt.
Liegt Konvergenz vor (limx; = x), dann hat die Iteration einen Fixpunkt ®(x) = x. Ein
Iterationsschritt kostet bei diinn besetzten Matrizen typischerweise (mindestens) O(n)
Rechenoperationen. Somit wird es bei der Konstruktion iterativer Algorithmen daraufan-
kommen, wie viele Iterationsschritte bendtigt werden, um eine bestimmte vorgegebene
Genauigkeit zu erreichen.

Relaxationsverfahren. Die wohl altesten iterativen Verfahren zur Losung linearer Glei-
chungssysteme Ax = b mit A € R™” und x, b € R" sind die so genannten Relaxationsver-
fahren: das Richardson-Verfahren, das Jacobi-Verfahren, das Gauff-Seidel-Verfahren sowie
die Uberrelaxation (SOR). Fiir alle ist der Ausgangspunkt das Residuum () := b — Ax() =
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~Ae) . Weil e nicht verfiigbar ist (der Fehler kann ohne Kenntnis der exakten Losung
x nicht ermittelt werden), erweist es sich aufgrund obiger Beziehung als verniinftig, den
Vektor r(!) als Richtung zu nehmen, in der wir nach einer Verbesserung von x(?) suchen
wollen. Das Richardson-Verfahren nimmt das Residuum direkt als Korrektur fiir x(). Mehr
Miihe geben sich das Jacobi- und das Gaufi-Seidel-Verfahren, deren Idee fiir die Korrektur
der k-ten Komponente von x(/) die Elimination von r,((i) ist. Das SOR-Verfahren bzw. sein
Pendant, die geddmpfte Relaxation, beriicksichtigen zusitzlich, dass eine solche Korrektur
oft tiber das Ziel hinausschief3t bzw. nicht ausreicht.

In der algorithmischen Formulierung lauten die vier Verfahren wie folgt:

Richardson-Iteration:
for i = 0,1,...

for k = 1,...,n: x,(cm) ::x,(ci)+r,(ci)
Hier wird einfach das Residuum () komponentenweise als Korrektur fiir die aktuelle
Niherung x() herangezogen.
Jacobi-Iteration:
for i = 0,1,...

for k =1,...,n: yk::u%k-r,(j)

for k = 1,...,n: x,(ci+1)::x,(ci)+yk
In jedem Teilschritt k eines Schritts i wird eine Korrektur yj berechnet und gespeichert.
Sofort angewendet, wiirde diese zum (momentanen) Verschwinden der k-Komponente
des Residuums (") fithren (leicht durch Einsetzen zu verifizieren). Gleichung k wire
mit dieser aktuellen Naherung fiir x somit exakt gelost — ein Fortschritt, der im fol-
genden Teilschritt zu Gleichung k + 1 natiirlich gleich wieder verloren ginge. Allerdings
werden diese Komponentenkorrekturen nicht sofort, sondern erst am Ende eines Itera-
tionsschritts durchgefiihrt (zweite k-Schleife).
GaufS-Seidel-Iteration:
for i = 0,1,...

for k = 1,...,n: T,El) = by — Z;':ll aij](m) - ik aijf(l)
. i+l i
om g, A e,

Hier wird also dieselbe Korrektur wie beim Jacobi-Verfahren berechnet, der Update wird

jetzt allerdings immer sofort und nicht erst am Ende des Iterationsschritts vollzogen.

Damit liegen beim Update von Komponente k fiir die Komponenten 1 bis k — 1 bereits

die modifizierten neuen Werte vor.

Manchmal fiihrt in jeder der drei skizzierten Methoden ein Dédmpfen (Multiplikation

der Korrektur mit einem Faktor 0 < & < 1) bzw. eine Uberrelaxation (Faktor 1 < a < 2)

zu einem besseren Konvergenzverhalten:
x,((m) = x,Ei) +ay .

Im Gauf3-Seidel-Fall ist vor allem die Version mit & > 1 gebréuchlich, man spricht hier

von SOR-Verfahren, im Jacobi-Fall wird dagegen meistens gedampft.
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Fiir eine kurze Konvergenzanalyse der obigen Verfahren benétigen wir eine algebrai-
sche Formulierung (anstelle der algorithmischen). Alle gezeigten Anséitze basieren auf der
einfachen Idee, die Matrix A als Summe A = M + (A— M) zu schreiben, wobei Mx = b sehr
einfach zu l6sen und der Unterschied A— M bzgl. einer Matrixnorm nicht zu grof sein soll-
te. Mit Hilfe eines solchen geeigneten M werden sich Richardson-, Jacobi-, Gauf3-Seidel-
und SOR-Verfahren schreiben lassen als

MxU 4 (A= M)xD =

bzw., nach x(*1) aufgelost,
PAGRESPIONTY VO

Dariiber hinaus zerlegen wir A additiv in seinen Diagonalteil D4, seinen strikten unteren
Dreiecksteil L4 sowie seinen strikten oberen Dreiecksteil Uy:

A:!LA+DA+UA.
Damit kdnnen wir die folgenden Beziehungen zeigen:

e Richardson: M:=1,

o Jacobi: M:=D,,
e Gaufs-Seidel: M := Dy + L, ,
« SOR: M:=1D,+L,.

Was die Konvergenz angeht, so gibt es eine unmittelbare Konsequenz aus dem Ansatz
MxU) 4+ (A - M)x() = b : Falls die Folge (x(i)) konvergiert, dann ist der Grenzwert
die exakte Losung x unseres Systems Ax = b. Fiir die Analyse werde ferner angenommen,
dass die Iterationsmatrix —M~"(A — M) (d. h. die Matrix, die auf (") angewandt wird, um
("1 zu erhalten) symmetrisch sei. Dann ist der Spektralradius p (d. h. der betragsgrofite
Eigenwert) die fiir das Konvergenzverhalten entscheidende Grofie:

(Vx(o) eR": lim x() = x = A—lb) < p<lL.
1—00

Um das zu sehen, subtrahiere man Mx + (A — M)x = b von der obigen Gleichung des

allgemeinen Ansatzes:

MU L (A-M)eD =0 < =M A-M)eD .

Wenn alle Eigenwerte betragsmiflig kleiner 1 sind und somit p < 1 gilt, werden alle Feh-
lerkomponenten in jedem Iterationsschritt reduziert. Im Falle p > 1 wird sich im Allgemei-
nen mindestens eine Fehlerkomponente aufschaukeln. Ziel bei der Konstruktion iterativer
Verfahren muss natiirlich ein moglichst kleiner Spektralradius der Iterationsmatrix sein
(moglichst nahe bei null).
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Es gibt eine Reihe von Resultaten zur Konvergenz der verschiedenen Verfahren, von
denen einige bedeutende erwihnt werden sollen:

o Notwendig fiir die Konvergenz des SOR-Verfahrens ist 0 < « < 2.

« Falls A positiv definit ist, dann konvergieren sowohl das SOR-Verfahren (fiir 0 < « < 2)
als auch die Gauf3-Seidel-Iteration.

o Falls Aund 2D4 — A beide positiv definit sind, dann konvergiert das Jacobi-Verfahren.

« Falls A strikt diagonal dominant st (d. h. a;; > ¥ ;; | a;; | fiir alle ), dann konvergieren
das Jacobi- und das Gauf3-Seidel-Verfahren.

 In bestimmten Fillen ldsst sich der optimale Parameter « bestimmten (p minimal, so-
dass Fehlerreduktion pro Iterationsschritt maximal).

Offensichtlich ist p nicht nur entscheidend fiir die Frage, ob die Iterationsvorschrift
iiberhaupt konvergiert, sondern auch fiir deren Qualitdt, also ihre Konvergenzgeschwin-
digkeit: Je kleiner p ist, desto schneller werden alle Komponenten des Fehlers e(") in jedem
Iterationsschritt reduziert. In der Praxis haben die obigen Resultate zur Konvergenz leider
eher theoretischen Wert, da p oft so nahe bei 1 ist, dass - trotz Konvergenz - die Anzahl
der erforderlichen Iterationsschritte, bis eine hinreichende Genauigkeit erreicht ist, viel zu
grofd ist. Ein wichtiges Beispielszenario ist die Diskretisierung partieller Differentialglei-
chungen. Hier ist typisch, dass p von der Problemgrofle n und somit von der Auflosung h
des zugrunde liegenden Gitters abhingt, also beispielsweise

p:(’)(l—hlz):(’)(l—%)

bei einer Maschenweite ; = 27'. Dies ist ein gewaltiger Nachteil: Je feiner und folglich
auch genauer unser Gitter ist, umso erbarmlicher wird das Konvergenzverhalten unserer
iterativen Verfahren. Schnellere iterative Loser wie beispielsweise Mehrgitterverfahren sind
also ein Muss!

Minimierungsverfahren. Eines der bekanntesten Losungsverfahren fiir lineare Glei-
chungssysteme, die Methode der konjugierten Gradienten (cg), beruht auf einem anderen
Prinzip als dem der Relaxation. Um dies zu sehen, nihern wir uns der Problematik der
Losung linearer Gleichungssysteme auf einem Umweg. Im Folgenden sei A € R™" sym-
metrisch und positiv definit. In diesem Fall ist die Losung von Ax = b dquivalent zur
Minimierung der quadratischen Funktion

f(x):= %xTAx ~bix+c

fiir eine beliebige skalare Konstante ¢ € R. Weil A positiv definit ist, definiert die durch
z := f(x) gebildete Hyperflache ein Paraboloid im R™*! mit n-dimensionalen Ellipsoiden
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als Isoflichen f(x) = const., und f hat ein globales Minimum in x. Die Aquivalenz der
Probleme ist offenkundig:

f'(x):%ATx+%Ax—b:Ax—b:—r(x):0 < Ax=b.

Mit dieser Umformulierung kann man jetzt auch Optimierungsmethoden einsetzen und
somit das Spektrum moglicher Losungsverfahren erweitern. Betrachten wir also Techni-
ken der Minimumsuche. Eine naheliegende Moglichkeit liefert die Methode des steilsten
Abstiegs (steepest descent). Fiir i = 0,1,.. ., wiederhole

r = b - ax(®
AT L)
N
r() " Ar(D)

X0 = Dy (D
oder beginne mit r(®) := b — Ax(®) und wiederhole fiir i = 0,1, ...

) AT ()
MORTION
PAOREEPIONIIAON

o

A (D) ociAr(i) ,

was eines der beiden Matrix-Vektor-Produkte (der einzige wirklich teure Schritt im Al-
gorithmus) erspart. Die Methode des steilsten Abstiegs sucht nach einer Verbesserung in
Richtung des negativen Gradienten —f'(x(")) = r(), der in der Tat den steilsten Abstieg
anzeigt (daher der Name). Besser wire natiirlich, in Richtung des Fehlers (") = x() — x
zu suchen, aber den kennt man ja leider nicht. Doch die Richtung allein geniigt nicht,
man braucht auch eine passende Marschierweite. Dazu suchen wir das Minimum von
f (x(i) + ocir(i)) als Funktion von «; (partielle Ableitung nach «; auf null setzen), was
nach kurzer Rechnung den obigen Wert fiir a; liefert. Wenn man statt der Residuen r(*)
alternierend die Einheitsvektoren in den Koordinatenrichtungen als Suchrichtungen wiahlt
und wieder bzgl. dieser Suchrichtungen die optimalen Schrittweiten bestimmt, landet man
ibrigens bei der Gauf3-Seidel-Iteration. Es gibt also trotz aller Verschiedenheit Verwandt-
schaft zwischen dem Relaxations- und dem Minimierungsansatz.

Das Konvergenzverhalten der Methode des steilsten Abstiegs ist bescheiden. Einer der
wenigen trivialen Sonderfille ist die Einheitsmatrix: Hier sind die Isoflichen Sphéren, der
Gradient zeigt stets in den Mittelpunkt (das Minimum), und man ist in einem Schritt am
Ziel! Allgemein landet man zwar irgendwann beliebig nahe am Minimum, das kann aber
auch beliebig lange dauern (weil wir immer wieder etwas vom bisher Erreichten kaputt ma-
chen konnen). Um diesen Missstand zu beheben, bleiben wir bei unserem Minimierungs-
ansatz, halten aber nach besseren Suchrichtungen Ausschau. Waren alle Suchrichtungen
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orthogonal, und wire der Fehler nach i Schritten orthogonal zu allen bisherigen Such-
richtungen, dann konnte schon Erreichtes nie wieder verloren gehen, und nach hochstens
n Schritten wire man im Minimum - wie bei einem direkten Loser. Aus diesem Grunde
nennt man das cg-Verfahren und Derivate auch semi-iterative Methoden. Zum cg-Verfahren
gelangt man, wenn man die Idee verbesserter Suchrichtungen verfolgt, hierbei konjugier-
te Richtungen einsetzt (zwei Vektoren x und y heiflen A-orthogonal oder konjugiert, falls
xTAy = 0 gilt) und das Ganze mit einer billigen Strategie zur Berechnung solcher kon-
jugierter Richtungen verbindet. Das Konvergenzverhalten ist klar besser als beim steils-
ten Abstieg, der Bremseffekt bei wachsender Problemgrofie ist aber noch nicht tiberwun-
den.

Nichtlineare Gleichungen. So viel zu linearen Losern. Leider sind viele realistische Mo-
delle nicht linear. Deshalb muss man sich auch mit der Losung nichtlinearer Gleichungen
befassen. Das geht in aller Regel gar nicht mehr direkt, sondern nur noch iterativ. Wir
beschrianken wir uns dabei im Folgenden wieder auf den einfachen Fall n = 1 (d. h. eine
nichtlineare Gleichung). Betrachte also eine stetig differenzierbare (nichtlineare) Funkti-
on f : R - R, die eine Nullstelle % €]a, b[ habe (man denkt dabei an Nullstellen- oder
Extremalstellensuche). Gehe von einer (noch zu bestimmenden) Iterationsvorschrift aus,
die eine Folge von Niherungswerten liefere, (x()), i = 0,1,.. ., die (hoffentlich) gegen die
bzw. eine Nullstelle x von f(x) konvergiert. Als Maf fiir die Konvergenzgeschwindigkeit
betrachtet man die Reduktion des Fehlers in jedem Schritt und spricht im konvergenten
Fall,
| 20D — %< e ] x@ -5 %,

je nach maximal moglichem Wert des Parameters « von linearer (« = 1 und zusitzlich
0 < ¢ < 1) oder quadratischer (« = 2) Konvergenz usw. Es gibt bedingt oder lokal kon-
vergente Verfahren, bei denen die Konvergenz nur bei Vorliegen eines bereits hinreichend
guten Startwerts x(*) sichergestellt ist, und unbedingt oder global konvergente Verfahren,
bei denen die Iteration unabhingig von der Wahl des Startpunkts zu einer Nullstelle von f
fithrt.

Drei einfache Verfahren sind das Bisektionsverfahren (gehe aus von [¢,d] € [a, b] mit
f(c)- f(d) <0 - die Stetigkeit von f garantiert die Existenz (mindestens) einer Nullstelle
in [¢, d] - und halbiere das Suchintervall sukzessive), die Regula falsi (Variante der Bisekti-
on, bei der nicht die Intervallmitte, sondern der Nulldurchgang der Verbindung der beiden
Punkte (c, f(c)) und (d, f(d)) als ein Endpunkt des neuen und kleineren Intervalls ge-
wiihlt wird) sowie das Sekantenverfahren (beginne mit zwei Startniherungen x(*) und x(!;
im Folgenden wird dann xU*Y aus x(""") und x(") bestimmt, indem man die Nullstelle der
Geraden durch (xU7, f(x()) und (x(), f(x()) (der Sekante s(x)) sucht).

Die berithmteste Methode ist das Newton-Verfahren. Hier beginnt man mit einer Start-
niherung x(*) und bestimmt dann im Folgenden x("*! aus x(), indem man die Nullstelle
der Tangente t(x) an f(x) im Punkt x() sucht (Linearisierung: ersetze f durch seine Tan-
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gente bzw. durch sein Taylorpolynom ersten Grades):

tx) = fD) + (D) (2= 2D,
0= t(x(i“)) = f(x(i)) +f’(x(i)) . (x(i+1) _x(i)) i

REOPRNORICAN
f1(x®)

Die Konvergenzordnung der vorgestellten Verfahren ist global linear fiir Bisektion und re-
gula falsi, lokal quadratisch fiir Newton und lokal 1,618 fiir das Sekantenverfahren. Da ein
Newton-Schritt aber je eine Auswertung von f und f’ erfordert, ist er mit zwei Schritten
der anderen Verfahren zu vergleichen. Zudem ist die Berechnung der Ableitung oft ein
Problem.

In den meisten Anwendungen in der Praxis ist # > 1 (Unbekannte sind ja beispiels-
weise Funktionswerte an Gitterpunkten!), sodass wir es also mit sehr groflen nichtlinearen
Gleichungssystemen zu tun haben. Im mehrdimensionalen Fall tritt an die Stelle der einfa-
chen Ableitung f'(x) die Jacobi-Matrix F'(x), die Matrix der partiellen Ableitungen aller
Vektorkomponenten von F nach allen Variablen. Die Newton-Iterationsvorschrift lautet
somit

£ = () Z (D) TR0y |

wobei natiirlich die Matrix F’(x(")) nicht invertiert, sondern das entsprechende lineare
Gleichungssystem mit der rechten Seite F(x(")) (direkt) gelost wird:

berechne F'(x);
zerlege F'(x) := LR;
lose LRs = F(x);
aktualisiere x := x — s;

werte aus F(x);

Das wiederholte Berechnen der Jacobi-Matrix ist sehr aufwindig, ja es ist oft nur na-
herungsweise moglich, da meist numerisch differenziert werden muss. Auch das direkte
Losen eines linearen Gleichungssystems in jedem Newton-Schritt ist teuer. Deshalb ist
das Newton-Verfahren nur der Ausgangspunkt fiir eine Vielzahl algorithmischer Entwick-
lungen gewesen. Bei der Newton-Chord- bzw. Shamanskii-Methode wird die Jacobi-Matrix
nicht in jedem Newton-Schritt berechnet und invertiert, sondern es wird immer F’(x(°))
verwendet (Chord) bzw. ein F/(x()) immer fiir mehrere Newton-Schritte benutzt (Sha-
manskii). Beim inexakten Newton-Verfahren wird das lineare Gleichungssystem in jedem
Newton-Schritt nicht direkt (also exakt, etwa mittels LR-Zerlegung), sondern iterativ ge-
16st; man spricht von einer inneren Iteration im Rahmen der (dufferen) Newton-Iteration.
Beim Quasi-Newton-Verfahren schliefllich wird eine Folge B{") von Niherungen fiir F/(%)
erzeugt, und zwar nicht mittels teuerer Neuberechnung, sondern mittels billiger Updates.
Man nutzt aus, dass ein Rang-1-Update (B + uv’) mit zwei beliebigen Vektoren u,v € R”
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(invertierbar genau dann, wenn 1+ vT By # 0) ggf. leicht zu invertieren ist:

(B+w™) " = (I— M) B

1+vTB 1y
Broyden gab eine passende Wahl fiir # und v an (s wie oben im Algorithmus):

F(x(i+1))ST

(i+1) ._ g(i)
BV .= B\ 4 =

$°S

2.4.5 Gewohnliche Differentialgleichungen

Differentialgleichungen. Eines der wichtigsten Einsatzgebiete numerischer Verfahren
sind Differentialgleichungen, siehe auch Abschn. 2.2.2 zur Analysis. Bei gewdhnlichen Dif-
ferentialgleichungen (ODE), deren Numerik wir im Folgenden diskutieren wollen, tritt
nur eine Unabhingige auf. Einfache Anwendungsbeispiele sind etwa die Oszillation eines
Pendels

y(t) = =y(¢)

mit der Losung y(¢t) = ¢; - sin(t) + ¢ - cos(t) oder das exponentielle Wachstum

y(1) = y(¢)

mit der Losung y(t) = c - e'. Bei partiellen Differentialgleichungen (PDE) kommen meh-
rere Unabhiéngige vor. Einfache Anwendungsbeispiele hierfiir sind die Poisson-Gleichung
in 2 D, die beispielsweise die Verformung u einer am Rand eingespannten Membran unter
einer dufleren Last f beschreibt:

6”("))’) = ”xx(x’y) + ”yy(x’y) = f(X,)/) auf [0’ 1]2

(hier wird’s mit der expliziten Angabe von Losungen schon viel schwerer) oder die Wir-
meleitungsgleichung in 1 D, die beispielsweise die Temperaturverteilung 7T in einem Metall-
draht bei vorgegebener Temperatur an den Endpunkten beschreibt:

Ti(x,t) = Tex(x,t) auf[0,1]?

(hier liegt aufgrund der Zeitabhingigkeit eine instationdre Gleichung vor).

Wie schon in Abschn. 2.2.2 erwdhnt wurde, bestimmt die Differentialgleichung allein
die Losung i. A. noch nicht eindeutig, es bedarf vielmehr zusétzlicher Bedingungen. Solche
Bedingungen treten in Erscheinung als Anfangsbedingungen (etwa die Populationsstirke zu
Beginn der Zeitrechnung) oder als Randbedingungen (ein Space Shuttle soll schliefilich an
wohldefinierten Orten starten und landen). Gesucht ist dann jeweils die Funktion y, die die
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Abb.2.1 Losungen und AV
Richtungsfeld der Differen- 24
tialgleichung (2.1)
3/2
1
1/24
0 T L T >
0 5 10 15 t

Differentialgleichung und diese Bedingungen erfiillt. Dementsprechend spricht man von
Anfangswertproblemen (AWP) oder Randwertproblemen (RWP). Wir werden uns in diesem
Abschnitt nur mit AWP von ODE befassen, insbesondere mit dem Typ

y(t)=f(ty(),  y(t)=yo.

Hier benétigen wir eine Anfangsbedingung, da es sich um eine ODE erster Ordnung handelt
(nur erste Ableitung).
Als Beispiel betrachten wir die ODE

1 1
y(t)——ﬁy(t)-rﬁ , (2.1)
die als lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten eine der einfachsten
denkbaren Differentialgleichungen des obigen Typs ist. Ihre Losungen lassen sich direkt
angeben als y(t) = 1+ ¢ - e7/1 mit frei wiihlbarem Parameter ¢ € R, durch den eine An-
fangsbedingung y(0) =1+¢ : ¥y erfiillt werden kann. Abbildung 2.1 zeigt Losungskurven
fiir verschiedene Anfangswerte y,.

Anhand dieses einfachen Beispiels konnen wir uns iiberlegen, wie man auch in kom-
plizierteren Fillen, in denen eine explizite Losung nicht mehr ohne weiteres anzugeben
ist, zumindest qualitative Aussagen iiber die Losungen machen kann. Gleichzeitig ist diese
Uberlegung der Einstieg in das numerische Losen von ODE, weshalb diese Diskussion im
Abschnitt zur Numerik und nicht in dem zur Analysis eingeordnet ist.

Die Idee ist einfach: Wir folgen einem Teilchen in der ¢ — y-Ebene, das sich lings einer
Kurve {(t, y(t)),t € R, } bewegt, wobei y(t) die Differentialgleichung erfiillt. Eine sol-
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che Kurve heif3t Trajektorie oder Bahnkurve. Wenn wir eine gleichférmige Bewegung mit
Geschwindigkeit 1 in #-Richtung annehmen, muss die Geschwindigkeit in y-Richtung, um
auf der Bahnkurve zu bleiben, gerade y = f(¢, y(t)) betragen: Fiir jeden Punkt (¢, y(t))
gibt uns die rechte Seite der Differentialgleichung somit die Richtung an, in der es weiter-
geht. Versieht man die ¢ — y-Ebene mit einem Richtungsfeld - also in jedem Punkt (¢, y) mit
dem Vektor mit Komponenten 1 in ¢-Richtung und f (¢, y) in y-Richtung, Abb. 2.1 zeigt
einige Richtungspfeile fiir unser Beispielproblem - so kann man eine Losungskurve skiz-
zieren (oder auch numerisch approximieren), indem man ausnutzt, dass in jedem Punkt
der Richtungsvektor tangential zur Kurve ist.

Qualitative Eigenschaften der Differentialgleichung, etwa dass fiir beliebige Anfangs-
werte die Losungen gegen 1 konvergieren, hitte man auch ohne Kenntnis der expliziten
Losung aus dem Richtungsfeld ablesen kénnen. Dass die Differentialgleichung durch ih-
re konstanten Koeflizienten autonom ist (die rechte Seite ist von der Form f(y(t)) ohne
direkte Abhingigkeit von t), ist fiir solche qualitative Uberlegungen ebenfalls nicht né-
tig (bei den im Anschluss besprochenen Systemen von Differentialgleichungen wird das
anders sein). Insgesamt sind Richtungsfelder ein niitzliches Werkzeug, um eine ODE zu
verstehen, noch bevor man sich um explizite oder numerische Losungen bemiiht.

Zum Abschluss wenden wir uns nun noch kurz einer sehr einfachen Klasse von Sys-
temen von ODE zu, den linearen Systemen mit konstanten Koeffizienten. Wie schon 6fters
unterscheiden wir den homogenen Fall

x(t)=A-x(t), x(to)=x0,
sowie den inhomogenen Fall
x()=A-x(t)+c, x(ty)=x0,

wobei A € R™", ¢ e R" und x € R". Fiir das homogene System liefert der Ansatz x(t) :=
e .y mit zunichst unbestimmten Parametern A € R und v € R nach Einsetzen in die ODE,
dass Av = Av gelten muss. Wenn es also gelingt, den Startvektor x, als Linearkombination
von Eigenvektoren v; zu Eigenwerten A; von A darzustellen, xo = ¥, v;, dann erfiillt

sowohl die ODE als auch die Anfangsbedingung. Quasi als Gratisbeigabe lernen wir zudem,
dass die Eigenwerte der Systemmatrix A das Verhalten der Losung bestimmen. Bei nur
negativen Realteilen aller Eigenwerte konvergiert die Losung im Laufe der Zeit gegen null;
mindestens ein positiver Realteil fithrt zu ||x(¢)| — oo fiir t > oco; nicht verschwindende
Imaginérteile implizieren die Anwesenheit von Oszillationen.

Im nicht homogenen Fall wihlt man (regulires A vorausgesetzt) xo, := —A™'c und er-
hilt mit einer Losung z(t) der homogenen Gleichung eine Losung x(t) := z(¢) + xoo des
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Abb.2.2 Losungen zu den W)
Anfangswerten (xo, y0) =
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(2,3/2) und (2,1/2) und

Richtungsfeld des Differen- 32
tialgleichungssystems (2.2),

Markierungen e im Abstand

von 0t =10

12
Ot N N N N N N
0 12 1 32 x(1)

inhomogenen Systems wegen x(t) = z(t) = A-z(t) = A-(x(t)+A'¢c) = A-x(t)+c. Die Lo-
sung ist gegeniiber dem homogenen Fall also nur um x., verschoben, auf das Konvergenz-,
Divergenz- bzw. Oszillationsverhalten hat das keinen Einfluss.

Als Beispiel betrachten wir folgendes System:

(O)- (o ) (<0 2e). o

Die Systemmatrix hat die Eigenvektoren

zum Eigenwert A; = —0,05 und

zum Eigenwert A, = —0,15. Beide Eigenwerte sind reell und negativ, die Lésungen konver-
gieren also fiir beliebige Startwerte gegen den Gleichgewichtspunkt

)

Abbildung 2.2 zeigt einige Losungskurven in der x — y-Ebene, Abb. 2.3 die Kompo-
nenten x(t), y(t) der Lésung in Abhéngigkeit von ¢. Das Richtungsfeld ldsst sich im Fall
autonomer Differentialgleichungssysteme mit zwei Komponenten noch zeichnen, indem
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Abb. 2.3 Losungskompo-
nenten des Differentialglei-
chungssystems (2.2) mit

Anfangswerten (xo, y0) =
(1/4,2) 32
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man sich die (fir das Richtungsfeld irrelevante) ¢-Achse senkrecht zur Zeichenebene vor-
stellt und zu einem Punkt in der x — y-Ebene den Richtungsvektor (x, ) markiert.
Ein vollig anderes Verhalten zeigen die Losungskurven des Systems

()'c(t)) ~ (—1/20 1/10 ) (x(t)) ( 0 )

. = + , (2.3)
3(t) 1/10  -1/20) \y(r)] " \-3/40

bei dem die Systemmatrix dieselben Eigenvektoren v; und v, hat wie beim vorigen Bei-
spiel, aber der Eigenwert A; = +0,05 zu v, ist nun positiv (der andere Eigenwert 1, = —0,15
und der Gleichgewichtspunkt x., sind unverandert). Abbildung 2.4 zeigt die Auswirkun-
gen des Vorzeichenwechsels von A;: nur noch solche Losungskurven, deren Anfangswert
exakt auf der Gerade in Richtung v, vom Gleichgewichtspunkt aus liegen, konvergieren
nun gegen X... Bei einer geringfiigigen Storung verlduft die Losungskurve anfangs anni-
hernd parallel, bis sich dann der positive Eigenwert A, fast explosionsartig auswirkt — die
Losungskurve wird in Richtung v; abgelenkt und die Geschwindigkeit, mit der sich die
Losung vom Gleichgewichtspunkt entfernt, wachst exponentiell. Die Existenz eines positi-
ven Eigenwertes fiihrt also zu einem labilen Gleichgewicht, das durch eine beliebig kleine
Storung verlassen wird.

Doch nun zur Numerik von Anfangswertproblemen gewohnlicher Differentialglei-
chungen. Besonderen Arger machen natiirlich ~ wie immer - schlecht konditionierte
Probleme, von denen wir im Folgenden die Finger lassen wollen. Dennoch ein kleines Bei-
spiel eines schlecht konditionierten AWP zur Abschreckung. Gegeben sei die Gleichung
7(t) - Ny(t) - (N+1)y(t) =0, t > 0 mit den Anfangsbedingungen y(0) =1, y(0) = -1
und der Losung y(t) = e”'. Storen wir nun eine Anfangsbedingung zu y.(0) = 1+ ¢, so

ergibt sich als neue Losung y. () = (1+ N2 e)e™ + ~5e(N*D!, Offensichtlich haben y(t)
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Abb. 2.4 Losungen zu den n)
Anfangswerten (xo, y0) =

(0,3/2), (0,3/2 + 1/16) und

(0,2) und Richtungsfeld des
Differentialgleichungssystems 3/24
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1/24
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und y.(t) einen vollig verschiedenen Charakter; insbesondere geht y(¢) mit t — oo gegen
null, wohingegen y,(¢) fir N +1 > 0 unbeschrinkt wichst, und zwar fiir beliebiges (d. h.
insbesondere noch so kleines) ¢ > 0! Kleinste Triibungen in den Eingabedaten (hier eine
der beiden Anfangsbedingungen) kénnen sich somit desastros auf die Losung des AWP
auswirken - ein klarer Fall von miserabler Kondition!

Finite Differenzen. Doch nun zu konkreten Losungsalgorithmen. Wir betrachten im Fol-
genden das soeben erwihnte allgemeine AWP erster Ordnung y(t) = f(¢, y(t)), y(a) =
Ya» t € [a,b] und gehen dabei von dessen eindeutiger Losbarkeit aus. Falls f nicht von
seinem zweiten Argument y abhingt, ist dies ein einfaches Integrationsproblem! Start-
punkt ist wie immer die Diskretisierung, d. h. hier: Ersetze Ableitungen bzw. Differential-
quotienten durch Differenzenquotienten bzw. finite Differenzen, beispielsweise die Vorwiirts-
, Riickwirts- oder zentrale Differenz

y(t+8t) - y(t) oder y(t) = y(t-4t) oder y(t+38t) - y(t-4t)
ot ot 2-0t

fiir y(t) bzw., bei AWP zweiter Ordnung,

y(t+00)=y(1) _ y(£)-y(t-061)
St ot

_y(t+6t)=2-y(t) + y(t - 8t)
ot - (8t)2

fiir () usw. Die erste der obigen Niherungen fiir y(¢) fithrt auf

y(a+0t)~ y(a)+ 6t f(t,y(a)), also
Vi1 = Y+ 6t (e, yi)
tr=a+két, k=0,1,...,N,a+N-0t=>b
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als einfachste Vorschrift zur Erzeugung diskreter Naherungen yj fur y(#x). Man nimmt
also an der Stelle t; den bereits berechneten Naherungswert yy, ermittelt daraus mit Hilfe
von f eine Naherung fiir die Steigung (Ableitung) von y und nutzt diese fiir eine Schitzung
von y im nichsten Zeitpunkt t;.;. Diese Methode wird Euler-Verfahren genannt. Man kann
das Euler-Verfahren auch iiber die Taylor-Approximation der Losung y(¢) interpretieren
bzw. herleiten. Betrachte hierzu die Taylor-Entwicklung

y(ten) = y(t) + 8t y(tx) + R~ y(t) + St~ f(te, yi)

in der alle Terme hoherer Ordnung (d. h. mit (8t)? etc.) vernachlissigt werden.
Daneben gibt es eine Reihe verwandter Verfahren fiir AWP von ODE, beispielsweise das
Verfahren von Heun:

Yi+1 = Y+ % (f(t yi) + f(trers yi + Ot f (o 1)) -

Das Grundmuster ist unverandert: Man nehme die bereits berechnete Naherung yy in t,
bestimme eine Ndherung fiir die Steigung y und ermittle daraus mittels Multiplizieren mit
der Schrittweite 6t eine Ndherung fiir den Wert der Losung y im nachsten Zeitpunkt #;;.
Neu ist, wie man die Steigung schitzt. Beim Euler-Verfahren nimmt man einfach f(ty, yx)
her. Das Heun-Verfahren versucht, die Steigung im gesamten Intervall [, ;] besser zu
approximieren, indem der Mittelwert aus zwei Schitzern fiir y in ¢4 und in f4,; heran-
gezogen wird. Das Problem, dass man yj,; ja erst bestimmen will, umgeht man durch
Verwendung der Euler-Schitzung als zweites Argument von f. Wie man leicht sieht, ist
der einzelne Zeitschritt aufwandiger geworden (zwei Funktionsauswertungen von f, mehr
elementare Rechenoperationen als beim einfachen Euler-Verfahren).

Das Verfahren nach Runge und Kutta geht noch einen Schritt weiter in diese Richtung:

ot
Yi+1 = Yk t+ g (T1 +2T2 +2T3 + T4)

T = f(te yi) »

ot ot
T, := fr + —, —T,
2 f(k+2 )’k+2 1)

ot ot
T3 Z:f(tk + 7,)/]( + 7T2) 5

Ty = f(trsrs yr + O0tTs) .
Auch diese Vorschrift folgt dem Grundprinzip

Vi1 := Yk + Ot - Ndherung der Steigung ,
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allerdings ist die Berechnung des Naherungswerts fiir y jetzt noch komplizierter. Ausge-
hend von der einfachen Euler-Néherung f(#x, yx ), werden durch kunstvolles Verschach-
teln vier geeignete Ndherungswerte ermittelt, die dann — passend gewichtet - zur Approxi-
mation herangezogen werden. Der Reiz dieser komplizierteren Regeln liegt natiirlich in der
hoheren Genauigkeit der von thnen produzierten diskreten Naherungen fiir y(t). Um dies
zu quantifizieren, miissen wir den Begrift der Genauigkeit eines Verfahrens zur Diskreti-
sierung gewohnlicher Differentialgleichungen griffiger machen. Zwei Dinge sind sorgsam
zu trennen: erstens der Fehler, der auch ohne jede Verwendung von Niherungslgsungen
lokal an jedem Punkt ¢, einfach dadurch entsteht, dass man statt der Ableitungen y(t) der
exakten Losung y(t) die vom Algorithmus verwendeten Differenzenquotienten einsetzt,
und zwar mit dem exakten y(t); zweitens der Fehler, der sich insgesamt global im Laufe
der Berechnung von a nach b, also tiber das gesamte betrachtete Zeitintervall, ansammelt.
Dementsprechend unterscheiden wir zwei Arten von Diskretisierungsfehlern, den lokalen
Diskretisierungsfehler 1(8t) (d. h. das, was in jedem Zeitschritt neu an Fehler entsteht, auch
wenn man den Differenzenquotienten mit dem exakten y(t) bilden wiirde) sowie den glo-
balen Diskretisierungsfehler

e(dt) = ki?,?.’fN{' yi—y(t) |}

(d. h. das, um was man am Ende @iber das gesamte Zeitintervall mit seinen Berechnungen
maximal daneben liegt).

Falls I(8t) — 0 fiir §t+ — 0, so wird das Diskretisierungsschema konsistent genannt.
Konsistenz ist offensichtlich das Minimum, was zu fordern ist. Eine nicht konsistente Dis-
kretisierung taugt tiberhaupt nichts: Wenn nicht einmal lokal in jedem Zeitschritt ver-
niinftig approximiert wird und somit immer mehr Rechenaufwand eben nicht zu immer
besseren Ergebnissen fithrt, kann man auch nicht erwarten, dass unser gegebenes AWP
sinnvoll geldst wird. Falls e(8t) — 0 fiir 8t — 0, so wird das Diskretisierungsschema
konvergent genannt. Das Investieren von immer mehr Rechenaufwand (immer kleinere
Zeitschritte §t) fithrt dann auch zu immer besseren Approximationen an die exakte Lo-
sung (verschwindender Fehler). Konsistenz ist der schwichere der beiden Begriffe, eher
technischer Natur und oft relativ einfach zu beweisen. Konvergenz dagegen ist der stirkere
Begrift (Konvergenz impliziert Konsistenz, umgekehrt nicht!), von fundamentaler prakti-
scher Bedeutung und oft nicht ganz trivial zu zeigen.

Alle drei bisher vorgestellten Verfahren sind konsistent und konvergent, das Euler-
Verfahren von erster Ordnung, das Heun-Verfahren von zweiter Ordnung und Runge-
Kutta von vierter Ordnung, also

18) = O((80)"),  e(dt) = O((81)") .

Hier wird der Qualititsunterschied deutlich: Je héher die Ordnung des Verfahrens, desto
mehr bringt eine Aufwandssteigerung. Bei Halbierung der Schrittweite ¢ bspw. wird der
Fehler bei Euler bzw. Heun bzw. Runge-Kutta asymptotisch um einen Faktor 2 bzw. 4 bzw.
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16 reduziert. Die teureren Verfahren sind also (zumindest asymptotisch) die leistungsféhi-
geren. Natiirlich sind wir noch nicht zufrieden. Die Zahl der Auswertungen der Funktion
f fur verschiedene Argumente hat stark zugenommen (vgl. die Runge-Kutta-Formeln: T,
T5 und Ty erfordern je eine zusitzliche Auswertung von f). In der numerischen Praxis ist
f typischerweise sehr kompliziert (oft muss fiir eine einzige Auswertung von f eine weite-
re Differentialgleichung gelost werden), sodass bereits eine Auswertung von f mit hohem
Rechenaufwand verbunden ist.

Die bisherigen Verfahren sind allesamt so genannte Einschrittverfahren: Fir die Be-
rechnung von yj,; werden keine weiter als t; zuriickliegenden Zeitpunkte herangezogen
(sondern - wie gesagt — neue Auswertestellen). Anders bei den Mehrschrittverfahren: Hier
werden keine zusitzlichen Auswertestellen von f produziert, sondern vielmehr werden il-
tere (und schon berechnete) Funktionswerte wiederverwertet, zum Beispiel in t;_; beim
Adams-Bashforth-Verfahren zweiter Ordnung:

Yi+1 = Yt % Bf (ti> yx) = f(tk-1, yx-1))

(die Konsistenz zweiter Ordnung kann leicht gezeigt werden). Verfahren noch hoherer
Ordnung konnen analog konstruiert werden, indem man auf noch weiter zuriickliegen-
de Zeitpunkte t;_;, i =1,2,. .., zurtickgreift. Das Prinzip ist dabei ein guter alter Bekannter
von der Quadratur: Ersetze f durch ein Polynom p von passendem Grad, das f in den
betrachteten (t;, y;) interpoliert, und verwende dann dieses p gemify

L1 k41
ye= gt [ fey@)dts pos [ p(n)ar,
k

k

um Yy, zu berechnen (das Polynom p ist leicht zu integrieren). Zu Beginn, d. h., solange es
noch nicht geniigend ,,alte” Werte gibt, benutzt man in der Regel ein passendes Einschritt-
verfahren. Die auf diesem Interpolationsprinzip beruhenden Mehrschrittverfahren heifSen
Adams-Bashforth-Verfahren.

Stabilitit. Die Verfahren von Euler, Heun und Runge-Kutta sind konsistent und kon-
vergent. Dies gilt auch fiir die soeben eingefiihrte Klasse der Mehrschrittverfahren vom
Adams-Bashforth-Typ. Dennoch zeigt sich bei den Mehrschrittverfahren, dass Konsistenz
und Konvergenz nicht immer zugleich gelten. Um konvergent zu sein, muss ein konsisten-
tes Verfahren zusatzlich stabil sein (im Sinne unserer Definition eines numerisch stabilen
Algorithmus). Der Nachweis der Stabilitit ist damit eminent wichtig. Es gilt die Merkregel

Konsistenz + Stabilitit =  Konvergenz .

Ein Beispiel fiir eine instabile Diskretisierungsvorschrift liefert die Mittelpunktsregel yy.. =
Yi-1 + 201t fi ein konsistentes 2-Schritt-Verfahren (leicht tiber Taylor-Entwicklung zu zei-
gen). Wendet man die Mittelpunktsregel etwa auf das AWP

y(t)=-2y(t)+1,  y(0)=1, t>0,
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mit der Losung

MOREICEES)

an, so kommt es zu Oszillationen und zu Divergenz — egal, wie klein man §¢ wihlt.

Steifheit, implizite Verfahren. Als letztes Phinomen betrachten wir steife Differential-
gleichungen. Hierunter versteht man Szenarien, bei denen eine unbedeutende lokale Ei-
genschaft der Losung eine extrem hohe Auflosung auf dem gesamten Gebiet aufzwingt.
Als Beispiel diene das (gut konditionierte) AWP y = 1000y + 1000, t > 0, y(0) = yo = 2
mit der Losung y(t) = e'°% + 1. Wendet man das (konvergente!) Euler-Verfahren an,
so ergibt sich fiir §¢ > 0,002 keine Konvergenz. Dies ist nur auf den ersten Blick ein Wi-
derspruch. Die Begriffe Konsistenz, Konvergenz und Stabilitit sind asymptotischer Natur:
0t - 0 und O(6t) bedeuten immer ,fiir hinreichend kleines §¢“, und im vorliegenden
Fall ist dieses ,,hinreichend klein“ eben ,,inakzeptabel klein®. Abhilfe bei steifen Problemen
schafen implizite Verfahren, bei denen das unbekannte yj.; auch auf der rechten Seite der
Verfahrensvorschrift auftaucht, sodass diese also erst nach yj,; aufgelost werden muss.
Einfachstes Beispiel eines impliziten Verfahrens ist das implizite Euler- oder Riickwdirts-
Euler-Verfahren:

Vi1 =Ykt Stf(tkﬂ’ykﬂ) .

Man beachte das Aufscheinen des (ja erst zu bestimmenden) y,; auf der rechten Seite
der Vorschrift. Im oben betrachteten steifen Problem fiihrt die Anwendung des impliziten
Euler-Verfahrens dazu, dass §t > 0 jetzt beliebig gewéhlt werden kann.

Woran liegt das? Stark vereinfachend gesprochen, approximieren explizite Verfahren die
Losung eines AWP mit Polynomen, implizite Verfahren tun dies mit rationalen Funktio-
nen. Polynome kénnen aber beispielsweise e~ fiir t — oo nicht approximieren, rationale
Funktionen sehr wohl. Fiir steife Differentialgleichungen sind implizite Verfahren somit
unverzichtbar. Allerdings lasst sich die Vorschrift nicht immer so einfach nach yy,; auf-
16sen. Im allgemeinen Fall benotigt man dafiir eventuell ein (nichtlineares) Iterationsver-
fahren. Oft hilft auch der Prddiktor-Korrektor-Ansatz: Man bestimmt zunéchst mit einem
passenden expliziten Verfahren eine erste Nidherung fiir y,,; und setzt diese dann in die
rechte Seite der impliziten Vorschrift ein — aus zweimal explizit wird unter bestimmten
Voraussetzungen somit einmal implizit. Grundsitzlich gilt, dass ein impliziter Zeitschritt
teurer als ein expliziter ist. Aufgrund wegfallender oder zumindest weniger restriktiver
Schrittweitenbeschrankungen werden aber oft bei impliziten Verfahren viel weniger Zeit-
schritte benétigt.

Weitere (hier nicht angesprochene Themen) zur Numerik von ODE sind Systeme von
ODE, ODE héherer Ordnung sowie Randwertprobleme.
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2.4.6 Partielle Differentialgleichungen

Klassifikation. Partielle Differentialgleichungen (PDE) sind wohl noch analytisch unzu-
ganglicher als ODE - nicht nur, dass geschlossene Losungen in praxisrelevanten Fillen so
gut wie nie angegeben werden konnen, auch die Frage nach Existenz und Eindeutigkeit
von Losungen ist oft offen. Dies macht die numerische Behandlung von PDE zum Muss -
trotz des insbesondere bei voller Raumauflgsung hohen Berechnungsaufwands. Konkrete
Modelle sind formuliert als Randwertprobleme (z.B. im stationiren Fall) oder als Rand-
Anfangswertprobleme. Wichtige Randbedingungen sind Dirichlet-Randbedingungen (hier
werden die Funktionswerte auf dem Rand vorgegeben) sowie Neumann-Randbedingungen,
bei denen die Normalableitung auf dem Rand festgelegt wird.
Eine wichtige Klasse von PDE ist die lineare PDE zweiter Ordnung in d Dimensionen:

3 ay(x) 02 u(x) + Y ai(x) - du(x) + a(x) - u(x) = £(x)
i,j=1 i=1

Innerhalb dieser Klasse unterscheidet man elliptische PDE (die Matrix A der Koeffizien-
tenfunktionen a; j(x) ist positiv oder negativ definit, hyperbolische PDE (die Matrix A hat
einen positiven und #n — 1 negative Eigenwerte oder umgekehrt) sowie parabolische PDE
(ein Eigenwert von A ist null, alle anderen haben dasselbe Vorzeichen, und der Rang von
A zusammen mit dem Vektor der Koeffizientenfunktionen a;(x) ist maximal bzw. voll
- wenn bzgl. einer Variablen keine zweite Ableitung auftritt, dann zumindest die erste).
Einfache und berithmte Beispiele sind die Laplace- oder Potenzialgleichung du = 0 fur
den elliptischen Fall, die Wirmeleitungsgleichung § T = T fiir den parabolischen Fall und
die Wellengleichung u = u,, fir den hyperbolischen Fall. Diese Unterscheidung ist kei-
ne buchhalterische - alle drei Arten weisen analytisch unterschiedliche Eigenschaften auf
(z.B. gibt es Schock-Phédnomene wie den Mach’schen Kegel nur bei hyperbolischen PDE)
und erfordern unterschiedliche numerische Ansétze zu ihrer Losung.

Diskretisierungsansitze. Insbesondere im hoherdimensionalen Fall wird schon die Dis-
kretisierung des Definitionsgebiets aufwéindig. Man unterscheidet strukturierte Gitter (z. B.
kartesische Gitter), bei denen die Koordinaten von Gitterpunkten bzw. Zellen nicht expli-
zit gespeichert werden miissen, sondern iiber Indexrechnung bestimmt werden kénnen,
und unstrukturierte Gitter, bei denen die gesamte Geometrie (Koordinaten) und Topologie
(Nachbarschaften etc.) mit verwaltet und gespeichert werden miissen. Beispiele unstruk-
turierter Gitter sind unregelmiflige Triangulierungen oder Tetraedergitter.

Als Diskretisierungstechniken fiir PDE haben sich im Laufe der Jahre eine ganze Reihe
von Ansitzen etabliert. Finite-Differenzen-Verfahren diskretisieren die PDE insofern direkt,
als sie samtliche Ableitungen durch sie annihernde Differenzenquotienten ersetzen - ein
naheliegender und leicht zu implementierender Ansatz, der in puncto theoretischem Hin-
tergrund aber seine Schwichen hat und auflerdem im Wesentlichen auf strukturierte bzw.
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orthogonale Gitter beschrénkt ist. Finite-Volumen-Verfahren sind besonders im Kontext
von Stromungssimulationen populir. Sie diskretisieren kontinuumsmechanische Erhal-
tungssatze auf kleinen Kontrollvolumina. Finite-Elemente-Verfahren dagegen setzen einen
Variationsansatz um - sie suchen eine energieminimale Lsung, was einen sehr direkten
Bezug zur zugrunde liegenden Physik hat. Hier ist die Implementierung oft aufwandiger,
dafiir kann man auf der Haben-Seite eine hohe Flexibilitit beziiglich der eingesetzten
Gitter (von strukturiert bis unstrukturiert) sowie eine sehr schéne und reiche mathema-
tische Theorie verbuchen. Daneben gibt es noch weitere Konzepte wie Spektralmethoden
oder gitterlose Verfahren, bei denen die Perspektive bewegter Teilchen anstelle eines festen
Bezugsgitters eingenommen wird.

Finite Differenzen. Gegeben sei ein Gebiet Q ¢ R?, d € {1,2,3}. Darauf wird ein (re-
gelmafiges) Gitter O, mit Maschenweite h = (hy, hy, h;) (in 3D) eingefiihrt. Die De-
finition der finiten Differenzen bzw. Differenzenquotienten erfolgt nun analog zum vori-
gen Abschnitt tiber ODE. Fiir die erste Ableitung sind wie zuvor bei den ODE Vorwirts-,
Riickwirts- oder zentrale Differenzen gebrauchlich,

u(@+he)—u(®)  u(@)-u(@-h)  u(@+he)-u(€-h)
hy ’ hy ’ 2h, ’

Ju )
G

fiir die zweite Ableitung beispielsweise der 3-Punkte-Stern

%u  u(&—hy) —2u(&) +u(&+h,)
ox h2 :

sodass sich fiir den Laplace-Operator du entsprechend in 2 D der 5-Punkte-Stern und in
3 D der 7-Punkte-Stern ergeben. Die Bezeichnung ,,Stern driickt aus, auf welche bzw. wie
viele benachbarte Punkte die Diskretisierung jeweils zugreift. Breitere Sterne involvieren
mehr Punkte, wodurch sich eine hohere Approximationsgiite erzielen lisst (Ausléschung
weiterer Terme in der Taylor-Entwicklung).

In jedem inneren Gitterpunkt wird nun anstelle der PDE eine Differenzengleichung an-
gesetzt. Die Unbekannten (Freiheitsgrade) sind dabei gerade die Ndherungswerte fiir die
Funktionswerte u(£) in den diskreten Gitterpunkten &. Pro Gitterpunkt und pro unbe-
kannter skalarer Grof3e ergibt sich so eine Unbekannte. Punkte auf dem Rand oder nahe
am Rand erfordern eine gesonderte Behandlung. Im Falle von Dirichlet-Randbedingungen
wird in den Randpunkten keine Differenzengleichung angegeben (dort sind die Funktions-
werte ja vorgegeben und nicht unbekannt). In Punkten neben dem Rand ergibt sich eine
wverkiimmerte“ diskrete Gleichung, weil die Sterne zum Teil auf bekannte Werte zugreifen,
die auf die rechte Seite wandern. Im Fall von Neumann-Randbedingungen werden auch in
den Randpunkten Differenzengleichungen angegeben, die jedoch aufgrund der Bedingung
an die Normalableitung eine modifizierte Gestalt haben.
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Insgesamt erhalt man so ein grofies (eine Zeile fiir jede skalare GrofSe in jedem (inneren)
Gitterpunkt), diinn besetztes (nur wenige Nicht-Nullen aus dem Stern resultierend) System
linearer Gleichungen, das anschliefSend effizient zu 16sen ist.

Abhingig von den gewihlten diskreten Operatoren ergibt sich eine bestimmte Kon-
sistenzordnung der Diskretisierung; Stabilitét ist zusétzlich zu zeigen. Ansatzpunkte fiir
Verbesserungen konnen die Verwendung von Sternen héherer Ordnung oder eine nur
lokale Gitterverfeinerung (Adaptivitit) sein. Im Falle hoherer Dimensionalititen, wie sie
etwa in der Quantenmechanik oder in der Finanzmathematik auftreten, schlagt der Fluch
der Dimension zu: In d Raumdimensionen werden O(h~?) Gitterpunkte und Unbekannte
bendtigt, was fiir d = 10 oder d = 100 natiirlich nicht mehr handhabbar ist.

Finite Elemente. Bei Finite-Elemente-Methoden (FEM) werden die Ableitungen nicht di-
rekt diskretisiert. Vielmehr wird die PDE in eine so genannte schwache Form (Integralform)
transformiert. Wir halten fiinf wesentliche Schritte fest:

1. Substrukturierung und Gittererzeugung: zerlege das Gebiet in einzelne Parzellen vorge-
gebenen Musters und endlicher Ausdehnung (finite Elemente);

2. schwache Form: erfiille die PDE nicht mehr punktweise iiberall, sondern nur noch ab-
geschwicht (in Form eines Skalarprodukts) bzw. gemittelt (als Integral);

3. endlich dimensionaler Ansatzraum: ersetze die kontinuierliche Losung in der schwachen
Form durch eine geeignete endlich-dimensionale Approximation;

4. System linearer Gleichungen: stelle iber Testfunktionen eine Gleichung fiir jeden Frei-
heitsgrad auf;

5. Losung des linearen Systems: setze ein geeignetes Iterationsverfahren zur Losung des
linearen Systems ein.

Das Erzeugen der finiten Elemente kann man als Top-down- oder als Bottom-up-
Prozess interpretieren. Top-down wird das Gebiet in Standardkomponenten zerlegt, deren
Verhalten einfach zu beschreiben ist; bottom-up geht man von bestimmten Elementen aus
und approximiert damit das gegebene Gebiet. In 3 D erhilt man so ein Finite-Elemente-Netz
aus Elementen (3D Atome, z. B. Wiirfel oder Tetraeder), Flichen (2 D Oberflachenstruk-
turen, z.B. Dreiecke oder Quadrate), Kanten (1 D Randstrukturen der Elemente) sowie
Gitterpunkten oder Knoten, in denen typischerweise (aber nicht notwendigerweise) die
Unbekannten leben. Zu jedem Knoten gehort eine Ansatzfunktion ¢y, eine Basisfunktion
mit endlichem Tréger (von null verschieden nur in Nachbarelementen). Alle Ansatzfunk-
tionen zusammen spannen den linearen und endlich-dimensionalen Ansatzraum V,, auf
und bilden eine Basis. In diesem Ansatzraum sucht man nach der Naherung fiir die Losung
der PDE.

Nun zur schwachen Form der PDE, die wir in der allgemeinen Form Lu = f mit Diffe-
rentialoperator L (z. B. §), rechter Seite f und kontinuierlicher Losung u schreiben. Anstelle
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von Lu = f auf Q betrachtet man nun

fQLu~1//ldQ:fo-1//,dQ

fiir eine Basis von Testfunktionen vy, eines endlich-dimensionalen Testraums W,. Dieses
Vorgehen heifst auch Methode der gewichteten Residuen oder Galerkin-Ansatz. Falls Test-
und Ansatzraum identisch gewahlt werden (V,, = W,), spricht man vom Ritz-Galerkin-
Ansatz, andernfalls vom Petrov-Galerkin-Ansatz. Nun schreibt man obige Gleichung noch
etwas anders mit einer Bilinearform a(.,.) und einer Linearform b(.),

a(u,y;) = b(y;) Yy e Wy,

und erhilt so # diskrete lineare Gleichungen.
Schliefilich ersetzt man noch die kontinuierliche Losung u durch ihre diskrete Appro-
Ximation

n
Uy = Z Xk Pk € Vn
k=1

und erhilt somit

a(un,y1) =Y ar-alppy) =b(y))  VyreW,.
k=1

Dies ist ein lineares Gleichungssystem in den # Unbekannten a: Die Matrix besteht aus
den Eintragen a(¢y, y;), die rechte Seite aus den b(y;); alle Grélen hingen nicht von der
Losung ab, sondern nur vom Problem.

Wie bei den Finiten Differenzen hat die FEM-Diskretisierung also auf ein diskretes
Problem Ax = b gefiithrt. An dieser Stelle sieht man schon die enge Kopplung von Dis-
kretisierung und Losung: Fiir die effiziente Losung des linearen Systems sind einige Eigen-
schaften der Matrix (positiv definit, diinn besetzt, moglichst ,,nahe“ an der Diagonalitit)
wiinschenswert, die man nun mit einer ,,guten“ Wahl von Test- und Ansatzraum zu errei-
chen versucht.

In den zahlreichen Anwendungsgebieten der FEM wurden im Laufe der Jahre eine Fiil-
le verschiedener Elemente eingefiihrt, sowohl hinsichtlich Form als auch hinsichtlich Lage
und Anzahl der Unbekannten. Zur Steigerung der Effizienz ist adaptive Verfeinerung sehr
verbreitet, wobei dann der lokalen Fehlerschitzung (zur Entscheidung, wo verfeinert wer-
den soll) sowie der globalen Fehlerschitzung (zur Entscheidung, wann abgebrochen werden
kann) grofle Bedeutung zukommen. Man spricht auch von der h-Version der FEM. Dane-
ben kann man die Approximationsgiite der Elemente sukzessive erhohen (p-Version der
FEM) oder auch beides kombinieren (hp-Version). Die Komplexitit nimmt zu, wenn sehr
komplizierte oder in der Zeit verinderliche Geometrien zu beschreiben sind, etwa bei Pro-
blemen mit freien Oberflichen. Und schliefilich gilt das bei Finiten Differenzen zum Fluch
der Dimension Gesagte natiirlich auch hier.
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Tab. 2.1 Beziige zwischen Instrumentarium und Anwendungsszenarien: e steht fiir einen starken,
o fiir einen schwécheren Bezug

Diskrete Hohere Stochastik Numerik
Strukturen Mathematik
3 Spieltheorie o
4 Gruppenentscheidungen °
5 Zeitplane ° o
6 Wiener-Prozesse °
7 Verkehr makroskopisch ° °
8 Verkehr mikroskopisch ° o
9 Verkehr stochastisch ° o °
10 Populationsdynamik ° .
11 Regelung ° °
12 Chaostheorie . .
13 Molekulardynamik ° °
14 Wirmeleitung ° .
15 Stromungsmechanik ° °
16 Computergraphik ° o °

2.5 Beziige Instrumentarium - Anwendungen

In diesem abschlieflenden Abschnitt des Kapitels 2 fassen wir in kompakter Form die Be-
ziige zwischen einerseits den zuvor angesprochenen Methodenapparaten und andererseits
den in den folgenden Kapiteln thematisierten Anwendungsszenarien zusammen. Die Zu-
sammenstellung in Tabelle 2.1 soll dabei mehrere Zwecke erfiillen: erstens im Vorwirts-
Sinn aufzuzeigen, wo ein bestimmtes Instrumentarium zur Sprache kommen wird; zwei-
tens im Riickwirts-Sinn aufzuzeigen, welche Grundlagen fiir eine bestimmte Anwendung
erforderlich sind; und drittens nochmals die Bandbreite und Relevanz des Spektrums an
Instrumentarien zu unterstreichen, die auf dem Gebiet der Modellbildung und Simulation
zum Einsatz gelangen - in diesem Buch, aber auch grundsitzlich.

Am Beispiel der stochastischen Verkehrssimulation aus Kap. 9 sei kurz erldutert, wie die
Tabelleneintrige zustande kommen und zu deuten sind. In Kap. 9 wird mit Graphen mo-
delliert, einem zentralen Instrumentarium der diskreten Mathematik. Mit der Formel von
Little spielt eine Bilanzgleichung eine Rolle, die mit analytischen Mitteln hergeleitet wird.
Schlief3lich klingt bereits im Titel die Relevanz der Stochastik (Verteilungen, stochastische
Prozesse) sowie der Statistik (Tests) an.



Teil |

Spielen - entscheiden - planen:
Ein Warm-up zur Modellierung

Einleitung

In diesem Teil sind als Einstieg in die Modellbildung Beispiele zusammengestellt, bei de-
nen Handlungsmoglichkeiten formalisiert werden, um daraus Erkenntnisse {iber optimales
Handeln zu gewinnen. Wir beschiftigen uns zunéchst mit einigen klassischen Problemen
der Spieltheorie, dann mit der Frage, wie in einer Gruppe aus den Meinungen der Indi-
viduen moglichst gerecht eine Entscheidung der Gruppe gefunden werden kann, mit der
Erstellung optimaler Zeitpline und schlieSlich mit dem Umgang mit zufilligen Prozessen.

Neben dieser thematischen Gemeinsamkeit war das wesentliche Auswahlkriterium der
Beispiele, dass mit tiberschaubarem Aufwand der Prozess der Modellbildung exemplarisch
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veranschaulicht werden kann. Dies gilt einerseits in mathematischer Hinsicht, da das In-
strumentarium noch weitgehend elementar ist (mit Ausnahme einiger Elemente aus der
Stochastik), insbesondere bleiben Differentialgleichungen in diesem Teil noch auflen vor.
Andererseits gilt dies auch fiir den benétigten Rechenaufwand - die Beispiele lassen sich
mit Papier und Bleistift oder hochstens mit ein paar Zeilen Programmcode nachvollziehen.
Mit diesem Ziel im Blick wurden bewusst méglichst einfache Beispiele ausgewdhlt; in den
behandelten Themenbereichen gibt es natiirlich auch Fragestellungen, die sehr aufwindi-
ge mathematische Verfahren (etwa in der Finanzmathematik) und grofien Rechenaufwand
(etwa in der kombinatorischen Optimierung bei der Zeitplanerstellung) erfordern, die in
unserer Betrachtung nur angedeutet werden kénnen.

In diesem Sinne beginnen wir nun mit der Modellbildung, indem wir Ausschnitte aus
der - im Beispiel vielleicht ab und an etwas kiinstlichen - Realitdt in formale Modelle um-
setzen.



Spieltheorie

Als Einstieg in die Modellbildung (Simulation wird hier noch praktisch keine Rolle spielen)
betrachten wir strategische Spiele. Vor einer formalen Definition sehen wir uns zunichst
zwei berithmte Beispiele an:

o Das Gefangenendilemma: Die Bankrauber A und B werden verhaftet. Da der Staatsan-
walt ihnen ohne Gestdndnis nur unerlaubten Waffenbesitz nachweisen kann (je drei
Jahre Strafe), macht er jedem von ihnen (unabhéngig voneinander und ohne Méglich-
keit, dass die beiden noch eine Verabredung treffen konnen) das Angebot, ein Gestind-
nis abzulegen und - sofern der andere weiterhin leugnet — als Kronzeuge mit einem
Jahr davonzukommen, wihrend der andere die volle Strafe (hier seien das neun Jahre)
bekommt. Sollten aber beide gestehen, bekommen beide sieben Jahre. Was sollen die
beiden tun, um moglichst giinstig davonzukommen?

o Der Kampf der Geschlechter (Battle of the Sexes): Hier wollen sich die Partner A und B
treffen, und zwar entweder beim Fuf3ballspiel - das ist die Vorliebe von A - oder zum
Einkaufen, was B bevorzugt (die Verteilung der Rollen sei ganz Ihnen iiberlassen). Lei-
der haben sie vergessen, auszumachen, welcher der beiden Treffpunkte denn nun gelten
soll. Fiir beide Partner gilt: Am liebsten sind sie mit dem Partner am (eigenen) Lieb-
lingsort, am wenigsten gerne sind sie alleine (selbst wenn das an ihrem Lieblingsort ist),
und die Moglichkeit ,,Mit dem Partner an dessen Lieblingsort® rangiert in der Mitte zwi-
schen den beiden Extremen. Sie haben keine Méglichkeit zur Kommunikation, miissen
also unabhingig entscheiden, ob sie ins Einkaufszentrum oder ins Stadion fahren. Was
sollen sie tun?

Diese beiden Beispiele lassen schon erkennen, was die Spieltheorie vom Standpunkt ei-
ner Einfithrung in die Modellbildung attraktiv macht: Einerseits sind die Probleme noch
so bersichtlich, dass sie schnell erklirt sind und gewonnene Aussagen leicht iiberpriift
werden konnen, andererseits scheinen Abstraktion und Formalisierung schon lohnend zu
sein: Woran liegt es denn, dass bei den beiden Problemen die Entscheidungsfindung ganz

H.-J. Bungartz et al., Modellbildung und Simulation, eXamen.press, 81
DOI 10.1007/978-3-642-37656-6_3, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2013



82 3 Spieltheorie

unterschiedlich ablduft? Sicher nicht an der Einkleidung in unterschiedliche Geschichten.
Die sollten wir schnell zugunsten einer formalen (mathematischen) Notation aufgeben, um
dann das auf die wesentlichen Elemente reduzierte Problem zu verstehen. Nur dann haben
wir die Moglichkeit, mit verniinftigem Aufwand zu analysieren, was fiir Fille eigentlich
iberhaupt auftreten kdnnen, und was jeweils verniinftiges Handeln ist. Die Aussagen dar-
iiber sind (solange sie sich auf das Modell beziehen) von mathematischer Exaktheit und
lassen keinen Raum fiir den Zweifel, der einem meistens bleibt, wenn man solche Aufga-
ben durch Knobeln zu 16sen versucht.

Im Rahmen der Analyse wird sich auch ein eher unintuitives Vorgehen (die gemisch-
ten Strategien) ergeben, das fiir gewisse Probleme einen Ausweg aus dem Entscheidungs-
dilemma zeigt. Auch dies ist ein Nutzen der Modellbildung, ohne die diese Moglichkeit
keineswegs naheliegend (und erst recht nicht als verniinftig erkennbar) wire.

Das in diesem Kapitel verwendete mathematische Instrumentarium ist grofitenteils ele-
mentar, nur im Rahmen der gemischten Strategien im Abschn. 3.6 werden einige grund-
legende Dinge aus der Stochastik verwendet (Erwartungswert diskreter Zufallsvariablen,
Unabhingigkeit; vgl. Abschn. 2.3.2).

3.1 Spielein strategischer Normalform

Also bauen wir nun einen formalen Rahmen, mit dem wir die beiden Beispiele beschreiben
kénnen, aber natiirlich auch allgemeinere Situationen, in denen die Beteiligten zwischen
verschiedenen Moglichkeiten auswihlen konnen und versuchen, den aus den Moglichkei-
ten jeweils resultierenden Nutzen zu maximieren.

Eine Bemerkung vorab, um im Folgenden nicht immer wieder darauf hinweisen zu miis-
sen: Da wir die Spieltheorie nicht um ihrer selbst willen studieren, sondern als Beispiel fiir
Modellbildung, beschranken wir uns auf ein sehr enges Teilgebiet. Auf mogliche Verall-
gemeinerungen oder alternative Ansétze wird nur am Rand eingegangen werden; als Ziel
haben wir einige interessante Beispiele, die nicht trivial, aber noch tiberschaubar sind, und
keinen umfassenden Abriss der Spieltheorie.

Beginnen wir die Modellierung bei den Beteiligten, die hier unabhingig von ihrer Si-
tuation (Gefangener, Partner, ...) Spieler heiflen — deren Modell ist sehr einfach, weil sie
zunéchst keine weiteren Eigenschaften haben, also brauchen wir nur Bezeichner: Die Spie-
ler sollen bei uns immer A und B heiflen.

Die Handlungen, die ein Spieler ausfiithren kann (gestehen, leugnen, ins Stadion gehen,
zum Einkaufen gehen, ...) heiflen Strategien und werden ebenfalls auf Namen reduziert -
was die Handlung ist, ist irrelevant, wichtig sind nur die Konsequenzen aus der gewahlten
Strategie. Jeder Spieler X € {A, B} habe eine (endliche oder unendliche) Menge Sx von
Strategien, die Strategiemenge des jeweils anderen Spielers bezeichnen wir mit S_yx, also
S_4 = Spund S_p := S4. Diese Schreibweise wird hilfreich sein, wenn sich die Spieler
Gedanken iiber ihren Mitspieler machen werden. In beiden obigen Beispielen war S4 = Sp,
im Allgemeinen haben die beiden Spieler aber unterschiedliche Strategien zur Auswahl.
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Ein Spiel heifit endlich, wenn S, und Sp endlich sind, in diesem Fall seien n4 := |S4|
und np := |Sp| die Zahl der jeweiligen Strategien, die dann durchnumeriert seien: S, :=
{a,...,a,,} und Sp := {by,...,b,,}. Bisher hatten wir nur Beispiele fiir endliche Spiele,
eine Strategie kann aber z. B. auch einer Menge eingesetzten Kapitals entsprechen und eine
kontinuierliche Grofle sein. In allen hier behandelten Beispielen fiir endliche Spiele wird
die Zahl der Strategien klein sein, um die Darstellung nicht ausufern zu lassen, selbstver-
standlich konnen die Strategiemengen aber auch sehr grof$ sein.

Nun kann das Spiel stattfinden: A wihlt eine Strategie aus S5 und B wihlt eine Strate-
gie aus Sp, das Spiel wird also modelliert als Auswahl eines Elements aus der Menge aller
Strategienpaare S := S4 x Sp.

Zu jedem Spielausgang, also zu jedem s € S, soll jeder Spieler X seinen Nutzen bewerten
kénnen mittels einer Auszahlungsfunktion uy : S — R. In einem Spiel im umgangssprachli-
chen Sinn konnte das ein Geldgewinn sein, das ist aber auch schon problematisch, weil z. B.
gewonnene € 100 subjektiv einen ganz unterschiedlichen Wert haben kénnen, je nachdem,
ob der andere Spieler € 100 000 gewonnen hat oder leer ausgeht. Die Auszahlungsfunkti-
on soll die gesamte Einschitzung des Spielausgangs durch den Spieler wiedergeben und ist
daher meist nicht einfach festzulegen.

Im Fall endlicher Spiele kann man uy tiber Nutzenmatrizen (Auszahlungsmatrizen) dar-
stellen als UX € R™*"& mit Ufj := ux(a;, b;j), oft auch zur Bimatrix UAB mit U{}f =

(U, U};) zusammengefasst. Ein Beispiel fiir eine Nutzenmatrix (n4 = 2, np = 3):

UAB _ ( (30,0)  (20,20) (10,0)) '

(40,30)  (0,0)  (0,40) (3.1)

Im Fall der Darstellung durch eine Nutzenmatrix wihlt Spieler A also die Zeile aus (er heifst
deshalb auch Zeilenspieler), z. B. Zeile 1, Spieler B die Spalte (Spaltenspieler), z. B. Spalte 3,
der Nutzen von A ist dann u4(1, 3) = 10, der Nutzen von B ist u(1,3) = 0.

Im Fall des Gefangenendilemmas kann man die Jahre Gefingnis als Maf3 fiir den nega-
tiven Gewinn nehmen und bekommt die Nutzenmatrix

((—7,—7) (—1,—9))

(-9,-1) (-3,-3) (3-2)

beim ,, Kampf der Geschlechter kann man dem Wunschergebnis vielleicht den Wert 20
geben, das mittlere Ergebnis mit 10 und das schlechteste mit 0 bewerten; das ergibt die

Nutzenmatrix
(20,10)  (0,0)
( (0,0) (10,20)) : (3:3)

Ein wichtiger Spezialfall sind die Nullsummenspiele, bei denen fiir alle s € S gilt u,(s) =
~up(s), also im Fall endlicher Spiele U# = —UP: Bei jedem Spielausgang wechselt ein
Geldbetrag von einem Spieler zum Gegner. In diesem Fall reicht die Angabe von U* als
Nutzenmatrix, A heifit dann auch Gewinnspieler und B Verlustspieler — wobei Gewinne
und Verluste natiirlich auch negativ sein konnen.
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Die Darstellung eines Spiels {iber Strategiemengen und Auszahlungsfunktionen nennt
man strategische Normalform; diese Darstellung ist machtiger als man vielleicht zuerst
glaubt, da eine Strategie ja auch z.B. eine Zugfolge in einem Spiel sein kann, bei dem
abwechselnd gezogen wird. In diesem Fall werden die Strategiemengen allerdings schnell
unhandlich grof}, und die strategische Normalform ist oft keine zweckmiflige Beschrei-
bungsform mehr.

Wir gehen im Folgenden immer davon aus, dass beiden Spielern die komplette Auszah-
lungsfunktion bekannt ist — man spricht hier von Spielen mit vollstidndiger Information.

Bis jetzt hat die Modellierung nur Aufwand verursacht — den man angesichts der einfa-
chen Beispielprobleme vielleicht fiir iibertrieben halten mag - und noch nichts geholfen.
Das wird sich (allmahlich) dndern, wenn wir nun zum entscheidenden Teil der Modellie-
rung kommen, ndmlich der Frage, wie die Spiele ihre Strategien auswéhlen.

3.2 Spiele ohne Annahmen iiber den Gegner

Eigentliches Ziel unserer Modellbildung sind ja Uberlegungen wie beim Gefangenendilem-
ma, bei denen die Spieler die Reaktion des anderen Spielers in ihre Auswahl einbeziehen
miissen. Als Voriiberlegung betrachten wir aber zunichst den einfacheren Fall, dass B sei-
ne Wahl trifft, ohne sich iiber A Gedanken zu machen (z. B. konnte B die Natur darstellen,
die den Erfolg der Handlungen von A beeinflusst — das Wetter richtet sich nicht wirklich
danach, ob A einen Schirm dabei hat); dieser Umstand ist A auch bekannt.

Dann ist nur die Auszahlungsfunktion u4 von Bedeutung, bzw., da wir uns hier auf
endliche Spiele beschrinken werden, die Nutzenmatrix U := U4

Die einfachste Situation ist das Spiel bei Gewissheit: Falls A weifi, welche Strategie b;
Spieler B wahlt, ist es fiir ihn einfach, seinen Nutzen zu maximieren. Er sucht in der Spalte
jvon U, die B gewihlt hat, ein maximales Element:

Wihle i € {1,..., 14} mit Ui, < max Ui -

1<i<ny

Dies ist noch ein sehr banales Ergebnis, das hier nur aufgefiihrt wird, damit wir uns an die
Notation gewohnen, die im Folgenden wichtig sein wird.

Etwas komplizierter ist das Spiel bei Risiko. Wenn A tiberhaupt keine Information iiber
die Wahl von B hat, hat er schon mehrere Optionen, hier kommt es nun auf die ,,Mentalitit*
des Spielers an.

Ein risikobereiter Spieler kann seine Aktion so wihlen, dass der maximale Gewinn mog-
lich wird. Er bewertet die Aktion a; mit dem hierfiir (fiir ihn) besten Fall max<<,, Uj j:

2 . |
Wiahle 1 € {1,...,n,} mit max U;; = max max Uj;.
1<j<ng ) 1<igng 1<j<ng



3.3 Reaktionsabbildungen 85

Ein vorsichtiger Spieler kann versuchen, den garantierten Gewinn zu maximieren. Er
bewertet die Aktion a; mit dem hierfiir schlechtesten Fall miny¢j<,, U; j:

2 . . ! .
Wihle i € {1,...,n4} mit min U; ;= max min U;; .
1<j<ng > 1<i<ny 1<j<ng

Ein Beispiel: Fiir ny = ng =2 und

0 30
U= (10 10) (3.4)

ergibt sich folgende Wahl:

 Die maximalen Gewinne sind 30 in der ersten und 10 in der zweiten Zeile, der risiko-
freudige Spieler wird also a; wahlen.

 Die minimalen Gewinne sind 0 in der ersten und 10 in der zweiten Zeile, der vorsichtige
Spieler wird also a, wihlen.

Es lassen sich noch weitere Verfahren zur Auswahl einer Strategie konstruieren — z. B.
kann man eine Wahrscheinlichkeitsverteilung unterstellen, nach der B die Strategien b;
auswihlt (man liest etwa den Wetterbericht, bevor man seine Wochenendaktivititen plant,
oder geht, solange man keinerlei weitere Informationen hat, von einer Gleichverteilung
P(b;) = 1/np aus), und die Aktion a; wihlen, bei der Erwartungswert des Gewinns maxi-
mal ist.

Eine Anleitung, welches Verfahren vorzuziehen ist, gibt das Modell aber nicht her. In
diesem Sinne stehen die Ergebnisse dieses Abschnitts im Gegensatz zu den folgenden, bei
denen sich Handlungsanleitungen ergeben, die v6llig unabhingig von der Mentalitat oder
sonstigen Eigenschaften der Spieler sind.

3.3 Reaktionsabbildungen

Ab jetzt versuchen beide Spieler gleichzeitig, ihren Gewinn zu maximieren, miissen also
Annahmen tiber das Handeln der anderen Spieler machen.

Dazu ist die Uberlegung hilfreich, was wir tun miissten, wenn wir wiissten, dass der
Gegner eine bestimmte Wahl y € S_y trifft. Die Reaktionsabbildung beschreibt genau das,
denn sie bildet y auf die Menge aller x € Sx ab, die optimal sind, wenn der andere Spieler
y wihlt:

rx:S_x => P(Sx),y~ {x €Sx:ux(%,y)= mgtxux(x,y)} ,
x€Sx

Die Abbildung bildet in die Potenzmenge von Sx ab, weil ja mehrere Strategien optimal sein
kénnen; im Fall von unendlichen Strategiemengen ist nicht von vornherein klar, dass das
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Maximum angenommen wird, rx(y) also nie leer ist — das soll im Folgenden aber immer
vorausgesetzt sein.
Das Spielen unter Gewissheit aus Abschn. 3.2 ldsst sich nun mithilfe der Reaktionsab-
bildung neu formulieren: Spieler A wihlt ein Element 7 € r4(b ;) aus (j kennt er ja).
Aus den beiden Abbildungen r, und rg setzen wir die Gesamt-Reaktionsabbildung r
zusammen als
r:S—>P(S),(a,b) = ra(b) xrg(a),

die einem Strategienpaar (a,b) also alle die Strategienpaare zuordnet, bei denen A eine
optimale Antwort auf b und B eine optimale Antwort auf a wihlt. Zur besseren Vorstel-
lung kann man kurz annehmen, dass 74 (b) und rg(a) einelementig sind, dann ist es auch
r(a,b), es enthilt das Paar aus den beiden Strategien, die A und B gerne genommen hit-
ten, wenn sie geahnt hitten, was der Gegner tut. Wichtig ist, sich hier klar zu machen, dass
tiber den Gewinn ux(r(a, b)) im Fall, dass beide die Strategie wechseln, nichts ausgesagt
ist, der kann auch geringer ausfallen als in der Ausgangssituation (a, b).

Zur Darstellung der Reaktionsabbildung bei einem endlichen Spiel kann man in der
Nutzenmatrix U in jeder Spalte j die Ufj markieren, fiir die a; € r4(b;), also eine beste
Antwort auf b; ist, und entsprechend in jeder Zeile i die U} ; markieren, fiir die b; rg(a;),
also eine beste Antwort auf a; ist, etwa so:

s_ (0,20 (30,20)
v ((m,o) (10,@) (3.5)

in einem Beispiel mit r4(b;) = {ax}, ra(b2) = {a1}, rp(a1) = {b1, by} und rg(a,) = {b,}.
Als kontinuierliches Beispiel betrachten wir ein Nullsummenspiel mit

Sa=8Sp=[0,1]und uy(a,b)=2ab-a-b, (3.6)

alsoug(a,b) =a+b-2ab.
Das ergibt die Reaktionsabbildungen

{o} firb<4 {1} fira<?
ra(b)=4[0,1] furb=1, rg(a)=4[0,1] fira=1
{1 firb>4 {0} fira>1.

3.4 Dominante Strategien

Nun kénnen wir Spiele betrachten, bei denen beide Spieler gleichzeitig agieren, aber die
Uberlegungen, die der jeweils andere vermutlich anstellt, in ihre eigenen einbeziehen. Sie
wissen also nicht, welche Strategie der andere wihlt, kennen aber die in der Auszahlungs-
funktion beschriebenen Voraussetzungen, unter denen er seine Wahl trifft. Unter diesen
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Spielen gibt es wieder solche, deren Analyse sehr einfach ist: Wenn ein Spieler X eine Stra-
tegie x besitzt, die fiir alle y € S_x beste Antwort ist (x € rx(y) fiir alle y), kann er ohne
weitere Uberlegungen einfach diese Strategie wihlen. So eine Strategie heif3t dominante
Strategie.

Im Gefangenendilemma ist ,,gestehen® fiir beide Spieler eine dominante Strategie:

s ((=7,=7) (=1,-9)
ut ‘((—9,—_1> (—a—s))’

denn unabhingig von der Strategie, die der andere Spieler wihlt, ist ,,leugnen® niemals
glnstiger als ,,gestehen®. Somit ist das Gefangenendilemma ein nicht besonders interessan-
ter Fall; rational handelnde Spieler wihlen offensichtlich das Strategienpaar (a;, by ) mit der
Auszahlung -7 fiir jeden.

Fiir diese Erkenntnis hitte man das Modell noch nicht gebraucht, da wiren wir auch
durch ein wenig Nachdenken drauf gekommen - richtig niitzlich wird es erst in den Fillen
werden, in denen es keine dominanten Strategien gibt. Es ist aber schon jetzt hilfreich, um
einen Einwand zu betrachten, der gegen diese Losung naheliegt (und von dem das Pro-
blem eigentlich lebt): Es ist wenig plausibel, dass rationales Handeln zu dem weniger guten
Ergebnis fiihrt als die Auszahlung (-3, —3) bei Wahlvon (a,, b, ). Sollen sie nicht doch bei-
de leugnen und hoffen, dass der andere die gleiche Idee hat? Das ist hier, wo jeder Spieler
nur seinen eigenen Nutzen optimieren will, nicht der Fall: Auch wenn der Komplize leug-
net, fahren wir mit einem Gestdndnis besser — das ist schliefilich eine dominante Strategie.
Aber der gestandige Ganove muss doch, wenn sein Komplize nach 9 Jahren wieder frei ist,
dessen Rache fiirchten? Wenn das so ist, dann muss der erwartete Schaden in der Nutzen-
matrix berticksichtigt werden — und damit sind wir bei einem wesentlichen Punkt bei der
Modellbildung: Die Aussagen, die wir bekommen, sind eben Aussagen {iber das Modell,
nicht iiber die Wirklichkeit. Wenn die Nutzenmatrix so aussieht wie bei uns, dann ist ein
Gestindnis die rational richtige Wahl - ob die Nutzenmatrix aber so stimmt, konnen wir
aus dem Modell heraus nicht erkennen.

Betrachten wir noch kurz Fille, die mit dem Konzept dominanter Strategien zu l9sen
sind, ohne dass es fiir beide Spieler dominante Strategien gibt. In Spielen, in denen nur ein
Spieler eine dominante Strategie besitzt, kann man diese Strategie als gewahlt betrachten
und ist fir den anderen Spieler in der Situation ,,Spiel bei Gewissheit®; diese Spiele sind
also ebenfalls leicht zu l6sen. Ein Beispiel ist das Nullsummenspiel mit Nutzenmatrix

4 (20 30
vt= ( 10 0)’°
also mit dominanter Strategie g, fiir A, aber ohne dominante Strategie fiir B. Spieler B kann
also handeln wie beim Spiel bei Gewissheit (dass ein rational handelnder A die Strategie a,
wihlt) und wihlt Strategie b;.

Ahnlich 16sen oder zumindest reduzieren lassen sich Spiele, bei denen eine oder mehr
Strategien x; von einer anderen Strategie x; in dem Sinn dominiert werden, dass x; bei
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keiner Strategie des anderen Spielers schlechter, bei wenigstens einer aber echt besser ist als
Xk. In diesem Fall kann man die Strategie xj aus dem Spiel eliminieren und das reduzierte
Spiel weiter untersuchen.

Interessanter sind aber die Fille, in denen es keine dominierenden Strategien gibt, die
die Spieler also zunichst in ein echtes Dilemma schicken.

3.5 Nash-Gleichgewichte

Wir hatten schon zwei Beispiele fiir Spiele ohne dominante Strategien, ndmlich den ,, Kampf
der Geschlechter” und das Spiel aus (3.1):

e _ ((30,10) (20,20)  (10,0)
’((@,30) (0,0) (0,@))’

an dem wir nun das Prinzip eines Gleichgewichts studieren werden.

Betrachten wir dazu das Strategienpaar § := (aj, by) mit Uj*} = (20,20), das sich da-
durch auszeichnet, dass sowohl a; optimale Antwort auf b, ist (a; € r4(b;)) als auch b,
optimale Antwort auf a; ist (b, € rz(a;), zusammen also § € r(§)).

Vereinbaren nun die Spieler, § zu spielen, so hat A wegen a; € r4(b,) keinen Grund, die
Strategie zu wechseln - solange B die Vereinbarung einhilt, konnte er sich dadurch nur ver-
schlechtern. Umgekehrt hat aber auch B wegen b, € rp(a;) keinen Grund, die Strategie zu
wechseln: Rationale Spieler werden (aus Eigennutz, also allein durch das Spiel begriindet)
die Vereinbarung einhalten. Ein Strategienpaar $ € S mit § € r(§) heif$t Nash-Gleichgewicht.

Im Beispiel ist eine vorherige Vereinbarung tibrigens nicht nétig, weil (a;, b,) der ein-
zige Gleichgewichtspunkt ist, beide Spieler konnen also allein aus der Nutzenmatrix ihre
Aktion bestimmen.

Eine andere Charakterisierung eines Gleichgewichtspunkts (4, b) als

A

VbeSg:up(ab)>up(a,b) und VYaeSy:us(ab)>uy(a,b)

folgt direkt aus der Definition der Reaktionsabbildung; im Fall eines Nullsummenspiels
(up(a,b) = —uu(a, b)) kann man die erste Bezeichnung umschreiben zu

Vb eSp:us(d, b)>us(a,b).
Beide Bedingungen zusammen lesen sich dann als
VaeSybeSgiua(a,b)>ua(a,b)>us(a,b),
daher heif3t der Gleichgewichtspunkt in diesem Fall auch Sattelpunkt.

Ein Strategienpaar aus dominanten Strategien ist offensichtlich immer ein Gleich-
gewichtspunkt, und durch das Eliminieren dominierter Strategien kénnen keine neuen
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Gleichgewichtspunkte entstehen - daher findet man auf der Suche nach Gleichgewichten
auch alle Losungen, die wir mit den Methoden aus Abschn. 3.4 bestimmen konnten.

Wenn nun eine Aussage der Art ,,Jedes Spiel besitzt genau einen Gleichgewichtspunkt®
existierte, wire das Problem vollstindig gelost. Leider ist das nicht der Fall, daher miissen
wir uns noch Gedanken iiber Spiele machen, bei denen das nicht erfiillt ist.

Beim ,, Kampf der Geschlechter® gibt es zwei Gleichgewichtspunkte:

UAB — ((E,m) (0,0) )
(0,0)  (10,20))

Hier ist zwar eine Absprache moglich, bei der kein Spieler Grund hat, sie nicht einzuhalten,
aber ohne Kommunikation gibt es keinen Grund, eins der beiden Gleichgewichte vorzu-
ziehen. Im Allgemeinen ist dieses Problem schwer zu losen - in einigen Fillen kann man
die Gleichgewichtspunkte noch weiter klassifizieren und in mehr oder weniger attraktive
unterscheiden; im speziellen Beispiel ist das wegen der Symmetrie der Situation aber nicht
mdoglich. Dafiir wird im néchsten Abschnitt die Methodik, die eigentlich fiir Spiele ganz

ohne Gleichgewichtspunkt konstruiert werden wird, auch eine Losung fiir dieses Problem
liefern.

3.6 Gemischte Strategien

Das Nullsummenspiel mit der Nutzenmatrix

.
-5 5
besitzt kein Nash-Gleichgewicht: Es kann immer einer der beiden Spieler durch Strategie-
wechsel seinen Nutzen (zulasten des anderen Spielers) vergrofiern.

Da keine Strategie irgendwelche Vorteile bietet, konnten die Spieler auf die Idee kom-
men, dass jeder einfach zufillig eine von beiden auswihlt — und dieser Ansatz wird uns
einen Gleichgewichtspunkt liefern.

Die Spieler spielen nun ein modifiziertes Spiel: Jeder Spieler wahlt nicht mehr eine Stra-
tegie x; oder x, aus Sy, sondern eine Wahrscheinlichkeit 0 < px < 1, mit der er Strategie
x1 wiahlt (entsprechend wihlt er x, mit der Wahrscheinlichkeit 1 — px). Die neuen Strate-
giemengen sind also Sy := [0, 1], die gewihlten Wahrscheinlichkeiten px heiflen gemischte
Strategien. Als Auszahlung iix wird der Erwartungswert von ux betrachtet.

Weil beide Spieler ihre Auswahl unabhingig treffen, gilt:

. B B X Ps
UX(PA’PB)—E(”X)—(PA’ l_pA)U (l_pB)
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(Ausmultiplizieren ergibt eine Summe, in der die Uffj mit der zugehorigen Wahrschein-
lichkeit des Eintretens gewichtet werden), im Beispiel also

aA(pA:pB) = ZOPAPB _IOPA — IOPB +5),
ﬁB(pA,pB) = _ZOPAPB + IOPA + IOPB -5.

Es ergeben sich dieselben Reaktionsabbildungen wie in (3.6):

{0} fﬁrpB < % {1} fﬁl‘pA < %
;‘A(pB) = [0, 1] fﬁrpB = % 5 fB(pA) = [0,1] fﬁl‘pA = %
{1} fﬁrpB > % {0} fﬁl‘pA > % .

Die Graphen der Reaktionsabbildungen schneiden sich im Punkt § := (%, %), der somit
Gleichgewichtspunkt des neues Spiels ist.

Die Vereinbarung konnte also lauten: ,,Jeder wirft eine Miinze und macht davon sei-
ne Entscheidung abhingig“. Nun hat keiner der Spieler einen Anreiz, von dieser Strategie
abzuweichen. Diese Konstruktion nennt man die gemischte Erweiterung eines Spiels, man
kann zeigen, dass hierfiir immer ein Gleichgewichtspunkt existiert.

Beim ,,Kampf der Geschlechter® hat die gemischte Erweiterung neben den Gleichge-
wichtspunkten (0, 0) und (1,1), die den beiden Gleichgewichtspunkten des Ausgangsspiels
entsprechen (solche Strategien mit Wahrscheinlichkeiten 0 oder 1 nennt man reine Strate-
gien), noch einen weiteren, namlich (2/3,1/3), wie man durch ganz dhnliche Rechnung
sieht. Somit konnte eine Verabredung fiir den Fall, dass man wieder einmal vergessen hat,
den Treffpunkt zu vereinbaren, folgendermaflen lauten: ,,Jeder wiirfelt. Bei drei oder mehr
Punkten geht man zu seinem eigenen Lieblingsort, andernfalls zu dem des Partners.“ Hier
hat wieder keiner der Spieler einen Grund, von der Vereinbarung abzuweichen, aber — im
Gegensatz zu den beiden Gleichgewichtspunkten in reinen Strategien ,,Wir gehen in die-
sem Fall immer ins Stadion® und ,,Wir gehen in diesem Fall immer zum Einkaufen® - es
kann sich jetzt kein Spieler benachteiligt fithlen. Allerdings hat diese Losung auch einen
gravierenden Nachteil: Die erwartete Auszahlung ergibt sich bei jedem zu 20/3, also unter
dem Wert von 10, den man bekommt, wenn man den fiir einen selbst weniger giinstigen
Gleichgewichtspunkt in reinen Strategien akzeptiert. Ein besseres Vorgehen wire hier, sich
mittels eines Miinzwurfs (vorab, solange noch Kommunikation méglich ist) auf einen der
beiden Gleichgewichtspunkte in reinen Strategien festzulegen. Dieses Konzept der korre-
lierten Strategien soll hier aber nicht weiter verfolgt werden.

3.7 Ausblick

Statt die Spieltheorie weiter zu verfolgen, betrachten wir die Ergebnisse der vorigen Ab-
schnitte nun vom Standpunkt des Modellierers aus, der aus dem informell gegebenen Pro-
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blem ein mathematisches Modell entwickelt hat. Zwei Fragen stellen sich hier: Was bringt
uns die Modellbildung? Und wie zuverléssig sind die erzielten Ergebnisse?

Der Vorteil des mathematischen Modells, der schon bei unseren einfachen Beispielen
deutlich geworden sein sollte, ist, dass das Modell wesentlich besser zu analysieren ist als
das Ausgangsproblem - das Konzept eines Gleichgewichts etwa ist in der mathematischen
Notation viel besser zu fassen als in sprachlicher Umschreibung. Wir hatten gesehen, dass
Vorhandensein und Ausprigung von Gleichgewichtspunkten strategische Spiele entschei-
dend bestimmen, und zu dieser Erkenntnis trigt der Prozess der Abstraktion im Sinne
von ,Weglassen des Unwesentlichen erheblich bei: An der Nutzenmatrix lassen sich die
verschiedenen moglichen Fille viel leichter durchspielen als an den in Geschichten einge-
kleideten Problemen. Aus dem Auge verlieren sollte man die Geschichten freilich nicht; die
am Modell angestellten Uberlegungen werden oft vom Ausgangsproblem inspiriert und an
ihm auf ihren Sinngehalt gepriift - hier ist etwa das Nachdenken tiber Gleichgewichte und
die Bewertung der Resultate in der Regel leichter, wenn man sich die agierenden Spieler
vorstellt.

Hinsichtlich der Zuverléssigkeit der vom Modell in die Realitat zuriick tibertragenen
Ergebnisse ist zundchst noch einmal die Bedeutung der richtig gewahlten Auszahlungs-
funktion hervorzuheben, die in der Realitdt oft auch von subjektiven Faktoren beeinflusst
und in aller Regel nicht leicht zu bestimmen ist. Dazu noch ein Beispiel: Im Spiel (3.4), das
Spieler A ohne Annahmen iiber das Vorgehen von B spielt, kann man sich die Auszahlun-
gen zunichst als Geldbetrag vorstellen und annehmen, dass der Nutzen proportional zum
gewonnen Betrag bewertet wird. Das ist aber nicht notwendigerweise so: Ein Spieler konnte
den Ausgang auch in Relation zu dem bei eingetretenem b; optimalen Ergebnis sehen, sich
also tiber entgangenen Gewinn drgern. Das entspricht einer modifizierten Nutzenmatrix
U’ mit Eintrigen

Ujj=Uij~ ( max Uk,]-) ,

1<k<ny

die man als Risiko (entgangener Gewinn in Situation b;) interpretieren kann — null steht da-
bei fiir ,,kein Risiko, je kleiner (stirker negativ) der Matrixeintrag, umso grofier das Risiko.
Ein vorsichtiger Spieler kénnte nun eine Aktion mit dem maximalen Risiko minigjc,, U; ;
bewerten, um dieses zu minimieren:
Wihle i € {1,...,n4} mit min U’ 1 max min U,
1<j<ng D1 1gigng1gjgng D)
was dem Vorgehen des vorsichtigen Spielers aus Abschn. 3.2 fiir die modifizierte Nutzen-
matrix entspricht.
Im Beispiel (3.4) ergibt sich die Risikomatrix U’ zu

-10 O
U’ = ,
( 0 —20)
sodass der Risikominimierer hier a; wihlt, um das Risiko auf —10 zu beschrinken. In-
teressanterweise handelt der vorsichtige Spieler bei modifizierter Nutzenmatrix in diesem
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Beispiel genau wie der risikofreudige Spieler bei der urspriinglichen Nutzenmatrix. Da die
Anderung der Auszahlungsfunktion zu einem véllig anderen Ergebnissen fithren kann, ist
bei deren Bestimmung Sorgfalt geboten — wenn die Auszahlungsfunktion nicht stimmt,
sind die am Modell angestellten Uberlegungen natiirlich hinfllig.

Ein weiterer Punkt, den man bei der Beurteilung unserer Ergebnisse diskutieren sollte,
ist die Annahme, dass beide Spieler rational handeln, wodurch wir davon ausgehen konnen,
dass sie eine vereinbarte Strategie eines Gleichgewichts auch umsetzen. Betrachten wir als
Beispiel das Spiel mit Nutzenmatrix

s ((10:10)  (10,0)
((0,10) (&@))'

In der Theorie ist klar, was die Spieler tun miissen: Sie vereinbaren den Gleichgewichts-
punkt (a,, b,) mit der hochsten Auszahlung von 20 fiir jeden. In der Praxis zeigt sich aber,
dass viele Spieler nicht dieses Gleichgewicht wihlen, sondern lieber das Strategienpaar
(a1, by) mit geringerer, aber risikofreier Auszahlung. Obwohl rational handelnde Spieler
keinen Grund haben, von der vereinbarten Strategie (a,, b,) abzuweichen, ist man sich
eben nicht sicher, ob der andere Spieler wirklich rational handelt.

Abschlieflend sei noch einmal darauf hingewiesen, dass die Spieltheorie viel mehr (und
Interessanteres) bietet als diese einfachen Fille, die als Beispiele von Modellen herhalten
mussten. Die Weiterfithrung der Spieltheorie iiberlassen wir aber der Spezialliteratur (z. B.
den Lehrbiichern [8], [34], [42] und [54]) und wenden uns einer anderen Klasse von Pro-
blemen, die modelliert werden wollen, zu.



Gruppenentscheidungen

In diesem Kapitel wird es um Situationen gehen, in denen es verschiedene Moglichkeiten
gibt, die in eine Rangfolge gebracht werden sollen — etwa Parteien bei einer Wahl, Sdnger
bei einem Schlagerwettbewerb oder Varianten der Verkehrsfithrung in einer Stadt.

Zu diesen Moglichkeiten gibt es Ansichten von Individuen (bei der Wahl wiren das
die Wahler, beim Schlagerwettbewerb etwa das Publikum und bei der Verkehrsfithrung
vielleicht alle Verkehrsteilnehmer, vielleicht aber auch die Mitglieder des Gemeinderates).
Aus diesen Ansichten - die sich in der Regel widersprechen werden — soll eine gemeinsame
Rangfolge festgelegt werden, es gibt also ein Wahlgesetz oder eine andere Festlegung eines
Verfahrens, das aus allen mdglichen Rangfolgen eine auswihlt.

In der Regel werden nicht alle mit dieser Auswahl einverstanden sein, und die Un-
zufriedenen konnten nun argumentieren, dass das Verfahren ,,ungerecht® sei, sie werden
vielleicht Beispiele konstruieren, in denen das Verfahren ,.eklatant unsinnig® sei, und es
stellt sich die Frage nach der Bewertung verschiedener Entscheidungsverfahren.

Hier soll dazu der so genannte axiomatische Ansatz verfolgt werden, bei dem Eigen-
schaften von Entscheidungsverfahren aufgestellt werden und gepriift wird, welche Verfah-
ren sie erfiillen (im Gegensatz dazu kénnte man auch Wahrscheinlichkeiten untersuchen
und unerwiinschte Situationen zulassen, wenn sie nur selten genug sind).

Dazu miissen zunichst die Préiferenzen der Individuen modelliert werden, anschlie-
Bend das Entscheidungsverfahren selbst. In diesem Modell werden wir einige Beispiele fiir
Entscheidungsverfahren betrachten und insbesondere Situationen, bei denen es zu uner-
wiinschten Ergebnissen kommt. Dass solche auftreten, wird sich als nahezu unvermeidlich
herausstellen - es ldsst sich namlich beweisen, dass schon mit den hier formulierten An-
forderungen kein Verfahren alle Bedingungen erfiillt, sobald mehr als zwei Moglichkeiten
zur Wahl stehen.

Auch dieses Kapitel kommt mit elementaren mathematischen Dingen aus - Relationen
und ihre Eigenschaften (vgl. Abschn. 2.1) werden eine wichtige Rolle spielen, die wesent-
lichen Definitionen hierzu werden in diesem Kapitel behandelt, sodass keine speziellen
Vorkenntnisse notwendig sind.

H.-J. Bungartz et al., Modellbildung und Simulation, eXamen.press, 93
DOI 10.1007/978-3-642-37656-6_4, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2013
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Abb. 4.1 Rangabbildung: ein Wihler zieht x mit r(x) = 1 vor gegeniiber y; und y, mit r(y) =
r(y2) = 2. Zwischen y; und y; hat er keine Priferenz

4.1 Individualpriferenzen und Gruppenentscheidungen

Wir betrachten eine endliche Menge A von Kandidaten (es ist hierbei natiirlich egal, ob es
sich um Parteien, Sénger, Pldne oder sonst etwas handelt), die von den einzelnen Wihlern
bewertet werden. Spiter soll aus der Gesamtheit dieser Bewertungen eine Entscheidung der
Gruppe konstruiert werden, zundchst fassen wir aber die Bewertung des einzelnen Wéhlers
formal.

Priferenzen, wie sie hier betrachtet werden, entstehen, indem der Wihler jeden Kandi-
daten x mit einer natiirlichen Zahl als Rangnummer r(x) versieht. Fiir zwei Kandidaten
x,y € Asoll nun r(x) < r(y) heiflen, dass x gegeniiber y bevorzugt wird.

Dabei diirfen Kandidaten dieselbe Rangnummer bekommen (wenn in einer Teilmenge
der Kandidaten alle gleich bewertet werden), es sollen alle Rangnummern von 1 bis zur
grofiten vergebenen Nummer k vorkommen:

» Definition 4.1(Rangabbildung) Eine Rangabbildung ist eine surjektive Abbildung r von
der Kandidatenmenge A auf einen Abschnitt {1,...,k} c N.

Angenommen, ein Wahler mochte einen Kandidaten x € A auswihlen, hat aber keine
Priferenzen unter den iibrigen Kandidaten A \ {x}. Dann kann er r konstruieren iiber
r(x) =1lund r(y) = 2 fiir alle y € A\ {x}. Abbildung 4.1 zeigt diese Rangabbildung fiir
eine dreielementige Kandidatenmenge.

Im Weiteren wird es niitzlich sein, diese Préferenzen als Relationen zu beschreiben. Da-
zu erinnern wir uns: Eine Relation R auf A ist eine Menge von Paaren (x, y) von Elementen
aus A, also eine Teilmenge des kartesischen Produkts A x A, wobei man meistens (x, y) € R
mit xRy abkiirzt. Fiir Relationen sind einige Eigenschaften definiert; die fiir dieses Kapitel
bendtigten sind in der folgenden Definition aufgefiihrt.

» Definition 4.2 (Eigenschaften von Relationen) Eine Relation R auf A heifSt
o transitiv, wenn mit xRy und yRz stets auch xRz gilt:
Vx,y,z€ A: (xRy A yRz) = xRz,

o reflexiv, wenn xRx fiir alle x € A gilt,
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 Quasiordnung, wenn R transitiv und reflexiv ist,
o asymmetrisch, wenn nie sowohl xRy als auch yRx gelten kann:

Vx,yeA: xRy = -(yRx),
o konnex (linear), wenn je zwei Elemente vergleichbar sind:

Vx,yeA:xRyv yRx .

Die Rangabbildung definiert eine Praferenzrelation p € A x A iiber
xpy = r(x)<r(y). (4.1)

Diese Relation p ist transitiv und asymmetrisch (weil es die Relation < auf N auch ist). Die
Menge aller so iiber eine Rangabbildung darstellbaren Relationen auf A heifle

Py :={p c Ax A: p erfiillt (4.1) fiir eine Rangabbildung r} .

Man kann zu der Relation auch alle die Paare hinzunehmen, bei der beide Kandidaten
gleichen Rang haben und erhalt

xptyrer(x)<r(y). (4.2)

Diese Relation p* ist transitiv und reflexiv (also eine Quasiordnung) und zusitzlich konnex
- wiederum, weil die zugehorige Relation < auf N diese Eigenschaften hat. Es gilt offensicht-
lichpcp*cAxA.

Fiir das Beispiel von oben (A = {x, y1,y2}, r(x) =1, r(y1) = r(y2) = 2) sehen die
Relationen p und p* im Bild so aus — das Feld in Zeile i und Spalte j ist genau dann markiert,
wenn ipj (links) bzw. ip*j (rechts):

p X N » Pt x o
X X X X X X X
}/1 )’1 X X
yz yz X X

Auch ohne die Rangabbildung r zu kennen, kann man aus gegebenem p das zugehorige p*
bestimmen und umgekehrt, da

xpy < =(yp*x)
gilt (die Relationen p und p* sind zueinander invers-komplementir).

Analog zu der Menge P4 definieren wir nun die Menge

Pl :={p* c Ax A:p” erfiillt (4.2) fiir eine Rangabbildung r} .



926 4 Gruppenentscheidungen

Xpy e rx) <ry)

invers- &

, 0%y
komplementér ¢ 7Y e p*y

yp¥*x:ory) <rkx)

Abb. 4.2 Die durch die Rangabbildung r definierten Relationen p und p*

Offenbar enthilt P} nur konnexe Quasiordnungen; man tiiberlegt sich leicht, dass es auch
alle konnexen Quasiordnungen auf A enthélt, denn wir kénnen eine endliche Menge, die
mit einer konnexen Quasiordnung versehen ist, nach dieser sortieren und hierdurch eine
zugehorige Rangabbildung konstruieren. Ferner sieht man, dass diese Zuordnung von Ran-
gabbildungen zu konnexen Quasiordnungen eindeutig ist: Verschiedene Rangabbildungen
erzeugen verschiedene Relationen (genau dazu wurde die Surjektivitdt von Rangabbildun-
gen gefordert). Insgesamt gibt es also eine Eins-zu-eins-Beziehung (Bijektion) zwischen der
Menge aller Rangabbildungen und der Menge P} der konnexen Quasiordnungen auf A.

Wir haben nun drei verschiedene, aber dquivalente Modelle der Priferenzen eines Indi-
viduums in Bezug auf die Kandidatenmenge A: tiber die Rangabbildung r, tiber die asym-
metrische Relation p und tiber die konnexe Quasiordnung p*.

Verschiedene dquivalente Modelle eines Sachverhalts zu haben, kann durchaus niitzlich
sein — man kann sich je nach Bedarf das zweckmifligste heraussuchen. Im Abschn. 4.3
werden z. B. Forderungen an Auswahlverfahren tiber die Relation p formuliert, weil das
fiir den angestrebten Zweck (den Satz von Arrow zu formulieren) am handlichsten ist. Zum
Vorstellen und Visualisieren ist hingegen oft die Rangabbildung am geeignetsten (mit Ran-
gabbildungen arbeiten wir ja stindig beim Studium des Sportteils der Zeitung).

Bis hierher sind bei der Modellierung keine prinzipiellen Schwierigkeiten aufgetreten;
die stellen sich erst ein, wenn man versucht, aus den Priferenzen mehrerer Individuen ei-
ne Priferenz der Gesamtheit zu bilden — wenn dabei einige, noch naher zu definierende
Grundregeln eingehalten werden sollen.

Vorerst definieren wir die Wihlermenge, indem wir die Individuen einfach von 1 bis n
durchnummerieren, als eine Menge

I:={1,...,n}.

Ein Entscheidungsverfahren bekommt als Eingabedaten nun die n Priferenzen der Wih-
ler und berechnet daraus mittels einer kollektiven Auswahlfunktion

K:PX:PAXPAX...XPAQPA

eine Praferenz der Gesamtheit.

Im Folgenden werden Beispiele fiir Entscheidungsverfahren untersucht, wir werden da-
bei wiinschenswerte und unerwiinschte Eigenschaften kennen lernen und darauthin For-
derungen an zuldssige Entscheidungsverfahren aufstellen (die sich leider im Allgemeinen
als unerfiillbar erweisen werden).
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Zwei wesentliche (und nichttriviale) Bedingungen sind schon in der Definition ver-
steckt, verdienen aber noch eine explizite Erwdahnung:

o Als Abbildung muss K total sein (jedem Element des Definitionsbereichs ein Bild zu-
ordnen), es sind also beliebige Kombinationen beliebiger Praferenzen aus P4 zugelassen.

« Das Ergebnis muss ebenfalls wieder eine Relation in P4 sein (das stellt sich, wie wir
gleich sehen werden, keinesfalls automatisch ein).

4.2 Beispiele fiir Entscheidungsverfahren

Das im vorigen Abschnitt entwickelte Modell firr Entscheidungsverfahren kann man nun
nutzen, um unter allen moglichen Verfahren ein besonders gutes auszusuchen. Um den
Spielraum auszuloten, den unser Modell uns dabei lisst, betrachten wir nun zunéchst einige
Auswahlfunktionen bzw. Versuche, Auswahlfunktionen zu konstruieren. Als Ziel stellen
wir uns dabei Verfahren vor, die moglichst ,,gerecht” sind — was das heif3t, definieren wir
nicht formal, sondern verlassen uns vorerst auf unsere Intuition, die uns etwa sagen wird,
dass die ersten beiden der folgenden Verfahren von Gerechtigkeit weit entfernt sind.

Externer Diktator Die einfachsten Funktionen sind die mit konstantem Ergebnis, das also
von den Parametern gar nicht abhéngt, und solche Funktionen sind bisher nicht ausge-
schlossen: Fiir ein beliebiges, aber festes pg € P4 (das man sich als Praferenz eines Diktators
auflerhalb der Wihlermenge vorstellen kann) definiert man

KﬁE(Pl’---’Pn) = PE >

unabhiéngig von den p;.

Das ist offensichtlich eine Abbildung P} — Py, also eine zuldssige Auswahlfunktion.
Ebenso offensichtlich ist aber, dass dieses Verfahren kaum eine Definition von Gerech-
tigkeit erftillen wird — im Abschn. 4.3 werden wir mit der Pareto-Bedingung ein formales
Kriterium konstruieren, das unter anderem einen externen Diktator ausschlief3t.

Interner Diktator Ein anderes Verfahren, das sicher eine zuldssige Priferenz als Ergebnis
liefert, erhilt man, indem ein Wihler d € {1,...n} (den man sich als internen Diktator
vorstellen kann) festgelegt wird, dessen Priferenz das Ergebnis der Auswahlfunktion wird:

K2(pys..spn) = pa > (4.3)

unabhingig von den tibrigen p; mit i # d.

Auch diese Abbildung erfiillt als Abbildung P} — P, die bisherigen Anforderungen an
kollektive Auswahlfunktionen, wird aber auch keiner Definition von Gerechtigkeit stand-
halten. Daher wenden wir uns nun Versuchen zu, die verschiedenen Individualpraferenzen
wverniinftig® zu einer kollektiven Priferenz zusammenzufiihren.
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Abb.4.3 Die Addition der Rangabbildungen ergibt in der Regel keine Rangabbildung, das lasst sich
aber durch ,,Zusammenschieben® leicht reparieren

Rangaddition Da zu jeder Individualpriferenz p; eine Rangabbildung gehort, liegt es na-
he, aus den Rangnummern der Kandidaten bei den einzelnen Wahlern den Rang in der
kollektiven Préferenz zu bestimmen; am einfachsten geschieht dies, indem man die Rang-
nummern addiert: Die Kandidaten x und y werden nach der Summe ihrer Rangzahlen
bewertet. Dann ist K*(p;, ..., p,) die Relation p mit

xpy <> anri(x) < iri()’) :

i=1

Die Summe )’ r; ist in der Regel keine Rangabbildung (sie muss nicht surjektiv sein), man
sieht aber leicht, dass die so erzeugte Relation p in P, ist (die Forderung von Surjektivitat
stellt nur die Eindeutigkeit der Rangabbildung sicher, vgl. Abb. 4.3). Dieses Verfahren hat
keine offensichtlichen Nachteile - eine genauere Analyse wird aber zeigen, dass es (wie auch
verwandte Verfahren) bei gewissen Kombinationen von Individualpraferenzen unschéne
Ergebnisse liefert. Daher betrachten wir noch zwei andere Versuche, Auswahlfunktionen
zu konstruieren.

Condorcet-Verfahren (Mehrheitsentscheidung) Vergleicht man zwei Kandidaten x und
¥, so gibt es eine Menge von Wihlern {i € I : xp;y}, die x bevorzugen, eine Menge von
Wihlern {i € I : yp;x}, die y bevorzugen, und schlieSlich eine Menge von Wihlern, die
beziiglich x und y indifferent sind (jede der drei Mengen kann selbstverstidndlich auch leer
sein).

Das Condorcet-Verfahren zihlt nun, welcher der beiden Kandidaten mehr Vergleiche
gewinnt. Das gibt die kollektive Priferenzrelation p mit

xpy:|{iel:xp;y}|>|{iel:ypix}|. (4.4)

Dieses Verfahren lasst sich zwar fiir beliebige p; durchfiihren, die so definierte Relation p
ist aber im Fall von mehr als zwei Kandidaten nicht immer transitiv, also nicht immer eine
zulédssige Priferenzrelation aus Pjy.
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Ein Beispiel, bei dem eine nicht transitive Relation auftritt, liefert bereits der Fall mit
drei Kandidaten A = {x, y, z}, drei Wihlern I = {1,2,3} und folgenden Rangabbildungen:

ri(x) ri(y) ri(2)

i=1 1 2 3
i=2 3 1 2
i=3 2 3 1

Nachzihlen ergibt hier im Condorcet-Verfahren xpy, ypz und zpx. Wenn p transitiv wire,
wiirde aus den drei vorstehenden Beziehungen auch xpx folgen, was aber offensichtlich
nicht der Fall ist. Mithin ist p ¢ P,.

Das Condorcet-Verfahren liefert daher, sofern die Kandidatenmenge A mehr als zwei
Elemente enthilt, keine kollektive Auswahlfunktion (solange nur zwischen zwei Kandida-
ten zu entscheiden ist, ist das Verfahren dquivalent zur Rangaddition).

Einstimmigkeit Man kann einen Kandidaten x genau dann vor y setzen, wenn alle Wih-
ler das tun. Das gibt die kollektive Préiferenzrelation

xpy <> Vie{l,...,n}:xp;y. (4.5)

Dieses Prinzip kann man sich als Minimalkonsens der Gesamtheit vorstellen, denn ein
einziger Wihler, der y mindestens so sehr schitzt wie x, fithrt dazu, dass das auch in in der
kollektiven Praferenz passiert:

Jie{l,...,n}:ypix<=3Fie{l,....,n}:=(xp;y)
< =(xpy)
< ypix.

In der Praxis wird dieses Verfahren dazu tendieren, iiberhaupt keine echten Priferenzen
zu erzeugen: Weil fast immer yp*x gilt (irgendwer wird schon dieser Meinung sein), kann
fast nie xpy gelten.

Aufler dieser ,Entscheidungsschwiche® hat das Verfahren auch noch den weiteren
Nachteil, dass (wie beim Condorcet-Verfahren) das Ergebnis p fiir |A| > 2 nicht immer in
Py ist, es liefert also keine kollektive Auswahlfunktion. Ein Beispiel, bei dem das Einstim-
migkeitsprinzip keine Priferenzrelation aus P4 liefert: Es gebe wieder drei Kandidaten,
A = {x, y,z}, und diesmal nur zwei Wihler, I = {1, 2}, mit den Rangabbildungen

ri(x) ri(y) ri(z)
i=1 1 2 3
i=2 3 1 2

Die durch das Einstimmigkeitsprinzip bestimmte Relation p enthélt genau ein Paar: ypz
und es ist p ¢ P4. Um das zu sehen, kann man versuchen, die zugehérige Rangabbildung
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Abb. 4.4 Der Versuch, Einstimmigkeit als Entscheidungskriterium zu verwenden: y muss vor z
platziert werden, x darf weder vor noch nach y und weder vor noch nach z platziert werden. Wir
haben also keine Priferenzrelation aus P4 vorliegen

zu konstruieren, was sich als unmaglich erweist (vgl. Abb. 4.4). Hilfreich ist hier aber auch,
dass wir eine weitere Charakterisierung von P4 haben: die invers-komplementiren Relatio-
nen zu den Relationen aus P, sind genau die konnexen Quasiordnungen. Betrachtet man
zu dem p im Beispiel das zugehorige p*, sieht man schnell, dass es nicht transitiv ist: Es gilt
zp*x und xp*y, aber nicht zp* y. Daher ist p* ¢ P} und somit p ¢ P4.

Man konnte jetzt versuchen, Einstimmigkeit in den p; als Entscheidungsverfahren zu
verwenden (in (4.5) p durch p* und p; durch p} ersetzen), aber dadurch verschirft sich das
Problem weiter: Schon fiir |A| = 2 erhilt man in der Regel keine zulissige Priferenzrelation
mehr. Dies siecht man etwa am Beispiel mit zwei Kandidaten x und y und zwei Wahlern,
von denen der eine x und der andere y (echt) bevorzugt: Die entstehende Relation p* ist
nicht konnex, da weder xp*y noch yp*x gilt.

4.3 Bedingungen an Auswahlfunktionen, Satz von Arrow

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, dass die bisherige Forderung an kollektive Aus-
wahlfunktionen (eine Abbildung P} — P4 zu sein) auch von Verfahren erfiillt wird, die
alles andere als wiinschenswert sind. Daher formulieren wir nun zwei Bedingungen, die
ein ,,gerechtes” Verfahren erfiillen sollte:

o Die Pareto-Bedingung, die fordert, dass die Gesamtheit fiir beliebige Kandidaten stets
durch Einstimmigkeit jede gewiinschte Reihung erzwingen kann,

« und das Prinzip der Unabhdngigkeit von irrelevanten Alternativen, das fordert, dass die
Reihung zwischen zwei Kandidaten nicht dadurch gekippt werden kann, dass Wahler
ihre Préferenz beziiglich eines dritten Kandidaten dndern.

Man kénnte noch mehr Wiinsche an ein Wahlverfahren haben, aber es wird sich herausstel-
len, dass schon mit diesen beiden Forderungen kein annihernd demokratisches Verfahren
mehr moglich ist — das ist die Aussage des Satzes von Arrow.

Pareto-Bedingung (Einstimmigkeit) Einstimmigkeitals hinreichendes und notwendiges
Kriterium (4.5) zu verwenden, hatte sich als unpraktikabel erwiesen. Sinnvoll ist aber die
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Abb. 4.5 Zwei Wihler sind sich einig, dass z hinter x und y einzuordnen ist. Eine kollektive Aus-
wahlfunktion, die die Pareto-Bedingung (4.6) erfiillt, muss auch in der Gruppenentscheidung x und
y vor z platzieren, es kommen also nur die drei rechts dargestellten Ergebnisse infrage

Forderung, dass Einstimmigkeit iiber die Praferenz zwischen zwei Kandidaten hinreichend
dafiir ist, dass die Gruppenentscheidung dieselbe Reihung enthilt, vgl. Abb. 4.5.

» Definition 4.3 (Pareto-Bedingung) Eine kollektive Auswahlfunktion K : P — P, er-
fullt die Pareto-Bedingung, wenn fiir alle p; € P4,i =1,...,n mit p = K(py,...,p,) und
fur alle x, y € A gilt:

(Vie{l,....,n}:xp;y) = xpy. (4.6)

Fordert man die Pareto-Bedingung, scheidet der externe Diktator aus; alle anderen im
Abschn. 4.2 vorgestellten Verfahren erfiillen die Bedingung offensichtlich.

Dass die Bedingung in der Relation p und nicht in der Relation p* definiert ist, ist sinn-
voll, weil nur so die Wihler eine echte Priferenz erzwingen konnen - ersetzt man in (4.6)
wieder p durch p* und die p; durch p;, wiirde das Verfahren, das alle Kandidaten immer
gleich bewertet (r(x) = 1 fiir alle x € A unabhingig von den p;), schon die Bedingung
erfiillen.

Gelegentlich fordert man hingegen eine Verschirfung von (4.6), bei der die Beziehung
xpy bereits gelten muss, wenn auch nur ein Wihler dieser Ansicht ist (3i € {1,...,n} :
xp;y), solange kein anderer Wihler das Gegenteil fordert (Vi e {1,...,n} : xp;y):

(Fie{l,....,n}:xp;y)An(Vie{l,...,n}:xpiy) = xpy. (4.7)

Diese Bedingung wird starke Pareto-Bedingung genannt (und (4.6) im Unterschied dazu
auch schwache Pareto-Bedingung); wir werden im Folgenden nur die schwéchere Bedin-
gung (4.6) verwenden.

Unabhingigkeit von irrelevanten Alternativen Die Begriindung der nichsten Bedin-
gung ist etwas weniger offensichtlich als die der Pareto-Bedingung, daher beginnen wir
mit einem Beispiel, das eine unerwiinschte Situation zeigt.

Wir betrachten dazu drei Kandidaten, A = {x, y,z}, und zwei Wahler mit je zwei ver-
schiedenen Individualpriferenzen p; und p!, i = 1, 2; als Entscheidungsverfahren wird die
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Abb. 4.6 Zwei ,,Wahlginge®, keiner der drei Wahler wechselt beziiglich der Kandidaten x und y
seine Meinung. Die Unabhéngigkeit von irrelevanten Alternativen (4.8) fordert, dass es das Ergebnis
der kollektiven Auswahlfunktion auch nicht tut

Rang-Addition K verwendet. Die folgenden Tabellen geben Rangabbildungen und die
Summe der Rangnummern an:

p rilx) ri(y) ri(z) pi o ri(x) ri(y) ri(2)
i=1 1 2 3 i=1 1 2 3
i=2 2 1 3 i=2 3
S 3 3 6 >ri 4 3 5

Die Individualpriferenzen p; (links) entsprechen denen aus Abb. 4.3; fiir p} (rechts)
wechselt der Wihler i = 2 seine Meinung beziiglich Kandidaten x und z.

Betrachten wir nun die Gruppenentscheidung beziiglich x und y. Es gilt yp'x, aber nicht
ypx: Das Ergebnis dndert sich, obwohl beziiglich der Kandidaten x und y im direkten Ver-
gleich keiner der beiden Wihler seine Meinung gewechselt hat (Wihler 1 setzt x vor y,
Wihler 2 hilt es umgekehrt).

Diese Situation mochte man meistens ausschliefen: Die Platzierung eines dritten Kan-
didaten z soll keinen Einfluss auf das Ergebnis des direkten Vergleichs von x mit y haben.
In anderen Worten: Wenn kein Wihler seine Meinung beziiglich der Reihung von x und
y andert (xp;y < xp}y fir alle i), dann soll auch im Ergebnis die Reihung von x und y
gleich bleiben (xpy <> xp’y), vgl. Abb. 4.6. Das motiviert die folgende

» Definition 4.4 (Unabhangigkeit von irrelevanten Alternativen) Eine kollektive Aus-
wahlfunktion K : P} — P, erfiillt die Unabhdngigkeit von irrelevanten Alternativen, wenn
fir alle p;,p} € Py, i =1,...,nmit p = K(p1,...,pa), p' = K(p{,...,p,) und fiir alle
x,yeAgilt

(Vie{l,....,n}:xp;y = xpiy) = (xpy <= xp'y) . (4.8)

Man konnte jetzt weitere Bedingungen an Entscheidungsverfahren formulieren, nur
haben wir soeben mit dem Verfahren der Rang-Addition ein weiteres Entscheidungsver-
fahren aus der Menge der ,,gerechten” Verfahren ausgeschlossen; damit haben wir nur noch
eines {ibrig, und das gefillt uns nicht: Von allen im Abschn. 4.2 vorgestellten Verfahren,
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die die formalen Bedingungen an eine kollektive Auswahlfunktion erfiillen (das Crodocet-
Verfahren (4.4) und das Verfahren ,,Einstimmigkeit® (4.5) scheitern ja schon hieran) erfiillt
nur der interne Diktator K sowohl die Pareto-Bedingung (4.6) als auch die Unabhingig-
keit von irrelevanten Alternativen (4.8).

Satz von Arrow Das Modellieren der Gruppenentscheidung hat uns bisher immerhin
Argumente geliefert, warum die betrachteten Verfahren problematisch sind. Eine nahelie-
gende Reaktion darauf wére der Versuch, Verfahren zu konstruieren, die die aufgestellten
Forderungen erfiillen, aber - in einem néher zu spezifizierenden Sinn, auf jeden Fall aber
im Gegensatz zur Diktatur K - gerecht sind.

Diese Versuche werden nicht erfolgreich sein, und nun zahlt sich die mathematische
Modellierung auf unerwartete Weise aus: Es lasst sich beweisen, dass solche Versuche schei-
tern miissen. Der bisher getriebene Formalismus ist daher keineswegs Selbstzweck, son-
dern erméglicht uns Aussagen, die wir formal beweisen kénnen.

Ein bertihmtes Beispiel fiir so eine Aussage ist

Theorem 4.5 (Satz von Arrow)

Es sei A mit |A| > 2 eine Kandidatenmenge mit mehr als zwei Kandidaten und K : P} —
P, eine kollektive Auswahlfunktion, die die Pareto-Bedingung (4.6) und die Unabhin-
gigkeit von irrelevanten Alternativen (4.8) erfiillt. Dann gibt es immer einen Diktator:

Jde{l,....,n}:V(p1,....pu) €PL:V(x,y) e AXx A xpyy = xpy (4.9)

mit p := K(p1,...,pn)-

(»Ein hinreichend gerechtes System mit mehr als zwei Kandidaten enthélt einen Dikta-

tor.)

Der Satz wird hier nicht bewiesen (Beweise finden sich z.B. in [25] oder [50]), aber
um uns seine Aussage zu verdeutlichen, vergleichen wir noch den Diktator (4.9) mit dem
Diktator aus (4.3). Dabei sieht man, dass ersterer ein wenig ,,grof3ziigiger gegeniiber den
anderen Gruppenmitgliedern ist: Wenn er beziiglich zweier Kandidaten x und y indiffe-
rent ist (es gilt weder xp;y noch yp,x), muss dies bei (4.3) auch im Ergebnis erfiillt sein,
wihrend (4.9) beliebige Reihungen von x und y erlaubt.

Dennoch bedeutet der Satz von Arrow das Ende unserer Suche nach einem ,perfek-
ten“ Entscheidungsverfahren (und erspart uns moglicherweise langwieriges Probieren):
Wir konnen kein Verfahren finden, das alle sinnvollen Forderungen erfillt.

Eine alternative Formulierung des Satzes von Arrow sei noch erwihnt, bei der zwei
Forderungen aus der Definition der kollektiven Auswahlfunktion noch einmal explizit auf-
gefithrt werden und der Diktator explizit ausgeschlossen wird. Damit hat man fiinf ,,demo-
kratische Grundregeln®:

1. Die Auswahlfunktion K muss auf ganz P} definiert sein.
2. Das Ergebnis von K muss immer in P4 sein.
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3. Die Pareto-Bedingung (4.6) muss erfiillt sein.
4. Die Unabhingigkeit von irrelevanten Alternativen (4.8) muss erfiillt sein.
5. Es gibt keinen Diktator:

Ade{l,....,n}:V(p1,....pn) P} :V(x,y) e Ax A xpgy = xpy

mit p := K(p1, ..., pn)-

Der Satz von Arrow besagt in dieser Formulierung also, dass es im Fall von mehr als zwei
Kandidaten keine kollektive Auswahlfunktion geben kann, die alle fiinf genannten demo-
kratischen Grundregeln erfiillt.

Abschlieend sei noch erwahnt, dass natiirlich auch ganz andere Kriterien fiir Entschei-
dungsverfahren denkbar sind als die hier untersuchten. Ein Beispiel dafiir ist die Manipu-
lierbarkeit, die etwa beim Verfahren der Rang-Addition auftritt: Es kann fiir einen Wahler
einen Vorteil bringen, eine andere Priferenz anzugeben als er wirklich besitzt - z. B., wenn
sein Lieblingskandidat sowieso schon sehr viele Anhénger hat, sein zweitliebster Kandidat
aber wenig populdr ist, sodass er besser den an die Spitze seiner (geduflerten) Préferenz
stellt. Verfahren, die diese Moglichkeit zum Taktieren gar nicht erst bieten, wiren prinzi-
piell zu bevorzugen - leider gibt es mit dem Satz von Gibbard und Satterthwaite auch hier
eine Unmoglichkeitsaussage in der Art des Satzes von Arrow.



Zeitpldne

Die - moglichst optimale — Zuordnung von Ressourcen (Zeit, Personal, Werkzeuge, etc.) zu
Aufgaben, die erledigt werden miissen, ist ein herausforderndes und 6konomisch bedeu-
tendes Gebiet der Entscheidungsfindung. Beispiele sind etwa die Planung eines Projektes,
der Produktionsablauf in einer Fabrik, Stundenpléne in einer Schule oder die Versorgung
von Mietwagenkunden mit Autos.

In diesem Abschnitt geht es spezieller um die Modellierung von Aufgaben, wie sie bei
der Planung eines Projektes oder der Produktion in einer Fabrik auftreten, und um Abhin-
gigkeiten zwischen diesen Aufgaben: So kann etwa die Reihenfolge, in der die Aufgaben zu
behandeln sind, teilweise vorgegeben sein, oder gewisse Aufgaben kdnnen nicht gleichzei-
tig bearbeitet werden, weil die dafiir notwendigen Ressourcen nur einmal zur Verfigung
stehen. (Die Probleme, die sich bei den Stundenplidnen oder bei der Autovermietung ein-
stellen, sind in der Regel von ganz anderer Natur, sodass dort v6llig andere Techniken zum
Einsatz kommen.)

Zweck solcher Modelle ist in der Regel die Optimierung: Aus allen moglichen Reihen-
folgen soll eine ausgewahlt werden, die unter einem vorgegebenen Qualititsmaf optimal
ist — ein optimaler Zeitplan ist zu erstellen.

Denken wir zunéchst an die Produktionsplanung einer Fabrik, in der die Produkte eine
Reihe von Verarbeitungsschritten durchlaufen und zu einem bestimmten Zeitpunkt fertig
gestellt sein miissen. Wann setzt man welche Maschine zweckméfliigerweise fiir welches
Produkt ein? Wann muss die Produktion beginnen, um den Liefertermin halten zu kén-
nen? An welcher Stelle sollten Optimierungen des Produktionsprozesses ansetzen? Diese
und dhnliche Fragen lassen sich bei komplexen Produktionsablaufen mit vielen Verar-
beitungsschritten und einer grofien Anzahl unterschiedlicher Produkte nicht mehr durch
Erfahrungswerte und Ausprobieren beantworten, sondern miissen im Rechner nachgestellt
werden.

Eine weitere Schwierigkeit wird deutlich, wenn man an das Projektmanagement denkt.
Selbst wenn die Zahl der Aufgaben und deren Abhingigkeiten tiberschaubar sind, ist die

H.-J. Bungartz et al., Modellbildung und Simulation, eXamen.press, 105
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Zeit, die jede einzelne Aufgabe dann tatsichlich braucht, sehr schwer vorab zu schitzen.
Nun mdchte man gerne wissen, wie sich die Streuung der tatsiachlich benétigten Zeiten auf
die Fertigstellung des Gesamtprojektes auswirkt, also auf den Liefertermin, den wir dem
Kunden versprechen.

In beiden Fillen wird es um viel Geld gehen, und ein Modell, das die Realitdt nicht
hinreichend genau abbildet, sodass die darauf aufbauenden Planungen nicht optimal sind,
kann viel Schaden anrichten.

Uberraschenderweise sind dennoch an vielen Stellen sehr primitive Modelle popular.
Der Grund dafiir liegt in einem ganz typischen Konflikt bei der Wahl eines passenden Mo-
dells, das einerseits hinreichend méchtig sein muss fiir eine realistische Beschreibung der
Wirklichkeit, das andererseits aber auch mit vertretbarem Rechenaufwand behandelbar
sein muss.

Bei der Erstellung von Zeitpldnen tritt ein fiir kombinatorische Probleme typischer Ef-
fekt ein: Sehr einfache und sehr aufwindige Probleme liegen hier dicht beisammen. Neh-
men wir als Beispiel an, wir haben ein Projekt, in dem eine Software zur Optimierung
eines Produktionsprozesses geschrieben werden soll. Nun bekommen wir einen Anruf des
Kunden, der uns mitteilt, dass er bisher vergessen habe, uns eine spezielle Eigenschaft
der Produktionsschritte mitzuteilen. Dadurch kénnte unser Zeitplan leicht véllig tiber den
Haufen geworfen werden - so eine Nebenbedingung kann die Schwierigkeit der Aufgabe
komplett dndern: Eine sorgfiltige Modellierung der Aufgabe ist hier besonders wichtig.
Der Aspekt der Kosten fiir die Behandlung des Modells tritt in diesem Kapitel erstmals
auf — weder bei der Spieltheorie noch bei den Gruppenentscheidungen hatte das eine Rolle
gespielt.

Aus der Vielzahl méglicher Szenarien von Zeitplinen werden fiir diese Darstellung drei
herausgegriffen: Am Anfang steht das Prozess-Scheduling als Beispiel fiir ein einfaches Mo-
dell, fiir das sich ein optimaler Zeitplan leicht mittels der Kritischer-Pfad-Methode bestim-
men lésst. In der ersten Erweiterung nehmen wir Ausfithrungszeiten der einzelnen Auf-
gaben als Zufallsvariablen an und studieren die Auswirkungen davon, wihrend die zweite
Erweiterung die Beschriankung von Ressourcen im Job-Shop-Modell modelliert. Jede der
beiden Erweiterungen wird aus dem sehr einfachen Problem eines machen, fiir das bei rea-
listischen Problemgrofien in der Regel keine optimalen Losungen mehr bestimmt werden
kénnen, man also auf Heuristiken zurtickgreifen muss.

In Bezug auf das verwendete Instrumentarium kommen hier Graphen zur Modellierung
von Auftrigen und Abhingigkeiten hinzu (gerichtete Graphen, Pfade, Zyklen und Zyklen-
freiheit, Tiefensuche; vgl. Abschn. 2.1), zur Modellierung der Unsicherheit iiber die Dauer
eines Arbeitsschritts werden in Abschn. 5.2 Dinge aus der Stochastik eine Rolle spielen
(diskrete und kontinuierliche Zufallsvariablen, gemeinsame Verteilungen, Erwartungswer-
te, Quantile; vgl. Abschn. 2.3) - die dabei angestellten Uberlegungen sind gleichzeitig die
Grundlage fiir Kap. 6.
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5.1 Prozess-Scheduling (deterministisch)

Ein Prozess besteht zundchst aus einer Menge von n Auftrigen A,,...,A,, die erledigt
werden miissen. Fiir jeden Auftrag A; sei vorerst angenommen, dass die bendtigte Bear-
beitungszeit t; > 0 bekannt sei (diese Annahme macht den Determinismus dieses Modells
aus und steht im Gegensatz zur stochastischen Betrachtung im nachsten Abschnitt); zur
Beschreibung des Prozesses gehort also eine Liste (#;)1<;<, der Bearbeitungszeiten.

Ein Zeitplan (Schedule) legt fest, welcher Auftrag wann bearbeitet wird. Im Folgenden
werden wir Bedingungen definieren, die bei der Bearbeitung einzuhalten sind; ein Zeitplan,
der alle Bedingungen erfiillt, heifit zuldssig. Weiter wird vorausgesetzt, dass es ein Kosten-
mafS gibt, mit dem wir Zeitpline bewerten kénnen - das kénnen z. B. die Gesamtkosten
fiir die Bearbeitung sein, hier betrachten wir vereinfachend die Dauer bis zur Beendigung
des Prozesses.

Die Aufgabe des Scheduling besteht nun darin, unter allen zuldssigen Zeitpldnen einen
mit minimalen Kosten zu finden (in der Praxis oft: eine gute Anndherung daran).

Zum Zeitplan gehoren die Zeiten, zu denen mit dem jeweiligen Auftrag begonnen wird,
also eine Liste von Startzeiten (s;)1<i<n. Wir gehen davon aus, dass die Bearbeitung eines
Auftrags nicht unterbrochen werden kann, somit legen sich Startzeit s; und Fertigungszeit
ci = s; + t; wechselseitig fest.

Da wir derzeit noch keine Nebenbedingungen definiert haben, ist ein zuldssiger Zeit-
plan, der den Prozess moglichst schnell zu Ende bringt, leicht zu finden: Man beginnt sofort
mit allen Auftrigen parallel, hat also s; = 0 und ¢; = ¢; fiir alle i. Mit #,,,y := max(¢;), der
Bearbeitungszeit des lingsten Auftrags, kann man auch ¢; = i, und somit s; = tpy — £;
fiir alle i wahlen und erhilt ebenfalls einen optimalen zuldssigen Zeitplan.

Im Folgenden wird von dem Zeitplan die Einhaltung von Prizedenzbedingungen gefor-
dert werden, die Aussagen tiber die Reihenfolge der Ausfithrung machen. Eine Prizedenz-
bedingung zwischen zwei Auftragen A; und A; wird als A; — A notiert und besagt, dass
mit Auftrag A; erst begonnen werden darf, wenn A; fertig ist:

A > Aj= <55

Aus der Definition folgt, dass mit A; — Aj; und A; - Ay auch A; — Ay erfiillt ist. Das
Problem édndert sich also nicht, wenn die Relation der Prazedenzen auf der Auftragsmenge
durch die transitive Hiille ersetzt wird - aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird man die
Prizedenz A; - Ay in der Regel nicht explizit notieren.

Weitere Nebenbedingungen werden vorerst nicht betrachtet — es konnen insbesondere
beliebig viele Auftrage gleichzeitig bearbeitet werden, solange die Prazedenzen eingehalten
werden.

Das Schedulingproblem ldsst sich nun als gerichteter Graph G := (V, E) darstellen.
Dabei besteht die Knotenmenge V aus den Auftrigen,

Vi={An..., A},
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Abb.5.1 Ein Beispiel-Graph mit sieben Auftrigen (zuziiglich Start- und Endknoten)

die mit den Bearbeitungszeiten t; beschriftet werden; jede Prazedenzbedingung A; — A;
definiert eine Kante (A;, A;):

E:={(Ai,A}):A; > Aj} .

Weiter ist es zweckmiflig, zwei spezielle Knoten hinzuzufiigen (die haben auf die Kosten
eines Zeitplans keinen Einfluss):

o Ein Startknoten Ag mit Nummer S := 0, tg := 0 und Prizedenzen Ag — A; zu allen
Knoten A;, die bisher keine eingehenden Kanten A; — A; haben. Im Zeitplan wird
dieser Knoten immer die Startzeit s := 0 bekommen.

o FEin Endknoten Ar mit Nummer E := n +1, tg := 0 und Prizedenzen A; — Ag von allen
Knoten Aj;, die bisher keine ausgehenden Kanten A; — A; haben. In einem zulassigen
Zeitplan konnen wir an diesem Knoten die Gesamtfertigungszeit (makespan) cg ablesen,
die ja unter allen zuldssigen Zeitplanen minimiert werden soll.

Abbildung 5.1 zeigt den Graphen fiir ein Problem mit sieben Auftragen (zuziiglich Start-
knoten Ag und Endknoten Ag), folgenden Bearbeitungszeiten:

i1 2 3 45 6 7
;13 2 2 3

und den Prizedenzbedingungen
{Al - AS: AZ - A3: A3 - A4) A3 - AS) A6 - A7} .

Mit dem Startknoten werden noch die Prizedenzen As — A,, Ag — A,, Ag — Ag, mit
dem Endknoten noch Ay — Ag,As - Ap, A; — Ag eingefugt.

Im Weiteren werden Pfade in unserem Graph eine Rolle spielen, also eine Liste von k
Knoten (Auftragen) A;, Aj,, ..., A;,, wobei es fiir jedes j mit 1 < j < k eine Kante A; _, —
A;; € E gibt, kurz:

A=A, —»>. .. A

[
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Ein wichtiges Mafl ist die Lange eines Pfades A;, - A;, — ... - A;,, die hier als die Summe
der Knotenbeschriftungen (Bearbeitungszeiten) definiert sei:

I(A,'l —>A,'2 —>...—>Aik)izztij .

In unserem Graph liegt jeder Knoten auf wenigstens einem Pfad von Ag nach Ag;in jedem
zuldssigen Zeitplan gilt fiir jeden Pfad

k
Cip 28i, +Zt,’j :Si1+l(A,'1 —>A,'2 —>...—>Aik) .
j=1

Insbesondere ist ¢ in jedem zulédssigen Zeitplan mindestens so grof3 wie die Lange des
lingsten Pfades von Ag zu Ap — wir werden sehen, dass, sofern es iiberhaupt zuldssige
Zeitplane gibt, diese Schranke erreicht werden kann.

Kldren wir zunéchst noch, wann es iiberhaupt zulissige Zeitpline gibt: Wenn G einen
Zyklus enthilt, also einen Pfad A; - A;, — ... - A;, — A,,, ergibt sich die Bedingung

k
Sip 2 € 28 + Z t,-j N
j=1

die (wegen ¢;, > 0) offensichtlich nur fiir den Sonderfall t;, = 0, j = 1,..., k, erfiillbar ist.

Daher sei ab jetzt an die Menge der Prizedenzen vorausgesetzt, dass G keine Zyklen
enthilt: Es sei ein gerichteter azyklischer Graph, englisch directed acyclic graph, kurz DAG.

In jedem DAG kann man die Knoten so nummerieren, dass A; — A; nur fiir i < j
vorkommt, er heifSt dann topologisch sortiert. In diesem Fall ist das folgende Verfahren zur
Bestimmung von Zeitplanen besonders leicht zu implementieren. Das topologische Sortie-
ren (i. W. eine Tiefensuche im Graphen) ist nicht aufwindig, und es liefert als Nebenprodukt
gleichzeitig einen Test unserer Eingangsdaten (den Prizedenzen) auf Zyklenfreiheit; der
Algorithmus hierfiir findet sich z. B. in [55]. Der Graph im Beispiel (Abb. 5.1) ist bereits
topologisch sortiert.

Dass unter der Bedingung der Zyklenfreiheit zuldssige Zeitpline existieren, sieht man
am einfachsten, indem man einen konstruiert — der wird sich dann auch gleich als optimal
(hinsichtlich der Gesamtfertigungszeit) erweisen.

Die Idee hierfiir ist einfach: Jeder Auftrag wird so frith wie mdglich gestartet, also in dem
Moment, in dem alle vorher zu erledigenden Auftréige fertig sind. Der Zeitpunkt, zu dem
das frithestens der Fall sein kann, heiflt Vorlaufzeit s!, die zugehorige Fertigstellungszeit
schreiben wir als ¢]. Die Berechnung ist geradlinig:

I
o Sgi=cg:=0.
« Solange noch Knoten unbearbeitet sind:
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Abb.5.2 Der Prozess aus Abb. 5.1 mit Vorlaufzeiten (frithest mogliche Startzeiten) s; und zugeho-
rigen Fertigstellungen c;

- Suche einen unbearbeiteten Knoten A;, bei dem jeder Vorginger (also jeder Knoten
Ajmit A; — A;) bereits bearbeitet wurde.
Wegen der Zyklenfreiheit muss es mindestens einen solchen Knoten geben. Wenn
die Knoten topologisch sortiert sind, kann man sie einfach in der Reihenfolge
1,2,...,n +1Dbearbeiten.

- Berechne

4 4 4 4

§;= max c¢;,, C;:=5;+¢t;.
. j i i
].Aj*)A,

Abbildung 5.2 zeigt das Ergebnis dieses Verfahrens fiir den Prozess aus Abb. 5.1.

Nimmt man die s! als Startzeiten, so erhilt man einen Zeitplan, der nicht nur zulissig
ist, sondern auch die Gesamtfertigungszeit ¢y, unter allen zuldssigen Zeitplinen minimiert:
Aus der Berechnung der s} folgt zum einen, dass alle Priazedenzen A; — A; eingehalten
werden, und zum anderen, dass kein Auftrag (insbesondere nicht Ag) unter Einhaltung
der Prazedenzbedingungen zu einem fritheren Zeitpunkt gestartet werden kann.

Insbesondere kann es hier nie zu einer Verbesserung der Losung kommen, indem man
einen Auftrag A; zu einem spiteren Zeitpunkt als s} startet. Insofern ist die vorliegende
Optimierungsaufgabe sehr einfach.

Zum besseren Verstiandnis dieser Schedulingaufgabe ist es hilfreich, noch einen weite-
ren Zeitplan zu konstruieren: Nun wird berechnet, zu welchen Zeitpunkt ¢’ ein Auftrag A;
spitestens beendet sein muss, damit die optimale Gesamt-Fertigstellungszeit ¢}, noch ein-
gehalten werden kann (dann muss er zum Zeitpunkt s}’ := ¢}’ — ¢; gestartet werden, cj — s}’
heiflt dann Restlaufzeit).

Die Berechnung ist analog zur Berechnung der Vorlaufzeiten:

o cfi=sf =k
« Solange noch Knoten unbearbeitet sind:
- Suche einen unbearbeiteten Knoten A;, bei dem jeder Nachfolger (also jeder Knoten
Aj mit A; - A)) bereits bearbeitet wurde.
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Abb.5.3 Frithest und spitest mogliche Start- und Fertigstellungszeiten fiir den Prozess aus Abb. 5.1.
Die kritischen Knoten sind grau markiert, sie bilden hier zwei kritische Pfade von Ag nach Ag

Wegen der Zyklenfreiheit muss es mindestens einen solchen Knoten geben. Wenn
die Knoten topologisch sortiert sind, kann man sie einfach in der Reihenfolge #, n —
1,...,2,1,0 bearbeiten.
- Berechne
" . 14
ci = min s/, s
JAI—A;
Abbildung 5.3 zeigt das Ergebnis dieses Verfahrens fiir den Prozess aus Abb. 5.1.
Nun gibt es fiir jeden Knoten (Auftrag) A; zwei Moglichkeiten:

o st =5 In diesem Fall heiflt der Knoten kritisch und liegt auf (mindestens) einem Pfad
von Ag zu Ag, der nur aus kritischen Knoten besteht und bei dem fiir jede Kante A, —
A gilt ¢; = s}’ (A; muss unmittelbar auf A folgen) — so ein Pfad heifit kritischer Pfad.
In jedem optimalen Zeitplan muss ein kritischer Knoten A; die Startzeit s; = s = s/
bekommen. In Abb. 5.3 sind die kritischen Knoten grau markiert.

o s! < s/ In diesem Fall heifit die Differenz s’ — s} Schlupf. Knoten mit Schlupf kénnen
in einem optimalen Zeitplan Startzeiten im Intervall s! < s; < s¥ haben. (Das heifit aber
nicht, dass man sie in diesen Intervallen unabhingig voneinander frei wihlen kann, da
sonst die Priazedenzbedingungen zwischen zwei nicht kritischen Knoten verletzt werden
konnen.)

Man tiberlegt sich leicht, dass es immer mindestens einen kritischen Pfad gibt; wenn es
mehrere gibt, haben alle dieselbe Pfadlinge. Die Gesamtfertigungszeit ergibt sich als die
Linge eines kritischen Pfades in G, im Beispiel aus Abb. 5.1 bis 5.3 also cg = 8. In den
optimalen Zeitpldnen ist cg als Linge der kritischen Pfade auch die Linge eines lingsten
Pfades von Ag zu A (lingere kann es offensichtlich nicht geben), dieser Wert, den wir
oben als untere Schranke fiir die Gesamtfertigungszeit identifiziert hatten, wird also von
diesen Zeitpldnen erreicht.

Diese Technik (Bestimmung kritischer Pfade zur Optimierung des Zeitplans) heifit
Kritischer-Pfad-Methode (Critical Path Method, CPM). Typische Werkzeuge, die dabei
zum Einsatz kommen, sind Gantt-Diagramme, in denen die Auftrage durch Balken ent-
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sprechender Linge repréisentiert werden, sodass man sofort fiir jeden Zeitpunkt ablesen
kann, welche Auftrige gerade angesetzt sind, und Netzpline dhnlich wie in Abb. 5.3, in de-
nen die Prazedenzbedingungen gegeniiber den Bearbeitungszeiten stirker betont werden.
Eine alternative Beschreibung mit Graphen modelliert schliefllich die Auftrige durch die
Kanten eines Graphen, die dann mit den Bearbeitungszeiten beschriftet werden.

Ein Ansatzpunkt fiir Erweiterungen des Modells ist die Beobachtung, dass nach dem
bisherigen Kostenmaf3 zwischen dem Zeitplan mit frithest moglichen Startzeiten s; und
dem mit spitest moglichen Startzeiten s’ nicht unterschieden werden kann - beide liefern
die optimale Gesamtfertigungszeit. Dennoch sind Argumente fiir beide Varianten denkbar:

o Fir einen moglichst spiten Start der Auftrige konnten logistische Griinde spre-
chen, etwa dass wir dann das Material weniger lange lagern miissen (,,Just-in-time-
Produktion®).

o Ein vorsichtiger Mensch wiirde lieber moglichst frith mit den Auftragen beginnen - fiir
den Fall, dass etwas schief geht und ein Auftraglinger dauert als erwartet. Unser Modell
beriicksichtigt diese Moglichkeit tiberhaupt nicht; erst im folgenden Abschnitt werden
wir den Fall untersuchen, dass die Bearbeitungszeiten nicht im Voraus bekannt sind.

Das Kostenmaf3 ,,Gesamtfertigungszeit“ ist somit fragwiirdig, da es nicht alle Aspekte bei
der Bewertung von Zeitplanen erfasst. Ein Kostenmaf3, das Schwankungen in den Bearbei-
tungszeiten und die tatsdchlichen Gesamtkosten berticksichtigt, wire realistischer, aller-
dings ist es wenig iiberraschend, dass die Bestimmung optimaler Zeitpline dann wesentlich
aufwindiger ist. Das bisherige Modell ist zwar sehr beschrinkt, dafiir sind die optimalen
Losungen leicht zu berechnen, was das Verfahren fiir die Praxis attraktiv macht.

Eine gewisse Handlungsanleitung liefert das Verfahren im Fall unerwartet lingerer Be-
arbeitungszeiten iibrigens schon: Bei Auftrigen mit Schlupf kann man versuchen, diesen
fiir eine lingere Bearbeitung des Auftrags zu nutzen. Eine Verzogerung eines Auftrags auf
einem kritischen Pfad verzogert hingegen die Gesamtfertigstellung — wenn man die Mog-
lichkeit hat, mit hoherem Aufwand die Bearbeitungszeit zu verkleinern, sind somit Knoten
auf einem kritischen Pfad Kandidaten fiir diesen Mehraufwand.

Eine ganz andere Erweiterung untersuchen wir in Abschn. 5.3: Dort betrachten wir
Nebenbedingungen, die dadurch entstehen, dass gewisse Auftrige nicht gleichzeitig ausge-
fithrt werden konnen - etwa weil sie dieselbe Maschine bendétigen. Auch diese Modeller-
weiterung wird dazu fithren, dass aus dem einfachen Problem eines wird, bei dem optimale
Losungen nur mit groflem Aufwand zu finden sind.

5.2 Prozess-Scheduling (stochastisch)

Die Annahme, dass die Bearbeitungszeiten ¢; der Auftrige A; im Voraus bekannt sind, ist
nur in wenigen Anwendungen realistisch. Das Modell wird deutlich flexibler, wenn wir die
Bearbeitungszeiten als Zufallsvariablen T; modellieren. Bei einer Ausfithrung des Prozes-
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Abb.5.4 Beispiele fiir Verteilungen von Bearbeitungszeiten (Dichten in der oberen Zeile, zugehori-
ge Verteilungsfunktionen in der unteren Zeile): T1 entspricht dem deterministischen Fall und liefert
immer das Ergebnis T; = a, T liefert drei verschiedene Werte a, b, und ¢ mit Wahrscheinlichkeiten
1/4,1/2 bzw. 1/4, Ts ist eine kontinuierliche Zufallsvariable - sie ist auf [0, 1] gleichverteilt, d. h., die
Wahrscheinlichkeit, dass eine Realisierung von T3 in ein Intervall [a, b] fallt (0 < a < b < 1) ist
P(Ts€[a,b])=b-a

ses betrachten wir dann die fiir Auftrag A; beobachtete Bearbeitungszeit als Realisierung
von T;. Ziel wird sein, aus den Verteilungen der T; Aussagen iiber die Verteilung der Ge-
samtfertigungszeit (oder eines anderen Kostenmafles) zu gewinnen.

Drei einfache Beispiele fiir Verteilungen reichen fiir unsere Zwecke aus (in der Praxis
verwendet man meist kompliziertere Verteilungen, das dndert aber an den prinzipiellen
Uberlegungen nichts):

o Den bisherigen Fall fester Bearbeitungszeiten bekommen wir hier mit einer diskreten
Zufallsvariable, die nur einen Wert annimmt (T in den Diagrammen in Abb. 5.4 links).

o Wenn bei der Bearbeitung des Auftrags nur endlich viele Fille eintreten konnen und de-
ren Wahrscheinlichkeiten bekannt sind, beschreiben wir die Bearbeitungszeit mit einer
Verteilung wie fiir T, in Abb. 5.4, Mitte — dort am Beispiel von drei médglichen Bearbei-
tungszeiten a, b und c.

 Die Bearbeitungszeit kann auch eine kontinuierliche Zufallsvariable sein; die Gleichver-
teilung, wie fiir T3 in Abb. 5.4 rechts fiir das Intervall [0,1] dargestellt, ist zwar wenig
realistisch, aber fiir unsere Uberlegungen ausreichend.

Da wir mehrere Auftrige haben, brauchten wir prinzipiell die gemeinsame Verteilung
der T; mit der Verteilungsfunktion

Fron..1,(tites o ty) =P(Ti<t, Th < tyy o, Ty S ) s
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die auch Abhingigkeiten zwischen den T; beschreibt: Zwei Auftrige A; und A; kénnten
z. B. gemeinsame Ressourcen benétigen, sodass eine Verzogerung bei A; mit grofier Wahr-
scheinlichkeit auch zur Verzogerung von A; fiihrt.

Zur Vereinfachung nehmen wir jedoch im Folgenden an, dass die T; unabhingig sind
- das ist nicht sehr realistisch, dafiir ist aber die gemeinsame Verteilung leicht anzugeben,
da bei unabhingigen Zufallsvariablen gilt:

n
P(Ti<t, Ta<ty,...;T,<ty) = [[P(T; < 1) .
i=1

Unter dieser Annahme ist eine optimale (im Sinne minimaler Gesamtfertigungszeit)
Strategie leicht anzugeben, denn fiir jede Realisierung (f;, t,, . . ., t,,) der T; ist die bisherige
Strategie ,jeden Auftrag so frith wie moglich starten immer noch optimal. (Im Fall von
nicht unabhéngigen Bearbeitungszeiten ist das hingegen nicht notwendigerweise der Fall;
hier kann sich z. B. die Moglichkeit ergeben, aus der beobachteten Bearbeitungszeit t; eines
Auftrags Informationen iiber die Laufzeiten der noch ausstehenden Auftrége zu erhalten.)

Fiir diese Strategie konnen wir die Gesamtfertigungszeit cp in Abhangigkeit der t; wie
gehabt berechnen (Linge eines kritischen Pfades; welche Knoten kritisch sind, hangt nun
natiirlich von den Realisierungen t; ab). Wir konnen cg dann als Realisierung einer Zu-
fallsvariable Cy = f(Ty, Ts, ..., T,) auffassen, deren Verteilung man prinzipiell aus den
Verteilungen der T; berechnen kann.

Das wiirde z. B. Fragen wie ,,Wie lange dauert die Bearbeitung im Mittel?“ (also nach
dem Erwartungswert E(Cg)) oder ,In welcher Zeit ist die Bearbeitung mit 95 % Wahr-
scheinlichkeit abgeschlossen?“ (also nach Quantilen der Verteilung von Cg) beantworten.

Leider ist die Bestimmung der Verteilung von Cg in der Praxis viel zu teuer. Betrach-
ten wir zum Beispiel Bearbeitungszeiten mit Verteilungen wie T, in Abb. 5.4 mit je drei
moglichen Werten: Bei n derartig verteilten T; wire es zwar moglich, fir jede der 3" mog-
lichen Kombinationen der Realisierungen t; die Gesamtfertigungszeit cg als Lange eines
kritischen Pfades zu berechnen; die zugehorige Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten von
(t1,t2,. .., t,) ergibt sich unter der Annahme der Unabhingigkeit aus den Verteilungen
der T;. Fiir praxisrelevante Probleme mit einigen hundert Auftragen wird das aber einfach
durch die grofle Zahl von Kombinationen viel zu aufwindig.

Eine oft angewendete Vereinfachung des Problems ist es, als Bearbeitungszeiten t; die
Erwartungswerte (mittlere Bearbeitungszeit) E(T;) anzunehmen und das sich daraus er-
gebende cg als Schitzung fiir die mittlere Gesamtfertigungszeit E(Cg) zu verwenden.

Die Tragféhigkeit dieses Vorgehens untersuchen wir nun an zwei Konfigurationen: strikt
serielle Bearbeitung einerseits und strikt parallele Bearbeitung andererseits.

Strikt serielle Bearbeitung Strikt serielle Bearbeitung liegt vor, wenn die Prazedenzbedin-
gungen die Reihenfolge schon eindeutig vorgeben - ohne Einschrinkung seien die Auftra-
ge passend nummeriert, sodass die Prazedenzen A, - A, - ... - A, vorliegen (siche
Abb. 5.5).
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As 4; 4; A; Ag
tS=O T] TZ T3 tE=0

Abb.5.5 Strikt serielle Bearbeitung

Abb.5.6 Strikt parallele Bearbeitung

Der optimale Zeitplan setzt die Auftrige unmittelbar hintereinander. Das ergibt eine
Gesamtfertigungszeit

n
Ce=T,.
i=1

Wegen der Linearitat des Erwartungswertes gilt hier

HCQ:E(iTJ=§pXﬂ%

die Ersetzung von t; durch E(T;) ist hier also korrekt. Ahnliche Anwendungen werden in
Kap. 6 aufgegriffen und dort niher untersucht.

Strikt parallele Bearbeitung Das Gegenstiick zur strikt seriellen Bearbeitung ist die strikt
parallele Bearbeitung: Hier gibt es zwischen den Auftrigen A; keine Prizedenzen aufler
denen vom Startknoten Ag - A; und denen zum Endknoten A; - Ag (Abb. 5.6).
Der optimale Zeitplan setzt s; := 0 fur alle i = 1,. .., n; die Gesamtfertigungszeit hangt
nur von dem am lidngsten laufenden Auftrag ab:
Cg=maxT;.
1<i<n
Im Gegensatz zu der Summation bei der strikt seriellen Bearbeitung ist die Maximumsbil-
dung mit dem Erwartungswert im Allgemeinen nicht vertauschbar. Es gibt nur noch die

Jensensche Ungleichung
E(Cg) > 1rn‘axE(T,') .

Ersetzt man nun die Realisierungen ¢; der Bearbeitungszeiten durch E(T;) und verwen-
det
EE = maxE(Ti)

1<i<n



16 5 Zeitpldne
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Abb.5.7 Mittlere Gesamtfertigungszeit E(Cg) = n/(n +1) von n strikt parallelen Auftrigen; Bear-
beitungszeiten T; unabhingig [0,1]-gleichverteilt

als Schitzung fiir die mittlere Gesamtfertigungszeit, so hat man wegen der Ungleichung
E(Cg) > ¢p niemals eine zu pessimistische Schitzung, die die Fertigstellung spiter pro-
phezeien wiirde als der tatsdchliche Erwartungswert angibt. Leider ist in der Regel die
Schitzung deutlich zu optimistisch (g ist viel kleiner als E(Cg)): Die erwartete Gesamt-
fertigungszeit wird systematisch unterschitzt. Dieses Phanomen kennen wir alle von 6f-
fentlichen Grofiprojekten — vom Umzug des Bundestags von Bonn nach Berlin iiber die
Einfithrung des Autobahnmautsystems bis hin zum Bau eines Autobahnteilstiicks. Natiir-
lich sind diese Aufgaben als Ganzes nicht von der Struktur ,strikt parallele Verarbeitung®,
sie enthalten aber Teilprozesse von solcher oder dhnlicher Struktur, bei denen die Unter-
schitzung (bzw. dann das Uberschreiten der geschitzten Fertigstellungszeit) zuschligt.

Ein Beispiel: Es seien alle T; auf [0,1] gleichverteilt und unabhingig. Dann ergibt sich
fiir die Verteilungsfunktion von Cg

Fc,(t)=P(Cpg<t)=P(T;<t,1<i<n)
=[[P(Ti<t)=1",
i=1
als Dichte
feu(t) = F¢, (1) = nt"™!

und als Erwartungswert

n

E(CE):folt-fCE(t)dt:—1

n+1’

Fiir wachsendes n konvergiert E(Cg) gegen 1. Andererseits sind alle E(T;) = 1/2, so-
mit ist auch ég = 1/2 und es unterschitzt E(Cr) deutlich, sobald mehr als ein Auftrag zu
bearbeiten ist: Die erwarteten Bearbeitungszeiten E(T;) ergeben in der Regel keine gute
Schitzung fiir die erwartete Gesamtbearbeitungszeit E(Cg).
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Abb. 5.8 Strikt parallele Bearbeitung, Ti nimmt die Werte 0 und 8 jeweils mit Wahrscheinlichkeit
1/2 an, T, den Wert 1 mit Wahrscheinlichkeit 3/4 und den Wert 9 mit Wahrscheinlichkeit 1/4

Nun kénnte man versuchen, die erwarteten Bearbeitungszeiten E(T;) wenigstens zu
verwenden, um fiir den Prozess mit diesen Bearbeitungszeiten kritische Pfade zu bestim-
men. Unter der Annahme, dass diese auch bei einer Realisierung der T; mit grofler Wahr-
scheinlichkeit kritisch sein werden, wéren das z. B. geeignete Ansatzpunkte fir eine Opti-
mierung des Prozesses. Diese Annahme ist aber in der Regel falsch, wie man an folgendem
einfachen Prozess mit zwei parallelen Auftrigen A; und A, sieht. Bei jedem der beiden
Auftrige kann die Bearbeitungszeit T; nur je zwei Werte annehmen. Fiir A, sind das die
Werte 0 und 8, die je mit der Wahrscheinlichkeit 1/2 auftreten,

P(TI:O):P(T1:8):%,

also E(Tq) = 4, und fiir A, treten die Werte 1 und 9 mit Wahrscheinlichkeit 3/4 bzw. 1/4
auf,
3 1
P(TZZI):Z’ P(T2=9)=Z,
also E(T,) = 3 (Abb. 5.8), T; und T, seien wieder unabhingig.

Wegen E(T;) > E(T,) wiirde man, wenn man nur die Erwartungwerte betrachtet, ver-
muten, dass mit grofler Wahrscheinlichkeit Ag -~ A; - Ag kritischer Pfad ist. Das ist aber
nur dann der Fall, wenn die Realisierung von T; den Wert 8 und die von T, den Wert 1
ergibt, also mit einer Wahrscheinlichkeit von 3/8 < 1/2 - bei allen drei anderen Kombina-
tionen ist T, > Tj. Somit ist der Pfad A — A, — Ag mit Wahrscheinlichkeit 5/8 > 1/2
kritischer Pfad.

Mehr iiber Probleme und Lésungsansitze bei stochastischem Prozess-Scheduling - ins-
besondere tiber die oft angewendete Technik PERT (Program Evaluation and Review Tech-
nique) - findet sich z. B. bei Fulkerson [23], Adlakha und Kulkarni [2] und Méhring [45,
46].

5.3 Job-Shop-Probleme

Die nichste Erweiterung des Modells behandelt Nebenbedingungen, die durch beschrink-
te Ressourcen entstehen: Es konnen nicht mehr beliebig viele Auftrage parallel bearbeitet
werden.
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Das spezielle Modell, das wir hier untersuchen werden, ist das Job-Shop-Modell ohne
Rezirkulation: Ein Auftrag A; zerfillt in n; Teilauftrige A; ;, j = 1,...,n;, die in dieser
Reihenfolge zu bearbeiten sind, wobei ein Teilauftrag A; ; die Dauer ¢; ; hat und zur Be-
arbeitung eine Maschine m; ; benétigt (1 < m; ; < m mit m der Zahl der vorhandenen
Maschinen). Auf jeder Maschine kann nur ein (Teil-) Auftrag gleichzeitig bearbeitet wer-
den, sodass Teilauftrige, die dieselbe Maschine benétigen, in eine Reihenfolge gebracht
werden miissen. Aufgaben dieser Art, bei der insbesondere die Reihenfolge der Teilauftri-
ge innerhalb der Bearbeitung eines Auftrags vorgegeben ist, heiflen Job-Shop-Probleme. Im
Folgenden sei zusitzlich vorausgesetzt, dass jeder Auftrag jede Maschine hochstens einmal
bendtigt: Es gibt keine Rezirkulation.

Ein Auftrag kann dann notiert werden als

A= miy miz ... mi,]- e Mg,
[ >
ti1 tin ce ti,]' oo ti,n,

die Forderung ,keine Rezirkulation® liest sich als m; ; # m; j fiir j # j'.
Als Beispiel dient hier ein Problem mit drei Auftridgen und drei Maschinen:

1 2 3 2 1 1 2
A= , Ap= , Ajz:= . 1
! (4 4 2) 2 (3 1) ’ (2 3) (1)

Aus Sicht der Maschinen stellt sich das Beispielproblem so dar: Maschinen 1 und 2 wer-
den fiir alle drei Auftrige benétigt, wobei bei den Auftragen A; und A zuerst Maschine 1
und dann Maschine 2 zum Einsatz kommt, beim Auftrag A, ist es umgekehrt. Maschine 3
kommt nur einmal dran, nimlich am Ende von A;.

Unsere Aufgabe ist wieder die Erstellung eines zuldssigen Zeitplans, der die Gesamtfer-
tigungszeit minimiert. Ein Zeitplan heiflt nun zulissig, wenn

+ kein Teilauftrag A; ; gestartet wird, bevor sein Vorgianger A; ;_; beendet ist (die jeweils
ersten Teilauftrige A;; frithestens zum Zeitpunkt ¢ = 0),

o und zukeinem Zeitpunkt zwei oder mehr Teilauftrage, die dieselbe Maschine benétigen,
angesetzt sind.

Mit dem Prizedenzgraphen wie beim Prozess-Scheduling (Abschn. 5.1) lisst sich die
erste Bedingung direkt modellieren; fiir die zweite Bedingung muss das Modell noch er-
weitert werden.

Zunichst zur Reihenfolge innerhalb eines Auftrags: Dazu konstruieren wir einen Pri-
zedenzgraphen, bei dem die Knoten nicht mehr fiir die Auftrige A;, sondern fiir die Tei-
lauftriage A; ; stehen. Es gibt Kanten A; ;| — A; j fiirallei =1,...,n,j=2,...,n;, einen
Startknoten Ag mit Kanten Ag — A;;, i =1,...,n, und einen Endknoten Ar mit Kanten
A;n, =~ Ag,i=1,...,n. Prozess-Scheduling auf diesem Graphen wiirde sicherstellen, dass
fir jeden Auftrag A; die Teilauftrage A; ; in der richtigen Reihenfolge j = 1,2, ..., n hin-
tereinander bearbeitet werden; die Nebenbedingung der Maschinenverfiigbarkeit ist aber
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Abb.5.9 Konjunktivkanten - hier fiir das Beispielproblem (5.1) - modellieren die Hintereinander-
ausfilhrung der Teilauftrage innerhalb eines Auftrags

noch iiberhaupt nicht berticksichtigt. Zur Unterscheidung von den Kanten, die im Folgen-
den hinzukommen werden, heiflen die bisher eingefiigten Kanten hier Konjunktivkanten,
vgl. Abb. 5.9.

Nun zu der Bedingung, dass jede Maschine k die ihr zugeordneten Teilauftrage

M(k)={A;;:m;;=k}

hintereinander abarbeiten muss. Diese Bedingung ist genau dann erfiillt, wenn sich fir je-
des Paar von Teilauftragen A; j, Ay € M(k) die Bearbeitungszeiten nicht tiberlappen.
Das wiederum ist genau dann erfiillt, wenn eine weitere Prazedenzkante A; ; — Ay j» oder
Ajj = A; j in den Graphen eingefiigt werden kann und der Zeitplan auch fiir den erwei-
terten Graphen zuldssig ist - es gibt ja nur die beiden Méglichkeiten ,,A; ; vor A7 “ und
,,A,’r’jr vor A,')j“.

Somit ist die Maschinenkapazitit in den Prizedenzgraphen integrierbar: Wir miissen
fiir jede Maschine k und alle A; j, A/, » € M(k) eine der beiden Kanten A; ; — A;r i oder
Ay j — A;; einfiigen; ein fiir den erweiterten Graph bestimmter zuldssiger Zeitplan er-
fiillt dann automatisch auch die Nebenbedingung. Das Problem ist nur: Welche der beiden
Kanten sollen wir jeweils nehmen?

Um das zu untersuchen, fiigen wir zunachst alle derartigen Kanten ein: Fiir alle Maschi-
nenk =1,...,mundalle A; ;, A; j € M(k) wird eine Disjunktivkante eingefiigt, das ist
das Paar von gerichteten Kanten (A;; - Ay j, Ayr s — A ), vgl. Abb. 5.10. Fiir jedes k
bilden die Knoten aus M (k) nun eine Clique (eine Teilmenge der Knotenmenge, die einen
vollstindigen Graphen bildet).

Sofern wenigstens eine Disjunktivkante vorhanden ist, gibt es offensichtlich Zyklen, also
keine zulédssigen Zeitpline mehr. Wir miissen uns nun aus jedem Kantenpaar fiir eine der
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Abb. 5.10 Disjunktivkanten - hier fiir das Beispielproblem (5.1), jedes Kantenpaar durch einen
schwarzen Doppelpfeil dargestellt - modellieren die Notwendigkeit, die Teilauftrige, die zu einer
Maschine gehoren, hintereinander auszufiithren

beiden Kanten entscheiden: Eine Kantenmenge, die aus jeder Disjunktivkante genau eine
Kante enthalt, heifSt Disjunktivkantenbelegung.

Eine Disjunktivkantenbelegung heif3t zuldssig, wenn der entstehende Prazedenzgraph
zyklenfrei ist. Das ist nicht automatisch erfillt — wenn z. B. drei oder mehr Teilauftrige
dieselbe Maschine benétigen, gibt es offensichtlich Disjunktivkantenbelegungen, die schon
auf einer Maschine zyklisch sind. Es lassen sich aber auch leicht Beispiele konstruieren,
bei denen eine Disjunktivkantenbelegung fiir jede einzelne Maschine zyklenfrei ist, aber
zusammen mit den Konjunktivkanten Zyklen entstehen.

Eine zuldssige Disjunktivkantenbelegung bekommen wir, indem wir einen Teilauftrag
A, j starten, wenn sein Vorginger A; j_; (sofern vorhanden) beendet ist und die benétigte
Maschine frei ist; kommen zu einem Zeitpunkt mehrere Teilauftrage infrage, so wahlen wir
fiir jede der betroffenen Maschinen einen beliebigen davon aus.

Es existieren daher bei unserer Problemstellung immer zuldssige Disjunktivkantenbele-
gungen — aber welche davon sind optimal hinsichtlich der Gesamtfertigungszeit (eine wie
eben konstruierte wird es in der Regel nicht sein)? Da sich bei gegebener zuldssiger Dis-
junktivkantenbelegung leicht ein optimaler zuldssiger Zeitplan mittels CPM bestimmen
lasst, kann das Problem auf ein Optimierungsproblem iiber alle zuldssigen Disjunktivkan-
tenbelegungen zuriickgefithrt werden, also auf ein diskretes Optimierungsproblem.

Prinzipiell kénnte man bei k Disjunktivkanten alle 2¥ Disjunktivkantenbelegungen aus-
probieren — das ist zwar in endlicher Zeit moglich, aber fiir praktische Problemgréf3en sehr
aufwiandig.

Im Sinne von divide et impera wire es bei der exponentiell wachsenden Zahl von Mog-
lichkeiten sehr hilfreich, wenn man ein Teilproblem herauslésen und separat behandeln
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kénnte. Beim Prozess-Scheduling war das moglich: Wenn die (Teil-)Auftrige topologisch
sortiert sind, kann man ihnen der Reihe nach Startzeiten zuweisen; Auftrige, die in dieser
Reihenfolge weiter hinten kommen, haben auf die vorderen keinen Einfluss.

Da im Beispielproblem (5.1) kein Teilauftrag (aufler Ag) nach A;; platziert werden
muss, kdnnte man versuchen, zuerst einen optimalen Zeitplan unter Vernachldssigung von
Ay 3 zu suchen. Dafiir spricht auch, dass A, 5 der einzige Teilauftrag ist, der Maschine 3 be-
notigt, er also bei den Nebenbedingungen der Maschinenbelegung keine Rolle spielt und
so weitgehend entkoppelt von den anderen Teilauftrigen erscheint.

Fiir das reduzierte Problem (5.1) ohne A, ;

A= (i 421) , Ayi= (; i) , Ajz:= (; ;) (5.2)

iiberzeugt man sich durch Ausprobieren leicht, dass man auf Maschine 2 mit A, und auf
Maschine 1 mit A;; beginnen muss; es ergeben sich die Disjunktivkantenbelegung

{A31 = AL, A = Ay, Az = Agp,
Ay = Az, Asp = Arp, Ay > Ay}

und der Ablauf aus Abb. 5.11 (oberer Teil) mit einer Gesamtfertigungszeit (ohne A, ;)
von 10.

Berticksichtigt man nun aber wieder A, 3, darf man diese Belegung der Maschinen 1 und
2 nicht weiterverwenden - der untere Teil der Abbildung zeigt einen optimalen Zeitplan,
der aus der lokalen Sicht der Maschinen 1 und 2 unverniinftig erscheint (insbesondere, da
Maschine 2 eine Zeiteinheit lang stillsteht), aber die Gesamtfertigungszeit reduziert.

Die Disjunktivkantenbelegung ist hier

{A11 > A31,A31 = Asn, Ay = Agp,
A2,1 - Al,z,Al,z - A3,2,A2,1 - A3,2} .

Es ist fur diskrete Optimierungsprobleme typisch, dass sich selten Strategien angeben
lassen, um die Probleme zu zerteilen und aus optimalen Losungen der Teilprobleme mit
vertretbarem Aufwand eine optimale Losung des Gesamtproblems zu konstruieren. Die
Losung derartiger Probleme ist daher in der Regel sehr teuer. (Natiirlich nicht, solange sie
so klein sind wie unser Beispielproblem, bei dem sich alle 2° = 64 Moglichkeiten leicht
durchspielen lassen; es ergeben sich 22 zuldssige Disjunktivkantenbelegungen, die im Bild
im Einleitungstext zu diesem Teil aufgelistet sind: die Teilauftrage von A; rot, die von A,
grin und die von A; blau.)

Mit Strategien wie branch and bound lisst sich der Suchraum zwar oft deutlich ein-
schrianken, indem man zeigt, dass in gewissen Teilen des Suchraums keine optimalen L6-
sungen enthalten sein kdnnen. Aber auch hier wichst der Aufwand in der Regel exponen-
tiell mit der Problemgrofie.
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Maschine 1 A3,1 Al,l ,42’2

Maschine 2 A2 1 A3 5 Al )

Maschine 3 413

Maschine 1 A1, A3 Ay 5

Maschine 2 45 A1 A3

Maschine 3 413
i i i i i —>
2 4 6 8 10 12

Abb. 5.11 Prozessablauf fir zwei Disjunktivkantenbelegungen im Beispielproblem (5.1). Die Aus-
wahl A3 — A1,1 — Az und Az — A3 — Arz minimiert die Gesamtfertigungszeit ohne Ay 3, fir
das Gesamtproblem ist die Auswahl A;,; — A3 — Az und Az — A1z — Az aber giinstiger

Gliicklicherweise ist es in der Praxis normalerweise iiberhaupt nicht nétig, eine optimale
Losung zu finden, sodass meistens heuristische Verfahren zum Einsatz kommen (z. B. das
Shifting-Bottleneck-Verfahren), die in wesentlich kiirzerer Zeit Losungen liefern, die meist
nicht viel schlechter als ein optimaler Zeitplan sind.

5.4 Weitere Zeitplanprobleme

Zwei geringfiigige Erweiterungen lassen sich geradlinig in unser Job-Shop-Modell einbau-
en:

 Abhingigkeiten der Auftrige untereinander (,, Auftrag j erst starten, wenn Auftrag i ab-
geschlossen ist“) wurden bisher nicht berticksichtigt, sind aber durch zusitzliche Kon-
junktivkanten (hier A; ,, — A;,) leicht zu modellieren; mit weiteren Konjunktivkanten
kénnen ggf. weitere derartige Abhingigkeiten zwischen Teilauftragen zweier Auftrage
dargestellt werden.
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« Disjunktivkanten hatten wir bisher nur verwendet, um eine Menge von Teilauftrigen
(Knoten) zu einer Clique zu verbinden. Diese Einschrankung auf Cliquen ist eher kiinst-
lich - und wird von dem Verfahren, das die Disjunktivkantenbelegung durchfiihrt, in
der Regel wihrend der Berechnung auch verletzt werden, wenn es die Disjuntivkanten
sukzessive durch Konjunktivkanten ersetzt. Man kann ohne weiteres Disjunktivkanten
iiberall dort einsetzen, wo zwei Teilauftrige nicht iiberlappend bearbeitet werden kén-
nen.

In einer realen Anwendung werden aber weitere Bedingungen auftreten, die das Modell
sprengen. Insbesondere konnte es Maschinen geben, die die Parallelverarbeitung einer ge-
wissen Zahl von Teilauftrigen erlauben (das kann einfach ein Zwischenlager begrenzter
Kapazitit sein), oder es konnte zeitliche Forderungen an die Bearbeitung geben (,,zwischen
Lackierung und Nachbehandlung miissen mindestens zwei Stunden, hdchstens aber vier
Stunden vergehen®), und vieles mehr. Obwohl das Job-Shop-Modell also nur in Spezial-
féllen als komplette Beschreibung eines realen Prozesses dienen kann, hat es doch seine
Berechtigung als Ausgangspunkt fiir die Modellierung, der dann eben noch weitere Ele-
mente hinzugefiigt werden miissen.

Entsprechendes gilt auch fiir eine wichtige Spezialisierung des Job-Shop-Modells: Ein
Flow-Shop ist ein Job Shop, bei dem alle Teilauftrige die Bedieneinheiten (Maschinen) in
derselben Reihenfolge durchlaufen. Diese Spezialisierung erleichtert die Zeitplanerstellung
natiirlich erheblich, was uns andererseits wieder erlaubt, kompliziertere Modelle fiir die
einzelnen Bedieneinheiten zu verwenden.

Fir grofle Systeme werden oft Modelle verwendet, bei denen Teile als Job Shop oder
Flow Shop modelliert werden kénnen und diese als Baustein fiir das Gesamtsystem ver-
wendet werden. Nun findet keine globale Optimierung statt, die einen fiir das Gesamt-
system optimalen Zeitplan findet, sodass im Allgemeinen auch nur Losungen gefunden
werden, die (hoffentlich nur wenig) schlechter als das absolute Optimum sind, dafiir redu-
ziert sich der Rechenaufwand erheblich. Modelle dieser Art, bei der ein Teilsystem dann
nach auf3en als eine Bedieneinheit auftritt, die durch wenige Parameter charakterisiert wird,
werden uns in Kap. 9 bei den Wartesystemen und Warteschlangennetzen wieder begegnen.

Eine ausfiihrliche Behandlung von Zeitplanproblemen und weiteren Problemen opti-
maler Ressourcenzuteilung findet sich z. B. in [51].
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Bei der Zeitplanoptimierung hatten wir bereits Probleme betrachtet, bei denen die Bear-
beitungszeiten nicht mehr vorab bekannt waren und die daher durch eine Zufallsvariable
modelliert wurden: Statt eines festen Wertes wurde eine — prinzipiell beliebige — Vertei-
lung angenommen. Entsprechend sind auch die beobachteten Gréflen im Modell (etwa die
Gesamtfertigungszeit) Zufallsvariablen, und wir sind an Aussagen tiber deren Verteilung
interessiert. Dieses Modell lasst sich ausbauen fiir die Situation, in der sich die beobachtete
Grofe als Summe von sehr vielen unabhingigen Zufallsvariablen ergibt, sodass ein Uber-
gang von einem diskreten zu einem kontinuierlichen Modell (hier: einem Wiener-Prozess)
zweckmiflig ist.

Das erschliefit interessante neue Anwendungsfelder, etwa in der Finanzmathematik -
als Beispiel werden wir in diesem Kapitel ein einfaches Modell fiir Aktienkurse herleiten,
das Black-Scholes-Modell. Diese Uberlegungen sollen den Teil ,,Spielen - entscheiden - pla-
nen” abschlieflen und illustrieren, wie mathematische Modelle plotzlich in ganz anderem
Zusammenhang wieder auftauchen kénnen. Andererseits sind oft auch ganz verschiedene
Herangehensweisen fiir dhnliche Problemstellungen moglich - das in diesem Kapitel vor-
gestellte Modell fiir die Entwicklung einer Kapitalanlage hat z. B. einen engen Bezug zu den
Modellen fiir die Populationsdynamik in Kap. 10, die ein vollig anderes Instrumentarium
verwenden werden.

Dieses Kapitel ist insofern nicht unabhingig von den anderen zu verwenden, als dass
es auf Kap. 5 aufsetzt, insbesondere werden die Uberlegungen aus Abschn. 5.2 fortgefiihrt.
Naturgemaif spielt in diesem Kapitel das Instrumentarium der Stochastik (vgl. Abschn. 2.3)
eine grof3e Rolle - wir werden es mit diskreten Verteilungen (Bernoulli-Verteilung, Binomi-
alverteilung), mit der Normalverteilung als kontinuierlicher Verteilung (und ihren Quan-
tilen) und dem Ubergang zwischen beiden Welten (Stichwort Asymptotik, Abschn. 2.3.4)
zu tun haben.

H.-J. Bungartz et al., Modellbildung und Simulation, eXamen.press, 125
DOI 10.1007/978-3-642-37656-6_6, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2013
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6.1 Vom Bernoulli-Experiment zur Normalverteilung

Ausgangspunkt der Betrachtung ist die serielle Bearbeitung von n Teilauftrigen wie in
Abschn. 5.2, Abb. 5.5. Im Folgenden werden wir die Verteilung der Gesamtfertigungszeit
bestimmen - im Abschn. 5.2 hatten wir uns ja nur fiir den Erwartungswert interessiert
(und gesehen, dass man ihn im Fall serieller Bearbeitung als Summe der einzelnen Bear-
beitungszeiten berechnen kann), wir miissen nun also etwas mehr rechnen.

Wir nehmen fiir die Bearbeitungszeiten T; wieder an, dass sie unabhdngig sind, zusitz-
lich seien sie identisch verteilt (iid: independent, identically distributed). Man kann sich
also vorstellen, dass es einen Zufallsgenerator gibt, der fiir jeden Auftrag A; eine Realisie-
rung von T; liefert; sein Ergebnis ist unabhingig von den bisherigen Werten.

Die Verteilung der T; sei vorerst sehr einfach: T; kann zwei Werte y — 0 und ¢ + o
annehmen (y, 0 € R, ¢ > 0), und zwar jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1/2. Die Werte liegen
also im Abstand von ¢ symmetrisch zu y, und der Zufallszahlengenerator, der bestimmt,
ob der groflere oder der kleinere Wert gewéhlt wird, konnte einfach durch Werfen einer
Miinze realisiert werden. Fiir den Erwartungswert und die Varianz von T; gilt E(T;) = p
und Var(T;) = 0 (was auch die Wahl der Bezeichner y und o motiviert).

Solange man an Bearbeitungszeiten denkt, die nicht negativ sein konnen, wird man y >
o fordern. Fiir die weiteren Uberlegungen ist das aber nicht notwendig und wird deshalb
im Folgenden auch nicht vorausgesetzt.

Nun ist die Verteilung der Gesamtfertigungszeit zu bestimmen; wir kénnen uns von der
Beispielanwendung ,,Scheduling® l6sen und betrachten die Zielgrof3e einfach als Summe
aller T;. Daher heif3t sie hier auch nicht mehr Cg wie in Abschn. 5.2, sondern einfach S:

n
S=>"T;.
i=1

1

Um deren Verteilung zu bestimmen, betrachten wir die Zufallsvariablen

7o liz(w-0)
20
die durch lineare Transformation
Nl k)
20

aus den T; hervorgehen. Sie konnen die Werte 0 und 1 annehmen (jeweils mit Wahrschein-
lichkeit 1/2), sind also Bernoulli-verteilt mit Parameter p = 1/2.

Die Summe von n Bernoulli-verteilten Zufallsvariablen mit Parameter p ist binomial-
verteilt mit Parametern n und p:

- noo. 1
S:IZIT,'NB(”,E).
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Abb. 6.1 Dichte der Bino- A 70
, . P(T=k) 70
mialverteilung (Parameter 256
n=8p=1/2) T 56 56
256 256
18 28 28
256 256
(1 s 81
256 1256 I 256 256
0 1 304 05 6 7 8 k
Dabher gilt
N n k n—k -n [P
P(S=k)= 1- =2 .
s=0-(3)pta-prt=2(3)
Abbildung 6.1 zeigt die Dichte der Binomialverteilung firr n = 8 und p = 1/2.
Wir kennen also die Verteilung von S, und wegen
S=208+n-(u-0c) (6.1)

ist die Aufgabe, die Verteilung von S zu bestimmen, im Prinzip gelost. Allerdings ist fiir
grofie n die Binomialverteilung unhandlich, sodass man sie lieber durch eine Normalver-
teilung approximiert.

Fiir ein S ~ B(#, p), also mit Erwartungswert E(S) = np und Varianz Var(S) = np(1 -
p), kann man fiir hinreichend grofies n die (diskrete) Binomialverteilung durch die (konti-
nuierliche) Normalverteilung N (np, np(1-p)) mit gleichem Erwartungswert und gleicher
Varianz ersetzen (Satz von De Moivre-Laplace). Abbildung 6.2 zeigt ein Beispiel fiir n = 8
und p =1/2. (Die Abbildung legt nahe, die Approximation zu verbessern, indem man eine
Normalverteilung mit Erwartungswert np — 1/2 wihlt, also die Kurve um 1/2 nach links
verschiebt. Fiir unseren Fall grofler # ist das aber nicht von Bedeutung.)

Fiir ein § ~ N'(n/2,n/4) istalso P(S < t) ~ P(S < t).

Wegen (6.1) und der Transformationsregel fiir Normalverteilungen unter linearen
Transformationen (fiir X ~ N (px, 0%) ist Y := aX + b ~ N'(aux + b, a’0%)) bekommen
wir als Ergebnis fiir die Verteilung von S:

Fiir grofle n wird S gut durch eine A/(ny, no*)-Normalverteilung approximiert.

Die Approximation der Binomialverteilung durch eine Normalverteilung kann man in
beide Richtungen benutzen:

o Wenn man keine normalverteilten Zufallszahlen zur Hand hat, kann man sie einfach
(aber relativ teuer) als Summe von Bernoulli-verteilten Zufallszahlen (Miinze werfen)
approximieren.
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Abb. 6.2 Verteilungsfunktionen der Binomialverteilung (Parameter n = 8, p = 1/2) und der ap-
proximierenden Normalverteilung N'(4,2): Die kontinuierliche Verteilungsfunktion zu N (4,2)
approximiert die Sprungfunktion zu 5(8,1/2)

o Hat man normalverteilte Zufallszahlen zur Verfiigung, kann man andererseits dadurch
eine Binomialverteilung approximieren, ohne viele Bernoulli-Experimente durchfiih-
ren zu miissen.

6.2 Normalverteilte Einflussgro8en

Da sich auch unter wesentlich allgemeineren Bedingungen Normalverteilungen als gute
Approximationen von Summen von Zufallsvariablen einstellen - das ergibt sich z. B. aus
dem zentralen Grenzwertsatz — 4ndern wir nun das Szenario, indem die Einflussgroflen (im
bisherigen Beispiel waren das die Bearbeitungszeiten der Teilprozesse) nun normalverteilte
Zufallsvariablen

T; ~ N (u,0)

sind (4,0 € R, 0 > 0).

Auch in Fillen wie im vorigen Abschnitt, bei denen die einzelnen Einflussgroflen T; kei-
neswegs normalverteilt sind, ist dieses Modell niitzlich; man fasst einfach hinreichend viele
Einzelschritte zusammen und kann die entstehende Summe als normalverteilt annehmen.

Wenn nun die T; (¢, 0)-normalverteilt sind, ergibt sich die Verteilung der Summe ein-
fach aus dem Additionssatz fiir Normalverteilungen:

S:= > T; ~ N(nu,no’) .
i-1

Der zweite Parameter (die Varianz) von S verdient dabei aus praktischer Sicht beson-
dere Beachtung: Dass er — wie der Erwartungswert — proportional zu n wichst, tiberrascht
zunichst nicht, ist aber bei Rechnungen eine haufige Fehlerquelle, wenn die Varianz no?
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mit der Standardabweichung \/no verwechselt wird: Diese wichst eben nur proportional
zu /.

Fiir die Realisierung in einem Programm mag es als Hindernis erscheinen, dass nor-
malverteilte Zufallsvariablen schwieriger zu erzeugen sind als etwa der Miinzwurf im Ab-
schn. 6.1. Wenn Rechenzeit keine Rolle spielt, ist dabei, wie oben beschrieben, die Approxi-
mation durch die Binomialverteilung als quick-and-dirty-Lésung durchaus gangbar, zum
Erzeugen normalverteilter Zufallszahlen gibt es aber wesentlich effizientere Verfahren. In
Maple z. B. sind entsprechende Funktionen vorhanden, man erhalt etwa mit

stats [random, normald [mu, sigmal] ()

Realisierungen einer (g, 0%)-normalverteilten Zufallsvariablen.

Eine wesentliche Anderung gegeniiber dem Modell aus Abschn. 6.1 mit diskreter Ver-
teilung der T; ergibt sich dadurch, dass bei der Normalverteilung beide Parameter reelle
Zahlen sind - im Gegensatz zu dem ganzzahligen Parameter n der Binomialverteilung. So
kénnen wir uns jede der Zufallsvariablen T; ~ N (u, o) wieder als Summe normalver-
teilter Zufallsvariablen vorstellen, etwa von k unabhingigen NV(%, %)—verteilten Zufalls-
variablen. Denkt man dabei wieder an die Bearbeitungszeiten, so bedeutet das, dass jeder
Auftrag in k gleichartige Teilauftrige zerlegt wire. In unserem neuen Modell ist dies in
beliebiger Feinheit moglich und das motiviert den nachsten Schritt, von einem im Ablauf
diskreten Modell (# einzelne Auftrage mit ihrer Bearbeitungszeit hintereinander) zu einem
kontinuijerlichen Modell iiberzugehen - es wird eine reelle Achse geben, auf der ein belie-
biges Intervall als ein Auftraginterpretiert werden kann, die Zuordnung zu Auftriagen (z. B.
der Feinheitsgrad bei der Zerteilung in Teilauftrige) spielt aber fiir die beobachtete Grof3e
S keine Rolle.

6.3 Wiener-Prozesse

Betrachten wir zunéchst noch einmal den diskreten Prozess wie in den vorigen Abschnit-
ten, nur dass wir statt endlich vieler Zufallsvariablen nun eine unendliche Familie { T}, i €
N} verwenden. Dabei sollen die T; wieder unabhingig und identisch verteilt (z. B. normal-
verteilt) sein.

Statt der Gesamtsumme betrachten wir nun Partialsummen

k
Sk = Z Ti >
i=1

die also den Beitrag der Schritte 1 bis k, k € N, angeben, und setzen S, := 0.

Die Differenz S; — Sy (I > k € Ny) entspricht dann dem Beitrag der Schritte k +1,..., I.
Im Beispiel ,,Bearbeitungszeiten® wire das die Zeit, die diese Teilauftrage brauchen, und
eine negative Differenz wire unrealistisch, weshalb wir besser schon an das kommende
Beispiel denken und uns Sy als Wert einer Geldanlage am Tag k vorstellen - in diesem Fall
ist zwischen den Tagen k und I sowohl Gewinn (S; — Sy > 0) als (leider) auch Verlust
(S; = Sk < 0) realistisch.
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Die Sj sind nicht unabhingig (die bisher angefallene Bearbeitungszeit/der Aktienkurs
heute hat groflen Einfluss auf die Wahrscheinlichkeiten nach dem nichsten Schritt), die
Differenzen S; — Sx und S;: — Sy fiir nicht iiberlappende Intervalle 0 < k < I < k' < 1" €
Ny hingegen sind es schon (weil die T; das sind und die beiden Partialsummen disjunkte
Teilmengen der T; verwenden).

Nehmen wir die T; als normalverteilt an, so kénnen wir uns einen Schritt beliebig fein
unterteilt in Teilschritte vorstellen, deren Beitrag ebenfalls normalverteilt ist. Das erlaubt
einen direkten Ubergang zu einem kontinuierlichen Prozess, nur dass es dann keine ein-
zelnen T; mehr gibt, sondern nur noch Entsprechungen W;, t € R, der Partialsummen
S k> ke NO:

» Definition 6.1(Wiener-Prozess) Ein (Standard-)Wiener-Prozess (nach Norbert Wiener,
1894-1964) ist eine Familie von Zufallsvariablen { W;, f € R, } mit

1) Wy =0.

2) Firalle 0 <s < tist W, — W, ~N(0,¢—5) .

3) Fiir alle nichtiiberlappenden Paare von Zeitintervallen 0 < s < £ < s’ < ¢’ sind W, — W,
und Wy — W, unabhingig.

Wihrend sich im diskreten Fall die Anderung S; — Sx, [ > k € Ny durch die Einflussgro-
Ben Tjyy,. .., Ty ergibt, ergibt sich nun die Anderung W, — W,, t > s € R, kontinuierlich
lings des Intervalls [s, t]. Da die Anderungen, insbesondere die Verteilung von W, — W,
bekannt sind, ist auch die (Normal-)Verteilung der W, festgelegt. Betrachtet man von der
Familie { W;} nur die W; mit ganzzahligem ¢ € Ny, so erhilt man gerade die diskrete Fami-
lie {Sx}, bei der die T; (0,1)-normalverteilt sind - Eigenschaft (2) besagt, dass W, - W,_; ~
N(0,1).

Eine im Folgenden benétigte Verallgemeinerung des Standard-Wiener-Prozesses ist der
Wiener-Prozess mit Drift y € R und Volatilitit o € R, 0 > 0. Er entsteht, indem ausgehend
vom Standard-Wiener-Prozess fiir ein Zeitintervall der Lange t — s = 1 die Standardabwei-
chung nun o betrigt und das Ganze mit einem deterministischen Wachstum tiberlagert
wird (Wachstumsrate y, also lineares Anwachsen/Fallen mit 4 - t). Somit wird in der Defi-
nition Forderung 2) ersetzt durch

2') Fiiralle0 <s < tist W, = W, ~ N (- (t-s),0%-(t-5)).

Im Folgenden werden wir Wiener-Prozesse mit Drift und Volatilitat betrachten; die Ein-
schrinkung auf die W, mit ganzzahligem ¢ entspricht hier dem diskreten Prozess { Sy } mit
(4, 0*)-normalverteilten Zufallsvariablen T;.

Abbildung 6.3 zeigt fiir einen Wiener-Prozess mit Drift ¢ = 1 und Volatilitit ¢ = 1/2
die Dichten von W4, Wy/5, W3/, und W; (von oben nach unten). Die ,,Breite” der Kurve
(also die Standardabweichung der W;) nimmt mit \/# zu; die gestrichelte Linie schneidet
die Abszissen der Koordinatensysteme jeweils in den Punkten y - t + 0 - \/t.
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Abb. 6.3 Entwicklung der T —
. L -1 3 X
Dichte von W; fiir einen
Wiener-Prozess mit Drift y =1
und Volatilitit o = 1/2 fiir
(von oben nach unten) t = 1/4,
t=1/2,t =3/4undt = L
Die gestrichelte Linie markiert r —
den zeitlichen Verlauf von -1 3 x
Uu-t+o- Vi
r —P
-1 3 x
T —P
-1 3 x
r —P-
-1 3 X

Gegeniiber dem diskreten Prozess { Sy } sind wir nun insofern flexibler geworden, als wir
einem \'(u-8t, 0% 8t)-verteilten Beitrag einfach ein Intervall [¢,  + §¢] zuordnen kénnen,
wobei §t nicht mehr auf ganzzahlige Werte eingeschrinkt ist. Jetzt stellt sich die Frage, ob
diese Verallgemeinerung fiir die praktische Handhabung noch tragbar ist: Wihrend wir
im diskreten Prozess Sy einfach durch k Realisierungen der Zufallsvariablen T; und Sum-
mation berechnen konnten, sieht es so aus, als ob man nun fiir eine Realisierung von W;
das ganze Kontinuum [0, ¢] betrachten miisste - was vermutlich eine Diskretisierung er-
fordert und einen damit einhergehenden Fehler bewirkt. Das ist aber in Wirklichkeit nicht
der Fall: Wir kennen ja die Verteilung von Wy, ohne die Zwischenwerte 0 < s < t betrachten
zu miissen.

Das ermoglicht die Simulation, d. h. die Berechnung von beobachteten Werten in dis-
kretem Abstand §¢:

o W() =0.

o Firi=1,2,3,...: W5 := W(;_1).5; + Rberechnen, wobei R eine N (uét, o*8t)-verteilte
Zufallsvariable ist.
(Z.B. R = 0\/8tR + udt mit standardnormalverteiltem R)
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Abb. 6.4 Je drei Liufe eines A
Wiener-Prozesses fiir ¢4 = 1 und 1
o =1/100 (oben) bzw. o = 1/10

(unten), Beobachtungen im

Abstand &t = 1/100

1/2
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Abbildung 6.4 zeigt einige Ergebnisse dieses Verfahrens.

Zur Wahl der Zeitschrittweite 8t sollte noch einmal betont werden, dass die Schritt-
weite auf die Verteilung der beobachteten Werte W,.5; keinen Einfluss hat — es gibt hier
keinen Diskretisierungsfehler, der einen zu einer kleineren Gitterweite notigt, als fiir die
Darstellung der Ergebnisse gewiinscht wird, sondern die berechneten Werte sind exakt
so verteilt, als wiirden wir einen echten (kontinuierlichen) Wiener-Prozess zu Zeitpunk-
ten mit regelmifligem Abstand §t beobachten. (Eine Ausnahme tritt auf, wenn man keine
normalverteile Zufallsvariable zur Verfiigung hat und diese mit geeigneten anders verteilen
Zufallsvariablen auf einem feinen Gitter derart simuliert, dass sich im Grenzwert §t - 0
Normalverteilungen einstellen — dann hat die Gitterweite des feinen Gitters natiirlich schon
einen Einfluss auf die beobachteten Verteilungen.)

Es ist daher auch kein prinzipielles Problem, beliebig weit ,in die Zukunft zu sehen”
(solange y und ¢ als konstant angesehen werden diirfen); allerdings wéchst die Standard-
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abweichung der Ergebnisse ja mit \/#, sodass das Bild der fernen Zukunft recht unscharf
ist.

Wiener-Prozesse sind niitzliche Modelle nicht nur fiir wirklich zuféllige Prozesse, son-
dern auch fiir solche, bei denen sich viele unabhingige Einflussgrofien zu einer Gesamt-
bewegung summieren, die als stochastische Gréf3e modelliert werden kann - etwa die
Aktienkurse, die im néchsten Abschnitt ndher betrachtet werden.

Beziiglich der Einordnung in den mathematischen Methodenapparat ist noch zu erwih-
nen, dass der Wiener-Prozess ein Standardbeispiel fiir einen Markov-Prozess in kontinuier-
licher Zeit ist und somit als ergdnzendes Beispiel zu den Markov-Ketten in Kap. 9 dienen
kann.

6.4 Anwendung: Entwicklung von Geldanlagen

Wiener-Prozesse kann man verwenden, um die Entwicklung einer risikobehafteten Geld-
anlage (z. B. von Aktien) zu modellieren; das wird in diesem Abschnitt passieren.

Dazu betrachten wir zunéchst eine risikolose (also festverzinste) Geldanlage, etwa ein
Sparbuch, dessen Einlage pro Zeiteinheit um einen festen Anteil, den Zinssatz P, vermehrt
wird. Die Zeiteinheit ist hier iiblicherweise ein Jahr; bei unserem auch lings der Zeitachse
kontinuierlichen Modell wirkt sich die Wahl der Zeiteinheit nur auf die Achsenbeschrif-
tung, nicht aber auf das eigentliche Modell aus; der Zinssatz kénnte z. B. 0,03 = 3 % sein.

Das fithrt auf einen Wachstumsprozess; die Einlage wichst pro Zeiteinheit um den Fak-
tor 1 + P und in einem Zeitraum der Lénge ¢+ um den Faktor (1+ P) (vgl. das Populations-
dynamikmodell in Abschn. 10.1). Da es sich um exponentielles Wachstum handelt, ist es
einfacher, in logarithmierten Grofien zu rechnen:

X, sei der (natiirliche) Logarithmus des Wertes der Geldanlage zum Zeitpunkt ¢.

Die in einem Zeitraum [s, ] der Linge 8¢ := ¢ — s erwirtschaftete Rendite sei R := X; — X.
Fiir das Kapital e** entspricht das bei betragsmafig nicht zu groflen R

e’ = el eX n (14 R)N,

sodass die Rendite in etwa dem Zinssatz fiir den Zeitraum &t entspricht.

Das Arbeiten mit logarithmischen Groflen ist hier sehr hilfreich: Die Renditen sind
additiv (wenn wir in einem Zeitraum eine Rendite R; und im anschliefenden Zeitraum
eine Rendite R, erwirtschaften, ist die Gesamtrendite R; + R,). Weiter entspricht die bis-
her betrachtete konstante Verzinsung einfach einem linearen Wachstum - unterschiedliche
Renditen pro Zeiteinheit konnen im ¢ — X,-Diagramm direkt als unterschiedliche Steigun-
gen abgelesen werden. (Wohingegen es sehr schwierig ist, unterschiedlich stark wachsende
Exponentialfunktionen optisch zu vergleichen!)

Nun aber zu Geldanlagen mit Risiko, z. B. Aktien mit ihren Kursschwankungen. Die
Wertentwicklung hingt von einer grofien Zahl von Einflussfaktoren ab, die den Kurs nach
oben oder nach unten beeinflussen. Der wesentliche Punkt unseres Modells ist, dass man
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nicht diese Einfliisse im einzelnen modelliert (was zu einem viel zu komplexen Modell
fithren wiirde), sondern annimmt, dass die Summe aller Einfliisse {iber einen bestimmten
Zeitraum als normalverteilt angenommen werden kann. Da man iiber die Verteilungen der
einzelnen EinflussgrofSen nichts oder wenig weif3, ist diese Annahme nicht mathematisch
begriindbar (z. B. durch Anwendung des zentralen Grenzwertsatzes), sie stellt sich empi-
risch aber als gar nicht so unangemessen heraus.

Préziser wird im so genannten Black-Scholes-Modell angenommen, dass die Rendite

R~ N (udt,o*8t)

normalverteilt und fiir nichtiiberlappende Intervalle unabhingig ist. Es liegt also ein
Wiener-Prozess mit Drift 4 und Volatilitit ¢ vor. (Der Startwert X, ist i. A. nicht null,
durch passende Wahl der Geldeinheit kann man das erreichen; man kann den Wiener-
Prozess aber auch bei einem beliebigen Startwert beginnen lassen.) Die Parameter y und
o seien vorerst gegeben (in Wirklichkeit miissen wir sie schétzen).

Natiirlich liefert uns unser Modell keine Vorhersage iiber den Aktienkurs in der Zu-
kunft, sondern nur iiber dessen Verteilung. Diese Information ist aber niitzlich, um z. B. die
mit der Anlage verbundenen Risiken zu berechnen. Eine typische Fragestellung ist, welcher
Betrag mit einer Wahrscheinlichkeit von z. B. 99 % zum Zeitpunkt ¢ nicht unterschritten
wird (,,So viel Wert ist zum Zeitpunkt t mit einer Gewissheit von 99 % noch vorhanden® -
ein hoher Wert steht hier also fiir eine sichere Geldanlage; je geringer der Wert ist, um so
spekulativer ist die Anlage).

In unserem Modell lauft das auf die Bestimmung eines Quantils der Normalverteilung
hinaus - in der Praxis meist gelost durch Transformation auf die Standardnormalvertei-
lung. Das (einseitige) A-Quantil z, der Standardnormalverteilung ist definiert als der Wert,
den eine standardnormalverteilte Zufallsvariable Z ~ A(0,1) mit einer Wahrscheinlich-
keit von A nicht tiberschreitet:

P(Z<z)=2A.

Abbildung 6.5 zeigt die grafische Bestimmung von z; , aus Dichte und Verteilungsfunktion
der Standardnormalverteilung.

Die Werte von z, sind tabelliert bzw. liegen als Bibliotheksfunktion vor (z. B. in Maple
mit der Funktion statevalf [icdf,normald[0,1]] (lambda) im Paket stats,
in Excel und OpenOffice als NORMINV (lambda; 0; 1)).Quantile fiir eine beliebige
Normalverteilung, also fiir ein Y ~ NV'(y, 62), erhilt man durch lineare Transformation auf

Y-y

7= ~N(0,1);

es ist
A=P(Z<z)=P(Y<zy0+py),

somit ist das einseitige A-Quantil von Y als z) 0 + p aus z) zu berechnen (bei Verwendung
von Bibliotheksfunktionen statt Tabellen erledigen diese die Umrechnung meistens mit).
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Abb. 6.5 20 %-Quantil der A (1) = Fy(1)
Standardnormalverteilung: 1,0b
20,2 ~ —0, 842.

0,8f

) T
t
7 Vil

Kommen wir damit zuriick zur Risikobeurteilung: Der Wert, den X, mit einer Wahr-
scheinlichkeit A unterschreitet, ist das einseitige A-Quantil einer nach N (X, + ut, 0’t)
verteilten Zufallsvariablen, also

X0+yt+zka\/f.

Die Geldmenge dazu ist
eXg — eXg _e‘ut+ZAO\/E ,

also das Ausgangskapital e*° verzinst mit der konstanten Rendite ~ yt und dem ,,Risiko-
anteil ~ z,0+/f. Normalerweise wird A (deutlich) kleiner als 50 % sein, sodass z, (stark)
negativ ist, z. B. A = 1% im Beispiel von oben (,Wieviel Geld ist mit einer Gewissheit von
99 % noch da?“) mit zg o; ~ —2,33.

Eine hohe Volatilitit macht die Geldanlage logischerweise riskanter — mit unserem Mo-
dell kdnnen wir das nun quantifizieren: Der ,Risikoanteil wéchst (in der logarithmischen
Grofle X;) linear mit der Volatilitat und mit der Wurzel des betrachteten Zeitraums ¢ (wih-
rend die konstante Rendite linear mit ¢ wichst).

Zwei wichtige Fragen sind noch offen: Wie gut ist das Modell, und wie bekomme ich die
Parameter y und o fiir die Geldanlage, die mich interessiert?

Fiir die Beurteilung der Qualitdt betrachten wir die finanzmathematische Praxis: Das
Black-Scholes-Modell wird dort gerne verwendet, weil es leicht zu handhaben ist und trotz-
dem meist befriedigende Ergebnisse liefert. Kritikpunkte sind einerseits die unterstellte
Normalverteilung (in der Praxis stellen sich grofle Ausschlige ofter ein als die Normal-
verteilung vorhersagt — Stichwort ,fat tail“-Verteilungen) und andererseits die Annahme,
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dass ¢ und o als konstant angenommen werden, was natiirlich nicht fiir beliebig lange
Zeitraume realistisch ist.

Das fiihrt zu dem zweiten Problem, ndmlich die Bestimmung der Parameter y und o.
Diese miissen durch Beobachtung des Marktes geschitzt werden: Durch die bisherige Kur-
sentwicklung, die man in die Zukunft projizieren kann (fiir die Drift ist das oft ausreichend)
oder aufwindiger (und fiir die Volatilitdt in der Regel notwendig) aus den Preisen, die sich
am Markt fiir gewisse volatilititsabhingige Produkte einstellen, wobei man davon ausgeht,
dass der Markt alle bekannten Umsténde korrekt in Preise umsetzt. Die Ergebnisse dieser
Berechnungen lassen sich z. T. in Indizes nachschlagen, in Deutschland etwa die beiden
Indizes VDAX und VDAX-NEW.

Da unser Exkurs in die Finanzwelt hier schon wieder zu Ende ist, sei noch fiir weiter-
fithrende Literatur z. B. auf das Buch von Adelmeyer and Warmuth [1] verwiesen.



Teil Il

Verkehr auf Highways und Datenhighways:
Einmal durch die Simulationspipeline

Einleitung

In diesem Teil blicken wir drei Mal auf die Simulation von Verkehr. Wir betrachten das
gleiche Grundproblem, allerdings mit unterschiedlichen Sichtweisen und aus methodisch
unterschiedlichen Blickwinkeln.
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Verkehr spielt in vielen Bereichen eine wichtige Rolle: zum Beispiel im Straf3enverkehr
fir Fulginger, Autofahrer oder Fahrradfahrer; im Datenverkehr fiir Datenpakete im Inter-
net oder Datenpakete im lokalen Netzwerk auf dem Weg zum Drucker; im Auftragsverkehr
fir Abldufe in der Prozessplanung, Telefonverbindungen in Mobilfunknetzen, Reparaturen
in einer Maschinenhalle oder Kunden im Postamt.

So unterschiedlich die konkreten Anwendungen sind, es verbinden sie gemeinsame For-
derungen. Es sollen Netze entworfen werden mit maximalem Nutzen zu minimalen Kosten
(eine widerspriichliche Forderung!) und die vorhandenen Ressourcen bestmoglich einge-
setzt werden. Engpasse sollen bei der Planung von Netzen vermieden oder bei vorhandenen
Netzen identifiziert und behoben werden. Erweiterungen und Restrukturierungen sollen
mit bestmoglichem Ergebnis und geringstmoglichen Nebenwirkungen durchgefiihrt wer-
den. Falls moglich soll steuernd oder regelnd positiv auf den Verkehr eingewirkt werden,
wie es (hoffentlich) bei Verkehrsleitsystemen der Fall ist.

Gemeinsame Charakteristiken sind dabei: Einfaches Ausprobieren von Veranderungen
ist meist zu zeit- und kostenintensiv (man denke nur an das versuchsweise Bauen einer
Autobahn); es sollte daher lieber vorher im Rechner modelliert und simuliert werden. Be-
weisbare Aussagen sind bei komplizierteren Problemen nur schwer oder nur unter stark
vereinfachenden Modellannahmen treffbar - eine numerische Simulation ist kaum zu ver-
meiden. Auflerdem hingen die Verkehrsteilnehmer (real oder digital) oft von zu vielen
Einflussgrofien ab, die unmaglich alle modelliert werden kénnen, und legen daher eine Be-
trachtung des Verkehrs tiber Durchschnittsgrofien oder mit stochastischen Mitteln nahe.

Drei verschiedene Szenarien fiir Verkehr mit unterschiedlichen Modellierungsansitzen
wurden beispielhaft ausgewéhlt. Wir betrachten Straflenverkehr makroskopisch, d. h. kon-
tinuierlich als Fliissigkeit in StrafSenkanilen. StrafSenverkehr mikroskopisch aufgeldst fiihrt
uns zu einem diskreten Modell mit zelluliren Automaten. Verkehr in Rechensystemen
(bzw. Kunden in Postimtern) werden wir stochastisch und ereignisgesteuert betrachten.
Die Wahl der Modellierung ist dabei abhingig von der Sichtweise auf das Problem, der
Wabhl interessanter Groflen, der Skalierung und der Grofie des zu simulierenden zugrunde
liegenden Netzes.

Die vorgestellten Modelle sind grundlegend und werden einfach gehalten. Wir konnen
dabei langst nicht alle Aspekte des Verkehrs erfassen oder abdecken; wir wollen aber an
beispielhaften Ausschnitten den Weg durch die Simulationspipeline von der Modellierung
bis zur Validierung der analytisch oder simulativ gewonnenen Erkenntnisse vorstellen und
betrachten - und dariiber hinaus den einen oder anderen Ausblick geben.

Als kleinen Vorgeschmack und um zu zeigen, dass Verkehr komplizierter sein kann, als
man spontan annehmen wiirde, ein kurzes Beispiel: das Paradoxon von Braess. Autofahrer,
die um einen See von O (origin) nach D (destination) unterwegs sind, konnen tiber A oder
B fahren, wie in der nachfolgenden Abbildung gezeigt.

Die Stralen OA und BD sind kurz, klein und mit hoher Staugefahr. Befahren N Fahr-
zeuge eine dieser beiden Strecken, so bendétigen sie aufgrund gegenseitiger Behinderung
jeweils 10N Minuten. Die Straflen OB und AD sind lang, breit und gut ausgebaut. Die Fahr-
zeit betragt hier jeweils 50 + N Minuten. Sechs Autos, die sich gleichzeitig von O nach D
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auf den Weg machen, werden sich sinnvollerweise gleichmifig auf die beiden Routen ver-
teilen (linkes Bild), da jeder Fahrer gerne moglichst schnell ans Ziel gelangen mochte. Die
Fahrzeit betragt dann fiir alle 30 + 53 = 83 Minuten.

Nun wird eine Briicke (mit einer Fahrzeit von 10+ N Minuten) von A nach B gebaut, die
kurz, neu und gut ausgebaut ist (rechtes Bild). Ein Fahrer der Route iiber A mdochte zwei
Minuten Fahrzeit sparen, benutzt die neue Briicke und kommt in 30+ 11+ 40 = 81 Minuten
nach D. Dadurch erhoht sich allerdings die Fahrzeit der drei Fahrer tiber B auf 93 Minuten,
und einer von den dreien wird sicherlich seine Fahrzeit auf 92 Minuten verkiirzen wollen
und ebenfalls die Briicke benutzen.

Jetzt bendtigen nicht nur alle Verkehrsteilnehmer mit 92 Minuten viel linger als zuvor;
die Verkehrssituation ist sogar in einem stabilen Gleichgewicht, da (ohne Absprache) kei-
ner der Fahrer durch einen Wechsel der Route seine Fahrtdauer verkiirzen kann!

Eine Modellierung und Simulation des Systems vor einem moglichen Briickenbau hitte
die Finanzen des Bautrigers, die Umwelt und nicht zuletzt die Fahrer geschont. Machen
wir es besser ...



Makroskopische Simulation von Stralenverkehr

Straflenverkehr geht uns alle an, jeder ist davon betroffen. Unsere Wiinsche und Vorstel-
lungen beziiglich des Straflenverkehrs sind jedoch in der Regel etwas widerspriichlich:
Einerseits wollen wir moglichst viel davon. Wir wollen mobil sein und so schnell und ange-
nehm wie moglich von der Wohnung zur Uni oder Arbeit, vom Heimatort zum Ferienziel
oder vom Einkaufen zur Freizeitbeschiftigung gelangen. Wir wiinschen uns dazu gut aus-
gebaute Straflen und Parkplitze oder haufig fahrenden Personennahverkehr. Andererseits
wollen wir méglichst wenig davon. Stralenverkehr soll uns nicht belistigen. Wir méchten
nicht im Berufsverkehr oder in den kilometerlangen Mammutstaus zu Ferienbeginn und
-ende stehen, wiinschen uns, von Lirm- und Abgasemissionen unbehelligt zu bleiben, und
bevorzugen Griinstreifen anstelle von Stralenasphalt.

Gerade der Wunsch nach freier Fahrt ist hidufig genug mehr Utopie als Realitdt. Es
gibt zwar alleine ca. 230.782 km iiberértliche Straflen in Deutschland (nur Bundesauto-
bahnen, Bundesstraien, Landesstrafien und Kreisstrafien) und damit viel Platz fiir jeden.
Andererseits werden diese von {iber 51.735.000 in Deutschland zugelassenen Kraftfahrzeu-
gen bevolkert mit einer Gesamtfahrleistung von etwa 705 Mrd. km pro Jahr (Stand 2011,
[57, 12]). Besucher und Durchreisende aus anderen Lindern sind dabei noch gar nicht
beriicksichtigt. Zusatzlich konzentriert sich diese hohe Zahl an Fahrzeugen gerne an zen-
tralen Stellen und verteilt sich nicht gleichmifig iiber das Stralennetz. Uberbelastungen
der Verkehrswege und damit Staus bis hin zum Verkehrskollaps sind vorprogrammiert.
Doch diese sind nicht nur nervig, sondern auch kostspielig und sollten schon alleine aus
finanziellen Griinden vermieden werden: Die Kosten, die jéhrlich in der Européischen Uni-
on durch Staus verursacht werden, werden auf etwa 1 % des BIPs [18] geschitzt, d. h. 2011
rund € 126 Mrd.

Einfach viele neue Straflen zu bauen scheitert an Kosten (Konstruktion und Instand-
haltung), Platz und Zeitaufwand und ist nur begrenzt mdglich. Die Verkehrsinfrastruktur
bedeckt bereits etwa 5 % der deutschen Landesfliche, davon etwa 90 % Straflen, Wege und
Plitze [56]. Vor allem die vorhandenen Ressourcen miissen daher besser ausgenutzt wer-
den. Eine optimale Regelung des Verkehrs tiber Verkehrsleitsysteme ist ein Beispiel. Doch
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wie funktioniert Verkehr? Wie konnen wir herausfinden, wie wir eingreifen und die Ver-
kehrssituation proaktiv oder reaktiv verbessern kénnen?

Zuerst mussen wir verstehen, wie sich beispielsweise Staus oder Stop-and-go-Wellen bil-
den, und herausfinden, in welchem Zusammenhang Verkehrsgrofien stehen und welche
Auswirkungen es hat, wenn wir an einer bestimmten Stelle in den Straflenverkehr eingrei-
fen. Erst dann konnen wir dieses Wissen nutzen, um Staus vorhersagen, Neubauten planen,
die Auswirkung von Straflensperrungen und Baustellen prognostizieren und zu Verbesse-
rungen beitragen zu kénnen.

In diesem Kapitel wollen wir daher Straflenverkehr modellieren. Wir werden ein grund-
legendes Modell aufgrund physikalischer Uberlegungen herleiten und beispielhaft aufzei-
gen, wie Verfeinerungen der zunichst sehr einfachen Modellwelt zu einer realistischeren
Abbildung der Realitdt fithren konnen. Die Dynamik einzelner Verkehrsteilnehmer ist fiir
uns dabei eher uninteressant, wichtiger ist die kollektive Gesamtdynamik des Verkehrs.
Wir sprechen daher von makroskopischer Verkehrssimulation und betrachten insbesondere
mittlere Groflen fiir die Verkehrsdichte p, den Fluss f und die Geschwindigkeit v. Die Ver-
kehrsdichte in Fzg/km beschreibt dabei, wie ,,dicht“ Fahrzeuge auf der Strafle stehen, der
Fluss in Fzg/h, wie viele Fahrzeuge pro Zeit an einem Kontrollpunkt vorbeifahren.

Wollen wir die Moglichkeit haben, grofle Verkehrsnetze wie das europiische Autobahn-
netz zu simulieren, so sollten wir darauf achten, keine unnétigen Gréflen zu berechnen.
Besonders in den Anfangszeiten der Verkehrssimulation waren die Modellierung und Be-
trachtung einzelner Teilnehmer schon alleine vom Rechenaufwand her ausgeschlossen;
mittlerweile kann Straflenverkehr auch mikroskopisch aufgelost und simuliert werden,
was Gegenstand von Kap. 8 ist. Wir werden im Folgenden die makroskopische Verkehrssi-
mulation niher betrachten, die es uns ermoglichen wird, das gewonnene Verkehrsmodell
theoretisch zu untersuchen und analytische Ergebnisse zu gewinnen.

An benétigtem Instrumentarium aus Kap. 2 werden neben grundlegenden Begriffen der
Analysis (Abschn. 2.2.2) insbesondere einige Teile aus Abschn. 2.4 zur Numerik (Stabilitét,
Diskretisierung, Finite Differenzen, partielle Differentialgleichungen) benétigt.

7.1 Modellansatz

Beobachtet man Verkehr aus der Vogelperspektive, so stellt man fest, dass sich Storungen
im Verkehrsfluss wellenartig ausbreiten. Unter einer Stérung kann hierbei alles verstanden
werden, was sich von der Umgebung unterscheidet, also beispielsweise das Ende eines Staus
oder der Riickstau an einer Ampel. Wer bei Dunkelheit den Straflenverkehr von einer héher
gelegenen Position aus fotografiert und lange belichtet, kann auf dem Bild den Eindruck
gewinnen, dass Fahrzeuge wie eine zdhe Fliissigkeit durch ein Kanalsystem aus Straflen
flielen. Wechselt eine Ampel von rot auf griin, so ergiefit sich der Fahrzeugstrom in die
angrenzenden Straf3en, wie wenn sich in einem Kanalsystem eine Schleuse 6ffnet.

Aus Sicht des Verkehrs sind die Situationen besonders interessant, in denen sich Sto-
rungen sehr langsam auflgsen oder sogar verstirken. Dies sind Situationen mit hoher Ver-
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Abb.7.1 Verfliissigung der B e _
Fahrzeuge E> = E>

v(a,1) pxt) v(b:t)
p F

kehrsdichte. Hier ist die Ausbreitung von Storungen (insbesondere auf langen Straflen)
dhnlich der Ausbreitung kinematischer Wellen in langen Fliissen.

Basierend auf solchen oder dhnlichen Betrachtungen wurde ein einfaches, grundlegen-
des Verkehrsmodell 1955 von M.]. Lighthill und G. B. Whitham sowie unabhingig davon
1956 von P. 1. Richards vorgestellt, das dynamische Charakteristiken von Verkehr auf ei-
ner homogenen, unidirektionalen Fahrbahn beschreiben und erkldren kann. Es dient als
Grundlage vieler verbesserter Modelle. Da es noch einfach genug ist, um es herleiten und
mit einfachen Mitteln simulieren zu konnen, wird es Inhalt dieses Kapitels sein.

Zudem lasst sich die makroskopische Betrachtung des Verkehrs aus mikroskopischer
Sicht motivieren: Betrachtet man Fahrzeuge als einzelne Teilchen in einem Gas oder einer
Fliissigkeit, und sind diese aber nicht direkt von Interesse, sondern nur das Verhalten und
die Eigenschaften des Fahrzeugkollektivs, so kann man die Fahrzeuge ,verfliissigen®, von
diskreten Teilchen tibergehen zu kontinuierlichen Gréflen und den Verkehr als stromende
Fliissigkeit betrachten, vgl. Abb. 7.1.

Fir die makroskopische Modellierung von beispielsweise Autobahnverkehr sind also
nicht die einzelnen Teilchen von Interesse. Modellannahme ist, dass die drei Gréfen

o Verkehrs- oder Stromungsgeschwindigkeit v(x, t),
o Fahrzeugdichte p(x, t) und
o Verkehrsfluss f(x,t)

ausreichen, um das System hinreichend beschreiben zu konnen. Diese Annahme gilt vor
allem bei hohem Verkehrsaufkommen, wenn sich lokale Abweichungen nicht so stark her-
vortun wie auf einer fast leeren Strafle. Dabei gelten natiirlicherweise die folgenden weite-
ren Modellannahmen:

o 0 < p(x,t) < pmax — die Fahrzeugdichte ist positiv und begrenzt durch die maximal
mogliche Dichte pmay, bei der (durchschnittlich lange) Fahrzeuge Stof3stange an Stof3-
stange stehen;

o 0<v(x,t) < Vinax — Fahrzeuge diirfen nur vorwirts fahren, und die maximal erlaubte
Geschwindigkeit v, des Stralenabschnitts wird nicht iiberschritten.
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Abb. 7.2 Veranschaulichung der Zustandsgleichung: Alle Fahrzeuge sind mit der gleichen Ge-
schwindigkeit und in gleichem Abstand unterwegs. In der Zeit 7 bewegt sich das grau markierte
Fahrzeug um die Strecke #7 vorwirts, und alle 97 Fahrzeuge davor passieren den Kontrollpunkt X

7.2 Homogene Verkehrsstromung

Wir betrachten zunichst die einfachste Verkehrssituation, die sogenannte homogene
Gleichgewichtsstromung: Alle Fahrzeuge sind mit der gleichen Geschwindigkeit unterwegs
und haben den gleichen Abstand. Es liegt eine gleichformige Stromung von Fahrzeu-
gen vor, die von den beiden Variablen, dem Ort x und der Zeit ¢, unabhéngig ist. Anders
ausgedriickt betrachten wir fiir einen Streckenabschnitt Durchschnittswerte fiir Geschwin-
digkeit #, Verkehrsdichte 5 und Fluss f.

7.2.1 Ein erstes Ergebnis

Messungen zeigen, dass der Zustand des betrachteten Systems nur von der Dichte abhéngt,
d. h., Geschwindigkeit und Fluss sind Funktionen, die ausschliellich von der Dichte abhan-
gen. Zunichst wollen wir jedoch den allgemeinen Zusammenhang zwischen den Gréfien
7, p und f betrachten.

Bei konstanter Geschwindigkeit legt ein Fahrzeug in der Zeit 7 die Strecke 97 zuriick,
vgl. Abb. 7.2. Alle Fahrzeuge im Abschnitt [0, 7] verlassen diesen Abschnitt am Kontroll-
punkt X = ¥7 bis zum Zeitpunkt ¢ = 7. Die Frage, wie viele das pro Zeiteinheit sind, liefert
uns die Verkehrsdichte: Im Streckenabschnitt [0,1] sind p Fahrzeuge und damit vt Stiick
im Abschnitt [0, 77]. Der Fluss am Kontrollpunkt X ist somit pv /7. Damit gilt die Zu-
standsgleichung

f=pv. (7.1)
Diese Zustandsgleichung des Verkehrsflusses kann analog zur Formel von Little ((9.1),
Abschn. 9) betrachtet werden. Dort ist

Filllung f; = Durchsatz d; - Verweilzeit j; .

Die Fiillung f; entspricht der Dichte p, der Durchsatz d; dem Fluss f und die Verweilzeit

71 dem Kehrwert der Geschwindigkeit, 7.
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7.2.2 Geschwindigkeit, Fluss und Dichte

Als nichstes soll die Geschwindigkeit v in Abhédngigkeit von der Dichte p modelliert wer-
den. Die Betrachtung realen Verkehrs zeigt, dass beide Grof3en offensichtlicherweise in
kausalem Zusammenhang stehen: Aus Sicht des Autofahrers sollte die Fahrzeuggeschwin-
digkeit (zumindest bei héherem Verkehrsaufkommen) in Abhingigkeit von der Dichte
gewihlt werden. Die Faustregel ,, Abstand halber Tacho® ist hierfiir eine geldufige Veran-
schaulichung.

Doch wie kann v(p) modelliert werden? Ein Blick auf reales Verkehrsgeschehen fiihrt
zu drei naheliegenden Bedingungen an unser Modell:

Bedingung 1) Ist die Fahrbahn (fast) leer, so geben Autofahrer im Allgemeinen Gas. Zur
Vereinfachung nehmen wir im Folgenden fiir unser Modell an, dass bei freier Fahrbahn
alle Fahrer auf die erlaubte Maximalgeschwindigkeit v,y beschleunigen, die fiir die Strafle
als Geschwindigkeitsbegrenzung gegeben ist:

p—=>0 = V> V.

Bedingung 2) Im Fall einer vollen Strafle, wie beispielsweise in einem Stau oder vor einer
roten Ampel, stehen die Fahrzeuge Stofistange an Stofistange, also mit maximaler Dichte
Pmax- Die Verkehrsgeschwindigkeit kommt zum Erliegen:

p = Pmax = v—=>0.

Bedingung 3) Damit sind die beiden Eckpunkte gegeben. Da es im Hinblick auf die Ver-
kehrssicherheit verniinftig ist, dass ein Fahrzeug bei steigender Dichte die Geschwindig-
keit nicht erhoht, konnen wir fiir den Bereich dazwischen als dritte Bedingung fordern,
dass die Geschwindigkeit bei steigender Dichte monoton fallt.

Die einfachste Moglichkeit, v unter Erfiillung dieser drei Bedingungen zu modellieren,
ist ein lineares Verhalten, das durch die beiden Eckpunkte eindeutig gegeben ist. Dann ist

v(P) = Vinax (1— P ) . (7.2)

Pmax

Nun muss der Fluss modelliert werden. Auch hier verwenden wir wieder eine vereinfa-
chende Modellannahme und gehen davon aus, dass der Fluss f ebenfalls nur von der Dichte
p abhingt. Damit erhalten wir eine Gleichung fiir f, wenn wir die allgemeine Beziehung
v(p) in die Zustandsgleichung (7.1) einsetzen:

flp)=v(p)-p- (7.3)



146 7 Makroskopische Simulation von StraBenverkehr

vip) A fio) A
Vmax ] Smax e s E
/8 A BN
V] : H :
Vr-
0 >0 — —>
0 P1 Pr Pmax Poo Pl Popt Pr Pmax P

Abb.7.3 Fundamentaldiagramm (rechts) fir die lineare Geschwindigkeits-Dichte Beziehung (links)

Uberlegen wir, ob die Modellannahme realistisch ist. Es ist
f—0, firp—>0undp = pmay -

Fiir sehr kleine Dichten sind die Fahrzeuge mit Maximalgeschwindigkeit unterwegs. An
einem Kontrollpunkt kommen aber nur sehr selten Fahrzeuge vorbei — der Abstand zwi-
schen ihnen ist im Allgemeinen sehr grof. Fiir sehr grof3e Dichten ist der Abstand der
Fahrzeuge zwar klein; die Geschwindigkeit geht jedoch gegen null. Die Fahrzeuge stauen
sich und bewegen sich kaum noch vorwirts, und es kommen wieder nur sehr selten (neue)
Fahrzeuge am Kontrollpunkt vorbei. Irgendwo zwischen diesen beiden Extremen ist der
Fluss maximal. Die Annahme kann somit getroften werden.

7.2.3 Fundamentaldiagramm

Die grafische Darstellung der Beziehung f(p) ist so grundlegend und wichtig zur Bestim-
mung von Parametern von Verkehrsmodellen, dass sie Fundamentaldiagramm genannt
wird. Im Fall der linearen Beziehung zwischen Geschwindigkeit und Dichte erhalten wir

1) =1 ) 74
Pmax

und damit ein quadratisches Modell fiir das Verhiltnis von Fluss zu Dichte, siche Abb. 7.3.

Bei der Dichte p,p,; wird der maximale Fluss fia  erreicht.

Die Dichte p,p ist insbesondere aus Sicht der Verkehrsplaner ein wichtiges Optimie-
rungsziel, da bei ihr der Straflenabschnitt bestmoglich ausgenutzt und von der maximal
moglichen Zahl von Fahrzeugen pro Zeitintervall befahren wird. Bei allen anderen Dich-
ten ist der Fluss kleiner.

Unter diesen Modellannahmen ist es fiir den Verkehrsplaner interessant, dass ein (vor-
gegebener) Fluss fj, < fmax fiir zwei Dichten (p; und p,) und damit auch bei zwei Ge-
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schwindigkeiten (v; und v,) realisiert werden kann. Die bessere Alternative ist die mit der
hoheren Geschwindigkeit, besonders aus Sicht der Verkehrsteilnehmer, die dann schneller
am Ziel sind. Insgesamt wire daher der Zustand mit kleinerer Dichte und hoherer Ge-
schwindigkeit wiinschenswert. Ein Blick in die Realitdt zeigt jedoch, dass dieser Zustand
nicht ohne weiteres eintritt: Autofahrer tendieren dazu, so lange schnell zu fahren (v(p)
ist eben nicht linear), bis der optimale Fluss tiberschritten wird, und landen dann bei der -
auch aus ihrer Sicht — schlechteren Alternative. Aufgabe der Verkehrsplaner ist es, regelnd
einzugreifen, sodass die bessere Alternative erzwungen wird. Moglichkeiten dazu bieten
beispielsweise kontrollierte Geschwindigkeitsanzeigen, Verkehrsleitsysteme oder Ampeln.

7.2.4 Modellverfeinerungen

Anhand der Modellierung von v(p) ldsst sich an dieser Stelle beispielhaft zeigen, wie ein
Modell weiter verfeinert und an die Realitit angepasst werden kann.

Eine Schwiche des bisherigen, linearen Modells ist, dass der maximale Fluss genau bei
der halben Maximalgeschwindigkeit auftritt, was unrealistisch ist. Fiir einen gegebenen
Straflentyp kann die Dichte p,p, bei der der maximale Fluss fi.. gemessen werden kann,
empirisch ermittelt werden. Um diese weitere Information in unser Modell integrieren zu
kénnen, miissen wir das Modell verfeinern. Dazu miissen wir zusitzliche Freiheitsgrade
einfithren, anhand derer zumindest festgelegt werden kann, bei welcher Geschwindigkeit
der Fluss maximal ist.

Eine naheliegende Moglichkeit ist, statt der linearen eine quadratische Beziehung zwi-
schen Geschwindigkeit und Dichte anzunehmen:

v(p) = Vinax (1 —ap+ ﬁpz) . (7.5)

Fiir die Fluss-Dichte-Beziehung

f(p) = vimax (1= ap+ Bp*) p

erhalten wir dann ein kubisches Modell. Die Bedingung 1 ist weiterhin erfiillt. Wir miissen
allerdings die Bedingung 2 sicherstellen, d. h., es muss v(pmax) = 0 gelten. Damit erhalten
wir eine erste Gleichung,

0= Vmax(l — OPmax + ﬁprznax) .

Nun kdnnen wir unser Wissen iiber p,p ins Spiel bringen. Fiir diese Dichte sollte der Fluss
maximal sein, d. h., im Modell sollte % f(popt) = 0 gelten. Wir erhalten eine zweite Glei-
chung,

0= Vmax(l - 2v‘xpop'[ + 3ﬁp§pt) >

und kénnen damit unsere beiden Unbekannten « und 8 bestimmen. Allerdings haben wir
keinen Einfluss auf den genauen Wert von f(popt).
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Abb.7.4 Fundamentaldiagramm (rechts) fiir die quadratische Geschwindigkeits-Dichte Beziehung
(links) sowie Messdaten (PTV AG, Karlsruhe) einer zweispurigen Bundesautobahn in grau. Verwen-
det wurde die Vorgabe %f(popt) = 0 (durchgezogen), bzw. f(popt) = fmax (gestrichelt)

Alternativ kénnten wir auch eine zweite Gleichung aufstellen, indem wir an der Stelle
popt den gemessenen Fluss vorgeben. Dann wire mit f(popt) = fmax die zweite Gleichung

fmax = Vmax(l — &Popt + ﬁp(z)pt)popt >

wodurch wir allerdings die Kontrolle dariiber verlieren, dass der Fluss hier ein Maximum
besitzt.

Abbildung 7.4 zeigt beide Varianten fiir ein Wertepaar (popt, fmax ). Im zweiten Fall er-
reichen wir mit f(popt) = fmax Dei pope zwar den gewiinschten Fluss; das Maximum des
Flusses liegt allerdings an einer vollig falschen Stelle und tritt nicht wie gewtinscht an der
Stelle p = pop auf. Doch wihrend wir fiir % f(popt) = 0 den maximalen Fluss an der
richtigen Stelle beobachten, verletzen wir Bedingung 3: Negative Durchschnittsgeschwin-
digkeiten und damit auch negative Fliisse sind in unserem Modell verboten. Mit etwas
Analysis konnen wir feststellen, dass wir nur fir pope € [1/3 pmax> 2/3 pmax[ Bedingung 3
erfiillen.

Mochte man einen Straflenabschnitt simulieren und sammelt man hierzu Daten fiir
einen entsprechenden Straflentyp, so erhilt man ein dhnliches Bild wie die in Abb. 7.4
gezeigten Messwerte. Ein gutes Modell sollte den Beobachtungen fiir die grundlegenden
Groflen v und f moglichst genau entsprechen, daher auch der Name Fundamentaldia-
gramm. Wihrend zumindest fiir geringe Dichten der grundlegende Verlauf des Flusses an
das Verhalten der empirischen Beobachtungen halbwegs angepasst werden kann, so zeigen
sich bei der Geschwindigkeit fiir geringe Dichten gravierende Unterschiede: Autofahrer
verhalten sich in der Realitit in erster Linie egoistisch und wollen méglichst schnell an ihr
Ziel gelangen. Dabei achten sie im Allgemeinen nicht auf die Auswirkungen des eigenen
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Abb. 7.5 Fundamentaldiagramm (rechts) und Geschwindigkeits-Dichte Beziehung (links) fir das
Modell (7.6). Messdaten (PTV AG, Karlsruhe) einer zweispurigen Bundesautobahn in grau

Fahrverhaltens auf den Gesamtverkehr: Die eigene Geschwindigkeit wird erst dann redu-
ziert, wenn es nicht mehr anders geht und zu dichter Verkehr nichts anderes mehr zulésst.

Im Fundamentaldiagramm kann daher zwischen einer Freiflussphase und einer Stau-
phase unterschieden werden. In dem Bereich freien Flusses behindern sich Verkehrsteil-
nehmer kaum. Sie kénnen fast ungehindert mit der maximal zuldssigen Geschwindigkeit
Ymax fahren, und der Fluss steigt nahezu linear. In der Stauphase nehmen die gegenseitigen
Behinderungen iiberhand, der Fluss sinkt. Die Geschwindigkeit reduziert sich allerdings
nicht proportional zum Dichteanstieg, da Verkehrsteilnehmer im Allgemeinen zur Uber-
reaktion beim Abbremsen neigen und dadurch die Verkehrssituation verschlimmern.

Um dieses sehr grundlegende Verhalten zu modellieren, wurde als Gleichung fiir die
Geschwindigkeit als eine weitere Alternative

a\ B
p
= Vmax | 1 — 7.6
vip)=v ( (PmaX) ) 79

vorgeschlagen [39]. Bei diesem Modellansatz sind die Bedingungen 1 und 2 immer er-
fullt. Lassen wir nur positive Werte fiir die Unbekannten « und f zu, so trifft dies auch
fiir Bedingung 3 zu. Die Bestimmung der beiden Freiheitsgrade ist allerdings wesentlich
problematischer als im Fall des linearen oder quadratischen Modells, da sowohl « als auch
B im Exponenten auftreten.

Fiir die empirisch gewonnenen Daten einer zweispurigen Bundesautobahn haben wir
die Parameter mittels der Methode der kleinsten Quadrate bestimmt (Abb. 7.5): Ausgangs-
punkt ist dabei die gegebene Menge von M empirischen Messdaten, {(p;, f;)},. Das Ziel
ist, die Unbekannten und damit die Funktion f(p) so zu bestimmen, dass die Summe der
quadrierten Fehler auf den Messpunkten, ™, (f(p;) - f;)?, minimal wird. Allerdings ist
unser Modell fiir Geschwindigkeit und Fluss nicht linear. Wir benétigen daher ein nume-
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risches, iteratives Verfahren, wie beispielsweise das Gauf3-Newton-Verfahren, auf das hier
jedoch nicht weiter eingegangen werden kann.

Abbildung 7.5 zeigt, dass die auf diese Weise entstandenen Verliufe fiir v(p) und f(p)
wesentlich besser an die Realitdt angepasst sind als in den vorherigen Fillen. Dennoch wer-
den wir fiir die kommende Simulation und die Interpretation der Simulationsergebnisse
der Einfachheit halber im Folgenden das lineare Modell verwenden.

7.3 Inhomogene Verkehrsstromung

Fiir die Betrachtung von z. B. einem Autobahnabschnitt ist die inhomogene Situation na-
tiirlich wesentlich interessanter. Homogene Verkehrsstromungen treten in der Realitét nur
in sehr seltenen Fillen auf. Zum Beispiel tendieren Fahrzeuge zu Rudelverhalten, wie es
auf Landstraflen sehr schon beobachtet werden kann, und die Dichte unterliegt je nach
Verkehrslage starken Schwankungen.

Mittels vielféltiger Sensoren (Kameras, Induktionsschleifen, ...) kann die aktuelle Ver-
kehrssituation (f, v und p) gemessen werden. Dies beantwortet die Fragestellung von Ver-
kehrsteilnehmern, wo es im Augenblick Staus oder stockenden Verkehr gibt. Nicht erfasst
wird jedoch, wie sich Verkehrsbeeintrichtigungen in naher Zukunft entwickeln werden.
Letzteres interessiert auch Verkehrsplaner, die zusatzlich wissen mochten, wie sie auf den
Verkehr einwirken miissen, um Staus aufzulsen bzw. zu vermeiden. Beide Seiten inter-
essiert, wie sich der Fluss entwickelt. Wir benétigen folglich den Fluss als kontinuierliche
Grofle abhingig von der Zeit ¢ und der Position x auf dem betrachteten Straflenabschnitt,
d.h. f(x,t). Dabei nehmen wir an, dass eine kontinuierliche Beschreibung unseres Ver-
kehrssystems moglich ist.

Die Grundlage des Verkehrsmodells nach Lighthill, Whitham und Richards ist ein Er-
haltungssatz, wie er in zahlreichen physikalischen Modellen auftritt und uns in Teil IV
noch mehrfach begegnen wird. Hier ist es die Forderung nach Erhalt der Fahrzeugzahl: Auf
einem Straflenabschnitt [a, b] ohne Auf- und Abfahrten sollen Fahrzeuge nicht verloren
gehen. Dies fiihrt zur sogenannten Kontinuitdtsgleichung, die wir im Folgenden herleiten
werden.

Betrachten wir zunichst die Zahl der Fahrzeuge n(t) zum Zeitpunkt ¢ im Stralenab-
schnitt zwischen x = a und x = b. Ist die Dichte bekannt und - wie wir annehmen - stetig
in x, so kénnen wir n(t) bestimmen als

n(t) = pr(x, t)dx .

Die Anderung der Zahl der Autos mit der Zeit ¢ ist dann

b
—n(t):fa % (x, ) dx . (7.7)
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Abb.7.6 Visualisierung der
beiden Berechnungen von

Zn(t)
fla,t) f(b,1)
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Im betrachteten, unidirektionalen Straflenabschnitt gibt es keine Auf- und Abfahrten
zwischen a und b. Die Fahrzeugzahl n(t) kann sich folglich nur dndern, wenn an x = a
Fahrzeuge auf- oder an x = b abfahren. Da der Fluss die Zahl der vorbeifahrenden Fahr-
zeuge pro Zeit zum Zeitpunkt t am Ort x beschreibt, gilt

%n(t) = f(a,t) - f(b.t) = —fab a—axf(x, £) dx . (7.8)

Abbildung 7.6 veranschaulicht die beiden Wege zur Berechnung der Zeitableitung grafisch.
Zusammen mit (7.7) ergibt sich

/b 4 p(x, t)+if(x f)dx=0.

Dies gilt fiir jeden Zeitpunkt ¢ und jede Teststrecke [a, b]. Wenn wir annehmen, dass hin-
reichende Differenzierbarkeit vorliegt, so erhalten wir deshalb die Kontinuititsgleichung

0 d
ip(x,t)+ af(x, £)=0 Vx,t. (7.9)

Nehmen wir im Folgenden an, dass auch weiterhin lokal die Uberlegungen fiir homo-
gene Gleichgewichtsstromungen gelten und damit insbesondere der Fluss von der Dichte
abhingt (7.3). Diese Annahme gilt in komplizierteren Situationen nicht, da sie beinhaltet,
dass sich Autos verzogerungsfrei an die Verkehrssituation anpassen. Somit kénnen Situa-
tionen, wie sie durch den Lichtwechsel an Ampeln oder durch Unfille verursacht werden,
nicht simuliert werden. Dennoch ist die quasistationdre Kontinuititsgleichung

2 o)+ Lf(p(r, 1)) =0Vt (7.10)
ot ox
aussagekriftig genug, um die wichtigsten Phidnomene von Verkehrsstromungen zu be-
schreiben.

Diese Verkehrsgleichung ist ein einfaches Beispiel einer nichtlinearen hyperbolischen
Flachwassergleichung (Transportgleichung), die allgemeine Wellenausbreitungsphanome-
ne beschreibt.
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7.4 Simulation einer einfachen Ringstrafle

Betrachten wir nun einen gegebenen Straflenabschnitt [a, b] fiir das lineare Geschwin-
digkeitsmodell (7.4) mit dem Ziel, den Verkehr, abhingig vom aktuellen Stand, zu einem
spiteren Zeitpunkt ¢ =  bestimmen bzw., im Falle einer realistischen Verkehrssituation,
vorhersagen zu konnen. Dafiir bendtigen wir die Dichte p(x, ) der Fahrzeuge im Stre-
ckenabschnitt zu diesem Zeitpunkt. Kennen wir die Dichte, so lassen sich Geschwindigkeit
und Fluss einfach berechnen.

Um diesen Straflenabschnitt zu simulieren, miissen wir die Verkehrsgleichung (7.10)
diskretisieren. Fiir einfache Modelle, wie das lineare ohne zusitzliche Verfeinerungen, las-
sen sich noch direkt Losungen fiir Problemstellungen finden, beispielsweise iiber die Un-
tersuchung von Charakteristiken. Hier sollen jedoch im Folgenden auf einfache Art und
Weise ein Streckenabschnitt numerisch simuliert und die Ergebnisse untersucht und inter-
pretiert werden. Wird das Modell erweitert und ist die Verkehrsgleichung beispielsweise
nicht mehr nur von erster Ordnung, so ist sie im Allgemeinen ohnehin nur noch nume-
risch 1osbar.

Haben wir die partielle Differentialgleichung in Raum und Zeit diskretisiert, so miissen
wir nur noch geeignete Anfangs- und Randbedingungen festlegen. Dann kénnen wir die
Dichte und dadurch auch Fluss und Geschwindigkeit eindeutig, wenn auch nur als nume-
rische Ndherung der exakten Losung, berechnen.

7.4.1 Ein erster Versuch

Zunichst diskretisieren wir den Weg x. Anstelle einer reellwertigen Position x € [a, b] in-
teressieren uns nur noch die n+1 diskreten Punkte x; = i-h, i = 0,. .., n, die dquidistant mit
der Maschenweite i = (b—a)/n im betrachteten Abschnitt liegen. Entsprechend verfahren
wir mit der Zeit t. Ausgehend von einem Zeitpunkt ¢ = f, fithrt uns eine Zeitschrittweite
0t zu den diskreten Zeitpunkten t; = ¢y + j- 8¢, j=0,1,2,...

Um die partiellen Ableitungen zu diskretisieren verwenden wir die Methode der fini-
ten Differenzen, die in den Abschn. 2.4.5 zu gewohnlichen und Abschn. 2.4.6 zu partiellen
Differentialgleichungen eingefiihrt wurde. Die Vorwirtsdifferenzenquotienten liefern uns

%f(x,t) . f(x+h,tz—f(x,t)
%p(x, = p(x,t+8;)t—p(x, t) ‘

Da wir es — aufier fiir Anfangs- und Randwerte (AW und RW) — mit numerischen Nihe-
rungen und nicht mit exakten Funktionswerten zu tun haben, verwenden wir im Folgenden
die Bezeichner

fij = f(xistj) sowie p; ;= p(xit;).
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Abb.7.7 Anfangs- und t AW = RW
Randwerte fiir den eindimen-
sionalen StrafSenabschnitt {" 00 00O 0o o ®

Damit, und mit den Differenzenquotienten, erhalten wir aus (7.9) die diskretisierte Konti-
nuititsgleichung
Pijri = pPij | firnj = fi
+ =0. 7.11
ot h (71D
Setzen wir die explizite Fluss-Dichte-Beziehung (Annahme einer lokal vorherrschenden
homogenen Gleichgewichtsstromung) des linearen Modells (7.4),

P,,.
fi,j:Vmax (1_ = )Pi,j)

max

ein, so konnen wir die Dichte am Ort x; zum Zeitpunkt t,,; berechnen als

6t i+l ii
Pij+1 = Pi,j — ivmax ((1 - Prf ) Pi+lj — (1‘ P )Pi,j) > (7.12)

Pmax Pmax

was einem expliziten Eulerschritt in Zeitrichtung entspricht. Fluss und Geschwindigkeit
lassen sich im linearen Modell einfach aus der Dichte berechnen. Fiir eine Simulation be-
noétigen wir nur noch Anfangs- und Randwerte (vgl. Abb. 7.7). Als Anfangswerte miissen

wir die Dichte zum Startzeitpunkt #, der Simulation, p; o = p(x;,%), i = 0,...,n, ken-
nen und fiir die Randwerte die Dichte an den Endpunkten des Straflenabschnitts, po ; und
Pn,j’ ] eN.

Um Anfangswerte p; o zu ermitteln, wiirde in der Realitét beispielsweise an verschie-
denen Messpunkten die Anzahl der vorbeifahrenden Autos und damit die Zahl der Autos
im Streckenabschnitt bis zum néchsten Messpunkt gemessen, jeweils die Dichte bestimmt
und dem Messpunkt zugeordnet. Werte an Zwischenstellen, die fiir eine feinere Auflsung
im Modell benétigt werden, konnen stiickweise linear interpoliert werden.

Zur Bestimmung der Randwerte sind die angrenzenden Straflenabschnitte des model-
lierten Straflennetzes wichtig. Stralenabschnitte werden zwischen kritischen Punkten de-
finiert. Bei der Simulation von Autobahnverkehr wéren dies Auf- und Abfahrten und Au-
tobahnkreuze, aber auch Stellen, an denen sich die Geschwindigkeitsbegrenzung oder die
Zahl der Spuren dndert, sowie Baustellen und andere einschneidende Punkte im Verkehr.
Minden ausschlieSlich zwei Autobahnabschnitte ineinander, so dient der Endpunkt des
einen als Randpunkt des anderen, und umgekehrt. Bei Auffahrten muss die Dichte am
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Abb. 7.8 Simulation der Dichte fiir ein sinusférmiges Dichteprofil (AW), h = 0,1km, &t = 0,001 h.
Bei Verwendung des expliziten Euler-Verfahrens in ¢-Richtung treten Instabilititen auf

Rand vorgegeben werden, sofern das umliegende Verkehrsnetz auflerhalb des modellier-
ten Teilausschnitts liegt. Hierzu verwendet man beispielsweise Kennfelder fiir die Dichte,
die durch Messungen an durchschnittlichen Tagen gewonnen werden. Noch interessanter
wird es, wenn mehrere Straflen ineinander miinden, wie beispielsweise an einer Kreuzung
im Stadtverkehr. Hier miissen die Kreuzung gesondert modelliert und die Dichten adaquat
entsprechend empirischer Beobachtungen auf die Randpunkte ,verteilt“ und damit die Zu-
flisse der Straflenkanile breiter oder schmaler gemacht werden.

Wir interessieren uns im Folgenden fiir einige grundlegende Beobachtungen. Hierzu
geniigt es, einen einzelnen Straflenabschnitt zu betrachten. Wir verwenden daher der Ein-
fachheit halber periodische Randbedingungen, simulieren eine Ringstraf3e und setzen py ; =
Pnj Vj-

Fiir die Simulation bendétigen wir noch Rahmendaten. Die Lange der Ringstrafle sei
10 km, die Maschenweite der Ortsdiskretisierung & = 100 m und die Zeitschrittweite §t =
0,001h = 3,6 5. Wir betrachten eine Autobahn mit einer maximal erlaubten Geschwindig-
keit v;y.x von 120 km/h. Die maximal mogliche Dichte pp, die fiir verschiedene Fahr-
bahntypen und in unterschiedlichen Szenarien iiblicherweise empirisch ermittelt wird, sei
im Folgenden 160 Fzg/km.

Es ist anhand von Gleichung (7.12) leicht zu sehen, dass sich bei fortschreitender Zeit
nichts dndert, wenn die Dichte zum Startzeitpunkt iiber die gesamte Strafle konstant ist.
Phianomene wie Staus aus dem Nichts, die sich nach einiger Zeit wieder auflosen, kon-
nen mit diesem einfachen Modell nicht erkldrt werden. Typisches Verhalten von Fahrern,
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das diese verursachen kann, wie Uberreagieren beim Bremsen und Schwankungen in der
Geschwindigkeit durch mangelnde Konzentration oder eine Anderung der Fahrbahnbe-
schaffenheit, wurde auch nicht modelliert.

Damit wir etwas beobachten konnen, setzen wir als Anfangswerte p;( ein einfa-
ches sinusférmiges Dichteprofil. Leider ist das obige numerische Verfahren nicht stabil,
s. Abb. 7.8: Gleichgiiltig wie klein die Zeitschrittweite gewéhlt wird, werden die Dichtewer-
te explodieren und oszillierend gegen +oo streben. Sehr schon lasst sich dies auch anhand
einer konstanten Anfangsdichte mit einer kleinen Abweichung zeigen. An der Storstelle
schaukelt sich die kleine Abweichung schnell auf, und auch die Verwendung des beidsei-
tigen Differenzenquotienten in Ortsrichtung dndert an diesem fundamentalen Problem
nichts.

7.4.2 Eine verbesserte Simulation

Um die numerische Instabilitit zu vermeiden, konnte ein implizites Eulerverfahren zur Ap-
proximation der Zeitableitung verwendet werden. Dies erschwert jedoch die Behandlung
von Randwerten an Auf- und Abfahrten sowie Kreuzungen.

Stattdessen konnen wir das Verfahren von MacCormack verwenden, ein Pridiktor-
Korrektor-Verfahren. In einem Pradiktor-Schritt

i fii = fiovi

Pij+1 = Pij— st T p = (7.13)
der einem Euler-Schritt entspricht, wird eine erste Ndherung p fiir die Dichten zum néchs-
ten Zeitpunkt ¢;,; ermittelt, aus denen sich Werte f; ;. fiir den Fluss berechnen lassen. In

einem Korrektor-Schritt

(7.14)

(St co— f ~. . — ~4 .
pi)j+1 _ pi)j _ ot (fz,] ft 1,j n f1+1,]+1 ft,]+1 )

2 h h

wird der Differenzenquotient des Flusses ersetzt durch den Mittelwert zwischen dem Riick-
wirtsdifferenzenquotienten zum Zeitpunkt ¢; (aus den aktuellen Werten f) und dem Vor-
wirtsdifferenzenquotienten zum Zeitpunkt ¢;,; (aus den neuen, im Pridiktor-Schritt be-
rechneten Niherungen f).

Dieses Verfahren ist stabil, sofern der Quotient % hinreichend klein ist, d. h. die Zeit-
schrittweite in Abhangigkeit von der rdaumlichen Diskretisierung klein genug gewéhlt wur-
de. Damit kdnnen wir das vorige Beispiel simulieren. Abbildung 7.9 zeigt die Simulation
iiber die ersten zehn Minuten.

Es fallt auf, dass sich das anfinglich glatte Dichteprofil an der steigenden Flanke schnell
verandert. Ein diskontinuierlicher Dichtesprung, eine Schockwelle, entsteht. Diese bewegt
sich entgegen der Fahrtrichtung. Ein Blick auf Autobahnen zeigt, dass dieses Verhalten
charakteristisch ist: Die meisten Fahrer halten bei geringerer Dichte das hohere Tempo
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Abb. 7.9 Simulation der Dichte fiir ein sinusférmiges Dichteprofil (AW) mit dem Verfahren von
MacCormack, h = 0,1km, §t = 0,001 h. Mittlere Dichte 95 Fzg/km

so lange, bis sie durch das Erreichen einer héheren Dichte am Stauende zum Abbremsen
gezwungen werden, auch wenn der Stau bereits in Sichtweite liegt. Am Stauende tritt daher
oft ein abrupter Dichtesprung auf. Ein vorausschauendes, frithes Abbremsen wiirde hier
viele Auffahrunfille vermeiden.

Der Stauanfang im Modell unterscheidet sich hingegen von einem in der Realitit: Hier
16st sich der Stau gleichmafig auf, die Dichte nimmt linear ab. Wer mit dem Auto unter-
wegs ist, stellt jedoch beim Verlassen eines Staus fest, dass die Fahrbahn plotzlich leerer
ist, die Fahrzeugdichte sprunghaft abfallt und deutlich beschleunigt werden kann. Grund
hierfiir ist, dass der ideale Fahrer im Modell sofort reagiert, ein realer Fahrer erst mit ei-
niger Verzogerung. Dieses Verhalten haben wir nicht modelliert. Kompliziertere Modelle
tragen dem Rechnung und beinhalten beispielsweise einen Term, der die Relaxations- bzw.
Reaktionszeit modelliert.

7.5 Signal- und Verkehrsgeschwindigkeit

Von besonderem Interesse ist nicht nur fiir Verkehrsplaner, in welche Richtung sich das
»Signal“ Stauende bewegt und mit welcher Geschwindigkeit dies geschieht. Auch fiir Ver-
kehrsteilnehmer ist von Interesse, wann und wo sie voraussichtlich auf einen Stau treffen
werden, um ihn umfahren zu konnen. Auflerdem wollen wir im Folgenden die Frage be-
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Abb. 7.10 Signal- und Ver- f‘ S|gna|geSChW|nd|gkelt
kehrsgeschwindigkeiten zur 4300 A (Steigung der Tangenten)
Simulation in Abb. 7.9 fiir die Verkehrsgeschwindigkeit
Dichten 65 Fzg/km, 95 Fzg/km (Steigung der Sekanten)

und 125 Fzg/km

; —p
0 65 95 125 160 P

antworten, weshalb sich in unserem Modell iiberhaupt ein Dichtesprung bildet und nicht,
wie man vielleicht vermuten konnte, die ansteigende Flanke nur verschiebt.
Zur Beantwortung beider Fragestellungen miissen wir die Signalgeschwindigkeit

fo(p) = a_pf(p) [Fzg/h]/[Fzg/km] = [km/h] (7.15)

einfithren. Sie beschreibt die Auswirkung einer Dichteinderung auf den Fluss und gibt die
Geschwindigkeit an, mit der sich die Information der Anderung relativ zur Position auf
der Straf3e ausbreitet. Da eine Dichteinderung eine Abweichung vom gewiinschten gleich-
mifligen Verkehr darstellt, spricht man hiufig auch von der Geschwindigkeit, mit der sich
eine Stérung im Verkehr ausbreitet. Ein Blick auf die Einheit zeigt, dass es sich bei f,(p)
tatsachlich um eine Geschwindigkeit handelt.

Anschaulich ldsst sich die Signalgeschwindigkeit fiir eine gegebene Dichte p im Funda-
mentaldiagramm ablesen, s. Abb. 7.10.

Sie entspricht der Steigung der Tangente im Punkt (p, f(p)). Sie ist nicht mit der Ver-
kehrsgeschwindigkeit v(p), der Geschwindigkeit, mit der Fahrzeuge auf der Strafle unter-
wegs sind, zu verwechseln. Diese ist stets positiv, da unsere Modellannahmen Riickwirts-
fahren ausschlief3en (vgl. auch Abb. 7.3), und kann im Fundamentaldiagramm als Steigung
der Sekante durch den Punkt (p, f(p)) und den Ursprung abgelesen werden. Dank der
konvexen Gestalt des Fundamentaldiagramms ist die Signalgeschwindigkeit immer klei-
ner gleich der Verkehrsgeschwindigkeit.

Bevor wir diesen Gedanken erneut fiir unser Simulationsbeispiel aufgreifen, wollen wir
uns die Bedeutung der Signalgeschwindigkeit noch ein wenig niher anschauen: Im Falle
einer (fast) leeren Strafle gilt

p(x,t)—>0, V(P)ﬁvmax’ f(P)_’O’ fp(P)_’Vmax’

d. h., die Signalgeschwindigkeit ist maximal und entspricht der Verkehrsgeschwindigkeit.
Als anschauliches Beispiel kann man sich vorstellen, dass ein Fahrzeug wegen Wildwech-
sels abrupt bremsen muss. Ist die Dichte nahezu null und der nichste Fahrer weit genug
entfernt, so wird er diese Storung nie wahrnehmen: Das abgebremste Fahrzeug wird langst
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Abb. 7.11 Simulation der Dichte fiir ein sinusférmiges Dichteprofil (AW) mit dem Verfahren von
MacCormack, h = 0,1km, §t = 0,001 h. Mittlere Dichte 65 Fzg/km

wieder beschleunigt haben und weitergefahren sein, wenn er die gleiche Stelle erreicht. Die
Storung (bzw. die Information dariiber) entfernt sich mit dem Verursacher aus dem Sys-
tem.

Bei einer hoheren Dichte werden die nachfolgenden Fahrzeuge beeintriachtigt und miis-
sen ebenfalls bremsen, jedoch erst an einer spiteren Stelle auf dem Straflenabschnitt. Die
Signalgeschwindigkeit ist weiterhin positiv, aber etwas kleiner. Die Stérung oder Stauung
bewegt sich mit der entsprechenden Signalgeschwindigkeit aus dem System heraus. Genau
dieses Verhalten konnen wir auf der Ringstraf3e beobachten, wenn wir unsere Simulation
mit einem sinusférmigen Dichteprofil bei wesentlich geringerer Dichte als im vorherigen
Fall (Abb. 7.9) zum Zeitpunkt ¢ = 0 starten. Abbildung 7.11 zeigt, dass sich am Stauende
wieder eine Schockwelle ausbildet. Diese bewegt sich aber mit positiver Signalgeschwin-
digkeit und damit in Fahrtrichtung vorwirts.

Bei p(x,t) = popt, hier in der Simulation bei p,pe = 80 Fzg/km, ist der maximale Fluss
erreicht. Dies ist aus Sicht des Verkehrsplaners die optimale Verkehrssituation. Dort gilt
aber insgesamt

p(x,t) = popt>  f(pP)=fmax» fp(p)=0.

Jede Storung, egal ob sie durch einen tiberholenden LKW oder durch den sprichwortli-
chen Schmetterling hervorgerufen wurde, hilt sich hartnackig im System, da die Signalge-
schwindigkeit null ist und die Stérung an Ort und Stelle bleibt. Wenn nun ein Fahrzeug am
Stauende abbremsen muss, dann erfolgt dies an der gleichen Stelle wie bei seinem Vorgén-
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Abb. 7.12 Simulation der Dichte fiir ein sinusformiges Dichteprofil (AW) mit dem Verfahren von
MacCormack, h = 0,1km, §t = 0,001 h. Mittlere Dichte 80 Fzg/km

ger, da dieser sich gerade weit genug vorwirts bewegt hat. Ohne externe Einfliisse wird sich
der Stau nie aufldsen. Auch dieses Phanomen konnen wir auf der Ringstrafie beobachten,
sieche Abb. 7.12. Es tritt genau dann auf, wenn das sinusférmige Dichteprofil zum Start-
zeitpunkt um p,,¢ oszilliert. Die sogenannten Wiggles, kurze Oszillationen, die wir in der
Simulation an den Enden der Flanke sehen, kdnnen wir in der Realitit ebenso beobachten:
Leichtes Uberreagieren der Fahrer beim Abbremsen fiihrt zu kurzfristigem Stop-and-Go-
Verhalten.
Steigt die Verkehrsdichte, so gilt fiir die volle Strafie:

P Pmax> Vv—0, f_>0) fp_’_vmax-

Die Signalgeschwindigkeit ist stark negativ, wahrend die Geschwindigkeit der Fahrzeuge
sehr gering ist. Nun konnen bereits kleine Stérungen wie ein unvorsichtiges Abbremsen
zum Zusammenbruch des Verkehrs fiithren: Es bilden sich Staus, die sich als Riickstau
schnell iiber grofie Strecken ausbreiten. Eine hohe, negative Signalgeschwindigkeit ist auf
Autobahnen sehr schon und anschaulich erlebbar: Trifft man bei hoher Verkehrsdichte auf
ein Stauende, so kann man eine ,,Bremsleuchtenwelle® beobachten, die sich schnell auf das
eigene Fahrzeug zubewegt — bis das eigene Fahrzeug von ihr erreicht wird, man selbst ab-
bremsen muss und das Signal ,,Stauende® an das Fahrzeug hinter sich weiter gibt.

Dies ist die Situation in der ersten Simulation (Abb. 7.9). Betrachten wir, welche Dichte-
information mit welcher Signalgeschwindigkeit propagiert wird, so kénnen wir in der x-¢-
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Abb. 7.13 Trajektorien (Kurven von Fahrzeugbewegungen, grau) und Charakteristiken (Héhenli-
nien konstanter Dichte, schwarz) zur Simulation in Abb. 7.9

Ebene Kurven konstanter Signalgeschwindigkeit einzeichnen. Diese sogenannten Charak-
teristiken sind Geraden. Da die Dichte entlang dieser Geraden konstant ist kénnen wir
auf die x-t-Ebene projizierte Hohenlinien des Dichteverlaufs, ausgehend von Positionen
(xi, to), fiir die Simulation einzeichnen, wie in Abb. 7.13 gezeigt.

Damit wird sichtbar, weshalb es am Stauende zu einem Dichtesprung kommt, am Stau-
anfang jedoch nicht. An den Stellen x; = % und x; = 4% istab dem Startzeitpunkt p(xy, t) =
p(x2,t) = popt. Die Signalgeschwindigkeit f,(popt) ist 0. Im Bereich vor dem Stauende ist
die Signalgeschwindigkeit positiv, im Bereich danach negativ. Dies geht so lange gut, bis
sich die Charakteristiken kreuzen: Es entsteht ein Dichtesprung. Dieser kann daher nur
in Bereichen auftreten, in denen die Dichte ansteigt. Fallt die Dichte ab, so bewegen sich
die Geraden auseinander und der Ubergangsbereich zwischen hoher und niedriger Dichte
wird zunehmend breiter.

Die Dichteprofile des ansteigenden Bereichs zu den Zeitpunkten f = 0,1, 2,3 und 4 min
in Abb. 7.14 erkldren das Verhalten am Stauende noch deutlicher: Die Dichteinformati-
on des Scheitelwerts von 125 Fzg/km wird mit hoher negativer Signalgeschwindigkeit von
-67,5km/h propagiert, wihrend sich die der minimalen Dichte in positiver Richtung und
nur mit 22,5km/h ausbreitet. Es bildet sich eine Schockwelle, die sich mit der mittleren
Geschwindigkeit, —19 km/h, und damit in negativer Richtung fortbewegt. Da f,(p) linear
in p ist, tritt diese bei der mittleren Dichte von 90 Fzg/km auf.

In Abb. 7.13 sind zusitzlich die Trajektorien von Fahrzeugbewegungen eingezeichnet,
d.h. die Bahnen einiger exemplarisch herausgegriffener Fahrzeuge. Dabei wird besonders
der Unterschied zwischen Signal- und Verkehrsgeschwindigkeit sichtbar. Das Fahrzeug,
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Abb.7.14 Dichteprofile zur ) A w3 e el o
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das bei x = 0 startet, kann bei abnehmender Dichte immer schneller fahren (die Trajek-
torie wird flacher), bis es nach drei Minuten auf die Staufront triftt, die sich entgegen der
Fahrtrichtung auf das Fahrzeug zubewegt hat. An dieser Stelle hat die Trajektorie einen
Knick und wird steiler. Das Fahrzeug muss die Geschwindigkeit deutlich reduzieren, kann
aber nach und nach wieder beschleunigen, bis es schliefllich dank der kreisférmigen Strafle
wieder auf den Stau trifft.

7.6 Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben in diesem Kapitel ein einfaches, makroskopisches Modell zur Simulation von
Straflenverkehr hergeleitet. Basierend auf Betrachtungen zur homogenen Gleichgewichtss-
tromung wurden Fluss und Geschwindigkeit in Abhéngigkeit von der Dichte modelliert.
Erweitert auf realistischere, inhomogene Verkehrsstromungen fiihrte die Forderung nach
Erhalt der Fahrzeugzahl zur Verkehrsgleichung. Diese wurde mit einem geeigneten nume-
rischen Verfahren umgesetzt und fiir eine einfache Ringstrafie fiir ein gegebenes Anfangs-
dichteprofil simuliert.

Die Simulationsergebnisse zeigen, dass sich am Beginn eines Bereichs hoherer Fahr-
zeugdichte eine Schockwelle bildet, wie sie auch in der Realitit beobachtet werden kann.
Dies fithrte zu Uberlegungen beziiglich der Geschwindigkeit und Richtung, in der Infor-
mation im Verkehrsfluss propagiert wird.

Die bei der Analyse der Simulationsergebnisse gewonnenen Erkenntnisse lassen bei-
spielsweise Riickschliisse fiir Verkehrsplaner zu: So kénnen Stérungen, die in etwa bei der
Dichte optimalen Flusses auftreten, nur durch externe Einwirkungen aufgelost werden, da
die Signalgeschwindigkeit hier nahe null ist. Mit den getroffenen Uberlegungen kénnten
weitere Verkehrssituationen erklart werden, obwohl fiir sie moglicherweise die aktuelle nu-
merische Simulation zu Instabilitdten fithren wiirde oder das Modell zu einfach wire. Ein
Beispiel hierfiir ist das Verhalten des Verkehrs bei einem sprunghaften Abfall der Dichte,
wie es an einer Ampel, die von rot auf griin schaltet, beobachtet werden kann. Auch auf
andere Probleme, die ebenfalls Wellencharakter besitzen, lassen sich gewonnene Erkennt-
nisse iibertragen. Hier sei die Ausbreitung von Flachenbrinden als ein Beispiel genannt.

Das einfache Verkehrsmodell ist allerdings nicht michtig genug, um viele der gangi-
gen Probleme und Phianomene im Straflenverkehr erkliren oder simulieren zu konnen.
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So kann die spontane Entstehung von Stop-and-Go-Wellen ebenso wenig begriindet wer-
den wie eine Zunahme der Wellenamplitude des Dichteverlaufs, die durch Uberreagie-
ren der Fahrer bei kleinen Dichteschwankungen in der Realitit beobachtet werden kann.
Des weiteren kénnen inkonsistente Verkehrszustinde auftreten: Das Modell verhindert im
zeitlichen Verlauf weder negative Dichten, noch Dichten, die die zuldssige Maximaldichte
tiberschreiten.

Erweiterungen des Modells, wie sie zur Burgers-Gleichung oder dem Fahrzeugfolge-
modell von Payne fithren und die meist die Einfithrung einer Diffusionkomponente und
weiterer Terme beinhalten, gehen jedoch iiber den Umfang dieses Buches hinaus. Eine Dis-
kussion vieler Erweiterungen findet sich beispielsweise in [33]. Anhand der Modellierung
von Verkehrsgeschwindigkeit und Fluss wurde jedoch beispielhaft gezeigt, wie das Mo-
dell weiter verfeinert und an die real zu beobachtende Verkehrssituation angepasst werden
kann. Empirisch erfasstes Verkehrsverhalten, das ohnehin zur Gewinnung von Konstan-
ten, zum Beispiel der maximal moglichen Dichte fiir einen gegebenen Strafientyp, benétigt
wird, dient als Vorgabe. Das Modell kann erweitert und angepasst werden, um moglichst
genau den Beobachtungen zu entsprechen.



Mikroskopische Simulation von StraBenverkehr

Wie in Kap. 7 wollen wir erneut Straflenverkehr modellieren und simulieren. Natiirlich
haben wir wieder das Ziel, Straflenverkehr besser zu verstehen, und unser Modell soll
moglichst gut Verkehrsphanomene erklaren und realen Verkehr simulieren kénnen. Das
Modell soll es uns erméglichen, Anforderungen an den Verkehr zu optimieren (regelnd
einzugreifen) und Veridnderungen (zum Beispiel Baumafinahmen) zu planen - ohne alle
denkbaren Varianten in der Realitit ausprobieren zu miissen. Dass die verschiedenen An-
forderungen zum Teil miteinander konkurrieren, versteht sich dabei fast von selbst. ,,Freie
Fahrt bei leeren Straflen aus Sicht des Verkehrsteilnehmers vertrégt sich beispielsweise
nicht mit dem Ziel des Verkehrsplaners, moglichst vielen Fahrzeugen pro Zeit ohne Stau
die Benutzung eines Autobahnabschnitts zu ermdglichen.

Im Gegensatz zur makroskopischen Simulation sind wir jetzt jedoch nicht nur am
Durchschnitt wichtiger Verkehrsgrofien fir einen Straflenabschnitt wie der Geschwin-
digkeit v in km/h, des Flusses f in Fzg/h oder der Dichte p in Fzg/km interessiert; zur
Bestimmung des Flusses messen wir an einem Kontrollpunkt die Anzahl der vorbeifah-
renden Fahrzeuge pro Zeit, fiir die Dichte zdhlen wir die Fahrzeuge pro Strecke in einem
Kontrollabschnitt. Bei der mikroskopischen Simulation wollen wir den Verkehr bis auf
den einzelnen Verkehrsteilnehmer ,,mikroskopisch® genau auflésen um das individuelle
Verhalten betrachten zu konnen. Aus Sicht des einzelnen Fahrers ist das beispielsweise
fir die Routenplanung wichtig. Diese sollte moglichst dynamisch und abhéngig von der
aktuellen Verkehrssituation sein und auch individuelle Eigenschaften wie z. B. die Maxi-
malgeschwindigkeit des eigenen Fahrzeugs berticksichtigen.

Wer viel unterwegs ist kann sich leicht vorstellen, dass die Eigenschaften des Verkehrs
zum Teil sehr stark vom Individuum oder von einzelnen Klassen von Fahrzeugtypen ab-
héngen konnen. Auf einer uniibersichtlichen Landstrafe kann ein einzelner Traktor oder
LKW eine lange Fahrzeugkolonne erzwingen, da es fiir andere Verkehrsteilnehmer keine
Uberholméglichkeit gibt - im betrachteten makroskopischen Modell war stets die Uber-
holmdéglichkeit implizit gegeben. Fiir die Verkehrsplanung auf einer Autobahn interessiert
es, welche Auswirkungen ein Uberholverbot fiir einen Teil der Verkehrsteilnehmer, zum
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Beispiel nur fiir LKWs, auf den Gesamtverkehr hat. Zudem zeigen LKWs und PKWs ein
deutlich unterschiedliches Verhalten auf der Strafle. Das sind alles Griinde, den Verkehr
mikroskopisch zu betrachten.

Haben wir zudem das Ziel, ein Straflennetz (beispielsweise in einer groleren Stadt) sehr
prazise aufzulsen und darzustellen, dann wird eine makroskopische Simulation basierend
auf Wellenausbreitungsmodellen wie in Kap. 7 sehr rechenaufwindig. Zur Prognose von
Staus muss es moglich sein, schneller als in Echtzeit zu simulieren, da die Ergebnisse sonst
schon wiahrend der Berechnung veralten. Zumindest historisch betrachtet stiefl die ma-
kroskopische Simulation hierbei an ihre Grenzen. Eine einfachere Modellierung musste
gesucht werden.

In diesem Kapitel wollen wir ein Modell vorstellen, das auf stochastischen zelluliren
Automaten basiert. Dieses Modell ist in seiner Grundform zwar sehr einfach, es modelliert
und erklért jedoch verschiedene Verkehrsphanomene und ist, in verbesserten Versionen,
erfolgreich im Einsatz, zum Beispiel zur Stauprognose in Deutschland oder zur Simulation
des gesamten Individualverkehrs der Schweiz. Das benétigte Instrumentarium ist (aufler
dem Begrift des Graphen aus Abschn. 2.1) elementar, und es sind keine Vorkenntnisse
notig.

8.1 Modellansatz

Die ersten Ansitze zur mikroskopischen Modellierung von StrafSenverkehr waren die so-
genannten Fahrzeug-Folge-Modelle. Hierbei werden einzelne Verkehrsteilnehmer tiber par-
tielle Differentialgleichungen modelliert. Dies hat den groflen Vorteil, dass das Modell in
einfachen Varianten analytisch 16sbar ist. Um eine verniinftige Anzahl an Fahrzeugen in
einem realistischen Szenario zu simulieren, ist das Fahrzeug-Folge-Modell allerdings zu
rechenintensiv. Deshalb wurde Verkehr tiber Jahrzehnte hinweg meist nur makroskopisch
simuliert.

Anfang der 90er Jahre hatten Kai Nagel und Michael Schreckenberg die Idee [47], ba-
sierend auf zelluliren Automaten (ZA) ein Verkehrsmodell (NaSch-Modell) zu entwickeln,
das es erlaubt, Verkehrsteilnehmer individuell darzustellen, und das einfach genug ist, um
groflere Netze sowie viele Verkehrsteilnehmer simulieren zu kénnen.

8.1.1 Zellulare Automaten

Die Theorie zelluldrer Automaten geht zuriick auf Stanislav Ulam, der in den 40er Jahren
in Los Alamos das Wachstum von Kristallen untersuchte. John von Neumann verbesserte
bei der Arbeit an selbst-replizierenden Systemen das Modell weiter. Grundcharakteristika
eines ZA sind:

Zellraum: Ein diskreter, meist ein- oder zweidimensionaler Zellraum. Alle Zellen haben
die gleiche Geometrie, womit sich im zweidimensionalen Fall meist rechteckige (kartesi-
sche), hexagonale oder dreieckige Gitter ergeben, sieche Abb. 8.1.
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Abb. 8.1 Zweidimensionale ZA; Moore- und von-Neumann-Nachbarschaft

Zustandsmenge: Jede Zelle eines Automaten kann nur einen (meist diskreten) Zustand ei-
ner Zustandsmenge annehmen.

Nachbarschaftsbeziehung: Jede Zelle kann nur den Zustand der Zellen in der Nachbar-
schaft ,wahrnehmen® Bei zweidimensionalen kartesischen Zellgittern werden meist die
Moore-Nachbarschaft (alle acht angrenzenden Zellen) oder die von-Neumann-Nachbar-
schaft (nur die vier Nachbarn mit gemeinsamer Grenze) verwendet (Abb. 8.1, rechts).

Diskrete Zeit: Der Zustand des ZA adndert sich in diskreten Zeitschritten &1, iiblicherweise
wird der neue Zustand fiir alle Zellen parallel berechnet.

Lokale Ubergangsfunktion: Die Ubergangsfunktion beschreibt, wie sich der Zustand einer
Zelle von Zeitpunkt t zu Zeitpunkt ¢ + §t entwickelt. Da der neue Zustand nur vom al-
ten Zustand der Zelle und denen ihrer Nachbarn abhéngt, spricht man von einer lokalen
Ubergangsfunktion.

Weitlaufige Bekanntheit bekamen zellulire Automaten durch das von John Conway
1970 entwickelte Game of Life, einen einfachen zweidimensionalen kartesischen ZA. Hier-
bei handelt es sich um einen bindren Automaten, d. h., jede Zelle hat entweder den Zustand
1 (,lebend®) oder 0 (,tot“). Ob eine Zelle im nichsten Zeitschritt lebt, hangt vom aktuel-
len Zustand der Zelle selbst sowie ihrer direkten acht Nachbarn (Moore-Nachbarschaft)
ab. Als biologisches Zellwachstum betrachtet, stirbt beispielsweise eine lebende Zelle aus
Nahrungsmangel ab, wenn zu viele Nachbarzellen belegt sind. Aus theoretischer Sicht
interessant ist, dass sich verschiedene Muster beobachten lassen, beispielsweise statische
oder sich reproduzierende. Dafiir geniigen wenige Regeln bei einer Moore-Nachbarschaft:

1. Eine lebende Zelle mit weniger als zwei oder mehr als drei lebenden Nachbarn stirbt
(an Einsamkeit bzw. Nahrungsmangel).

2. Eine lebende Zelle mit zwei oder drei lebenden Nachbarn lebt munter weiter.

3. Eine tote Zelle mit genau drei lebenden Nachbarn wird lebendig.

Wichtig ist, dass alle Zustandsiiberginge parallel statt finden und sich sdmtliche Geburten
und Sterbefille gleichzeitig ereignen. Aus einer zufillig initialisierten ,,Ursuppe“ konnen
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Abb. 8.2 Schematische Darstellung eines StrafSenabschnitts im NaSch-Modell

Muster entstehen, die aussterben, konstant bleiben, oszillieren oder auch weitere Muster
generieren.

8.1.2 StraBBenverkehr

Ubertragen wir nun das Konzept der zelluliren Automaten auf die Verkehrssimulation.
Zur Modellierung von Straflenverkehr wollen wir zunichst einen einfachen, abgeschlosse-
nen, einspurigen Fahrbahnabschnitt betrachten. Spater werden wir das Modell auf kom-
pliziertere und realistischere Fille erweitern, die im Wesentlichen aus solchen einfachen
Grundbausteinen zusammengebaut werden. Zudem lassen wir als Verkehrsteilnehmer nur
Standardautos zu.

Wie sieht nun unser Zellraum aus, und was ist itberhaupt eine Zelle? Wir betrachten
nur eine einspurige Fahrbahn, die ausschliefllich in eine Richtung befahren werden darf.
Es konnen nicht mehrere Fahrzeuge nebeneinander fahren, und es handelt sich daher um
einen eindimensionalen ZA. Um den Zellraum zu erhalten, miissen wir den Fahrbahnab-
schnitt in diskrete Einheiten zerlegen.

Der Zustand einer Zelle ist nun nicht lebend oder tot, sondern eine Zelle kann ein
Auto mit einer gewissen Geschwindigkeit enthalten oder nicht. Der Zellzustand ist da-
mit ein Auto mit einem Geschwindigkeitswert (0, falls es gerade nicht fahrt) oder ,kein
Auto. Fir die Zustandsmenge wire es denkbar, bei belegten Zellen eine beliebige Ge-
schwindigkeit zuzulassen. Allerdings kénnte es dann passieren, dass ein Fahrzeug beim
Fahren irgendwo zwischen zwei Zellen zu stehen kommt. Wir messen in unserem Modell
daher die Geschwindigkeit in Zellen/Zeitschritt und erlauben nur diskrete Geschwindig-
keitsstufen. Im Folgenden wird die maximal zuldssige Geschwindigkeit im Modell v,y =
5 Zellen/Zeitschritt sein.

Wie grofd ist eine Zelle? Eine Zelle soll dem Platz entsprechen, den ein Auto auf einer
Strafle inklusive Sicherheitsabstand minimal belegt. Um diesen Parameter realistisch zu
bestimmen, nehmen wir die Realitdt zu Hilfe: Beobachtungen auf Autobahnen haben erge-
ben, dass in Stausituationen, also bei maximaler Dichte, etwa 7,5 m pro Auto veranschlagt
werden miissen. Dies entspricht einer maximalen Dichte p,.x von rund 133,3 Autos/km.
In Extremsituationen und insbesondere im Stadtverkehr kann die maximale Dichte auch
hoher sein, was wir aber vernachlissigen und in unserem Modell ausschlieflen. Zusam-
menfassend zeigt Abb. 8.2 den bisherigen Stand der Modellierung.

Noch bevor wir uns Gedanken iiber Nachbarschaft und Ubergangsfunktion machen,
kénnen wir bereits eine erste Auswirkung der bisherigen Modellierung beobachten: Da
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sich Autos nur in ganzen Zellen fortbewegen konnen, gibt es einen Zusammenhang zwi-
schen der maximalen Geschwindigkeit vpax, der maximalen Anzahl von Zellen, die sich
ein Auto in einem Zeitschritt fortbewegen darf, und der Zeitschrittlinge §t. Ein Beispiel:
Wir haben als Modellierungsziel, dass wir die maximale Geschwindigkeit im Stadtverkehr
mit 50 km/h in 10 km/h-Schritten diskretisieren. Dann entspricht die Fortbewegung eines
Autos mit viax = 5 Zellen/Zeitschritt der Geschwindigkeit von 50 km/h. Dies hat zur Folge,
dass die Linge eines Zeitschritts §t festgelegt ist tiber

5-7,5m/8t =50km/h

zu 8t =2,7s.

Realistisch betrachtet ist diese Zeitschrittweite viel zu lange — in 2,7 Sekunden passiert
im Straflenverkehr einfach viel zu viel. Unser Modell ist viel zu ungenau und kann vie-
le Phanomene des Straflenverkehrs nicht gut genug darstellen, z. B. an Kreuzungen und
Abzweigungen. Daher legen wir alternativ die Zeitschrittlinge fest und iiberlegen uns, was
dies fiir die Maximalgeschwindigkeit bedeutet. Eine realistische Zeitschrittldnge ist §t = 1s,
was in etwa der durchschnittlichen Dauer der Schrecksekunde (nomen est omen!) ent-
spricht. Die Geschwindigkeit der Fortbewegung mit einer Zelle pro Zeitschritt entspricht
damit einer Geschwindigkeit von 27 km/h; maximal fiinf Zellen pro Zeitschritt entspre-
chen 135 km/h als maximaler Geschwindigkeit.

Ist eine Unterteilung in Geschwindigkeitsstufen von 27 km/h realistisch? Es ist offen-
sichtlich, dass es dann im modellierten Stadtverkehr nur die Geschwindigkeiten 0 km/h,
27 km/h und 54 km/h gibt, was sehr grob aufgelost ist. Insgesamt sind fiir die Simulation
von Straflenverkehr die fiinf wichtigsten Geschwindigkeitsbegrenzungen (30, 50, 80, 100,
120 km/h) jedoch in etwa vertreten. AufSerdem zeigt die Simulation, dass auch im Stadt-
verkehr mit dieser Modellierung bereits realistisches Verkehrsverhalten beobachtet werden
kann. Daher halten wir uns im Folgenden an die Zeitschrittlinge §¢ = 1s und die maximale
Geschwindigkeit vi,ax = 5Zellen/Zeitschritt, was natiirlich beispielsweise deutsche Auto-
bahnen ohne Geschwindigkeitsbegrenzungen aufler Acht lésst.

Zwei zentrale Modellannahmen, die unser Modell erfiillen soll, sind die Forderungen
nach

o Kollisionsfreiheit und
o Erhaltung der Fahrzeuge.

Kollisionsfreiheit bedeutet, dass nie zwei Fahrzeuge innerhalb von einem Zeitschritt oder
zwischen zwei Zeitschritten dieselbe Zelle befahren diirfen. Dies erzwingt insbesonde-
re, dass ein Fahrzeug verzogerungsfrei abbremsen konnen muss. Wenn ein Auto mit
V = Vmax = 5 unterwegs ist und an einem Stauende in Zeitschritt ¢ in der Zelle direkt
hinter einem stehenden Auto landet, so muss sichergestellt werden, dass es im néichsten
Zeitschritt seine Geschwindigkeit auf v = 0 reduziert und stehen bleibt. Damit gilt fiir die
Nachbarschaftsbeziehung: In diesem einfachen Modell geniigt es, dass ein Fahrzeug die
maximale Schrittweite, d. h. fiinf Zellen, in Fahrtrichtung vorausblickt.
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Abb. 8.3 Fahrzeuge im Modell, beschriftet mit der Geschwindigkeit, beim Auffahren auf ein Stau-
ende fiir einen Simulationsschritt: Ausgangszustand, 1. Beschleunigen, 2. Bremsen, 3. Bewegen
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Wegen der Forderung nach Erhaltung der Fahrzeuge diirfen keine Fahrzeuge verloren
gehen. Es darf keine Ubergangsregel geben, die Fahrzeuge verschwinden lsst, wie es z. B.
beim Game of Life der Fall ist. Es diirfen auch insbesondere an Kreuzungen und Abzwei-
gungen oder aufgrund von Verkehrsregeln keine Autos verloren gehen, doch dies muss uns
erst spéter interessieren. Wir konnen uns jetzt der Ubergangsfunktion zuwenden. Dabei
seien die Fahrzeuge in Fahrtrichtung nummeriert, d. h. Fahrzeug i fahrt mit der Geschwin-
digkeit v; hinter Fahrzeug i + 1 mit der Geschwindigkeit v;,;. d(i, j) sei der Abstand von
Fahrzeug i zu Fahrzeug j in Fahrtrichtung, also die Anzahl der Zellen zwischen i und
j. Zwei Autos, die direkt hintereinander stehen, haben den Abstand null. Die Regeln der
Ubergangsfunktion gelten parallel fiir alle Fahrzeuge:

Algorithmus 8.1 (Die Regeln des ZA-Modells)
Update fir Fahrzeug i:
1. Beschleunigen: v; := min{v; + 1, Viax }
2. Bremsen: vi=d(i,i+1), fallsv; > d(i,i+1)
3. Bewegen: Fahrzeug i bewegt sich v; Zellen vorwirts

Abbildung 8.3 zeigt einen Zeitschritt an einem Beispiel. Im ersten Schritt versuchen
alle Fahrer zu beschleunigen, um die maximal erlaubte Geschwindigkeit v,x zu errei-
chen. Wir gehen dabei von idealisierten Fahrern und Fahrzeugen aus, die alle die erlaubte
Maximalgeschwindigkeit erreichen wollen und kénnen. Im néchsten Schritt kommt die
Kollisionsfreiheit zum Tragen: Es muss abgebremst werden, sofern das vorausfahrende Au-
to zu nahe ist und damit das Fahren mit v; nicht erlaubt. Schliefllich bewegen sich im
dritten Schritt alle Fahrzeuge. Anzumerken ist, dass Fahrzeuge nur die Geschwindigkeit
des eigenen, nicht die anderer Fahrzeuge kennen miissen. In der Realitét versucht man iib-
licherweise die Geschwindigkeit anderer Verkehrsteilnehmer sehr grob abzuschitzen, um
das eigene Verhalten anpassen zu kénnen.
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8.2 Eine erste Simulation

Dieses einfache Modell kann bereits simuliert werden. Wir simulieren einen einspurigen
unidirektionalen Autobahnabschnitt. Die Fahrzeuge diirfen maximal mit der Modellge-
schwindigkeit vy,,x = 5 fahren, d.h. mit 135km/h. Unsere Strafle hat eine Linge von
2,25 km, was 300 Zellen entspricht.

Zur Simulation bendétigen wir wie tiblich Anfangs- und Randbedingungen. Am Rand
stellt sich die Frage, wann Fahrzeuge neu in die Strecke einfahren und was am Ende mit
Fahrzeugen passiert, die iiber die letzte Zelle hinaus fahren. Fir manche Simulationen
bietet es sich beispielsweise an, den Fluss am Anfang vorzugeben und Fahrzeuge beim
Verlassen des Simulationsgebietes verschwinden zu lassen. Wir verwenden im Folgenden
die einfachste Moglichkeit und wihlen periodische Randbedingungen: Jedes Fahrzeug, das
am Ende die Strecke verldsst, taucht am Anfang wieder auf. Dies erlaubt insbesondere, fiir
einen langen Zeitraum eine konstante Zahl an Fahrzeugen zu simulieren.

Als Anfangsbedingung kénnen wir zuféllig Autos generieren, d. h., wir wihlen rando-
misiert Zellen aus und initialisieren dort Fahrzeuge mit einer Anfangsgeschwindigkeit zwi-
schen 0 und 5. Dadurch ist der Ausgangszustand im Allgemeinen inkonsistent und kénnte
so im Laufe einer Simulation nie erreicht werden. Da vor der nichsten Bewegung der
Fahrzeuge die Geschwindigkeiten angepasst werden und beliebig schnell von der Maximal-
geschwindigkeit auf 0 gebremst werden kann, stellt dies kein Problem dar. Fiir verbesserte
Modelle, bei denen vorausschauend gebremst wird, bietet es sich an, alle Fahrzeuge mit
v = 0 starten zu lassen.

Auf unserer Ringstrafle kdnnen wir bei der Initialisierung eine beliebige Dichte vor-
geben. Wir belegen 10 % aller Zellen, was einer Dichte von etwa 13,3 Fzg/km entspricht.
Abbildung 8.4 zeigt eine erste Simulation. Horizontal ist der Straflenabschnitt aufgetragen
zu in vertikaler Richtung fortschreitender Zeit. Eine Zeile im Diagramm entspricht daher
dem Zustand des ZA zu einem Zeitpunkt t. Der Grauwert zeigt die Geschwindigkeit; ein
heller Grauton bedeutet, dass das Fahrzeug steht. Die erste Zeile ist der ZA nach der Initia-
lisierung.

Am vergroflerten Ausschnitt sieht man, dass die anfdngliche Belegung nie erreicht wer-
den konnte, da ein zu schnelles Fahrzeug zu nahe vor einem langsameren Fahrzeug fahrt.
Die von links mit hoher Geschwindigkeit kommenden Fahrzeuge miissen alle wegen eines
langsameren Vordermanns auf die Modellgeschwindigkeit v = 0 abbremsen und anhalten.
Sobald sie nicht mehr blockiert werden, treten sie in die Beschleunigungsphase ein und
erreichen nach fiinf Zeitschritten vp,x = 5.

Durch die zufillige Ausgangsverteilung ergeben sich anféngliche Staus, die sich jedoch
alle schnell auflosen. Im Schnitt hat jedes Fahrzeug immer 10 Zellen zur Verfiigung. Da fiir
das Erreichen und Halten der Maximalgeschwindigkeit jeweils nur 6 Zellen (eines fiir das
Fahrzeug und fiinf freie davor) benotigt werden, kann es nach einigen Zeitschritten mit
Ymax fahren und diese Geschwindigkeit halten.

Erst wenn mindestens ein Fahrzeug nicht mehr 6 Zellen zur Verfiigung hat, kommt es
zwangslaufig zu mindestens einem Stau, der sich gleichmaflig fortbewegt. Dies ist der Fall,
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Abb. 8.4 Simulation einer 2,25 km langen Ringstrafle iiber den Zeitraum von 100 Sekunden, 10 %
Belegung. Die Startbelegung zum Zeitpunkt ¢ = 0 wurde zufillig initialisiert, daher ergeben sich
Staus. Diese 16sen sich bereits nach wenigen Schritten auf (siehe vergrofierter Ausschnitt), und eine
stationdre Verkehrssituation entsteht

wenn mehr als ein Sechstel aller Zellen belegt sind bzw. die Verkehrsdichte grofSer als die
kritische Dichte von 22,2 Fzg/km ist. In jedem Fall zeigt sich nach einer anfanglichen Aus-
gleichsphase eine langweilige, da stationdre Verkehrssituation. Dies entspricht iiberhaupt
nicht dem, was wir auf echten Straflen beobachten konnen. Wir benétigen eine Erweite-
rung des Modells, um realistisches Verkehrsverhalten zu erhalten.

8.3 Stochastische Erweiterung: Trodelfaktor

An den grundlegenden Modellannahmen wie der Kollisionsfreiheit und der daraus re-
sultierenden Moglichkeit des verzogerungsfreien Abbremsens wollen wir nichts dndern.
Blickt man auf den realen Straflenverkehr, so kann man beobachten, dass Autofahrer bei
Bremsvorgangen oft iiberreagieren, und bei freier Strafle auf Autobahnen sieht man, wer
mit Tempomat fahrt und seine Geschwindigkeit konstant halt, und wer nicht. Hier war die
entscheidende Idee im NaSch-Modell, einen Trddelfaktor p und einen weiteren Schritt in
der Ubergangsfunktion einzufithren. Dies fiihrt zu einer Erweiterung des zelluldren Auto-
maten zu einem stochastischen zelluliren Automaten (SZA):

Algorithmus 8.2 (Die Regeln des NaSch-Modells, SZA)
Update fiir Fahrzeug i:
1. Beschleunigen: v; := min{v; + 1, Viyax }
2. Bremsen: vi=d(i,i+1), fallsv; > d(i,i+1)
3. Trédeln: v; := max{v; — 1,0} mit Wahrscheinlichkeit p < 1
4. Bewegen: Fahrzeug i bewegt sich v; Zellen vorwarts
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Neu ist, dass nach dem Bremsvorgang, der die Kollisionsfreiheit sicherstellt, noch zu-
satzlich randomisiert ,,getrodelt® wird. Der Trodelschritt modelliert insbesondere gleich
drei grundsitzliche Phanomene des Straflenverkehrs:

1. Verzogerung beim Beschleunigen: Ein Fahrzeug, das nicht mit Maximalgeschwindig-
keit vimay fahrt und freie Fahrt hat, also eigentlich beschleunigen wiirde, tut dies nicht
sobald moglich, sondern erst zeitverzogert in einem spéteren Schritt. Man beachte, dass
in der Beschleunigungsphase die Geschwindigkeit nicht reduziert wird. Die Beschleu-
nigung zieht sich nur etwas in die Linge. Das Fahrzeug wird trotz Trodelns irgendwann
Vmax €rreichen, aberaus0 -1 -2 -3 >4 > 5kanneben0 >1-1->2-2->2 >
3 >4 -4 — 5werden.

2. Trodeln bei freier Fahrt: Fahrer, die iiber lingere Zeit hinweg bei freier Fahrt und vpax
fahren, tendieren dazu, die Geschwindigkeit nicht konstant zu halten. Auch in diesem
Fall kann es im Modell nicht passieren, dass ein Fahrzeug plotzlich in mehreren Schrit-
ten komplett abbremst.

3. Uberreaktion beim Bremsen: Ein Fahrzeug wird durch ein vorausfahrendes, langsame-
res Fahrzeug behindert und muss seine Geschwindigkeit anpassen. Fahrer tendieren
dazu, zu stark abzubremsen, da sie beispielsweise Abstand oder Geschwindigkeit falsch
einschétzen oder fiir ein optimales Verkehrsverhalten zu vorsichtig fahren. Die Situati-
on der Unterreaktion, die zu Auffahrunfillen fiithrt, ist im Modell ausgeschlossen.

Die Griinde dafiir, dass ein Fahrer ,trodelt, konnen natiirlich vielfaltig sein, ob ein
Gesprich mit dem Beifahrer oder der Freisprechanlage, die Bedienung des Navigations-
gerits, eine schone Landschaft, Fehleinschidtzung der Verkehrssituation oder einfach nur
Unachtsamkeit. Durch den stochastischen Parameter p beinhaltet unser Modell damit die
Moglichkeit, eine Menge von vollig unterschiedlichen Einflussfaktoren abbilden zu kon-
nen, insbesondere auch Mischformen der obigen drei Phianomene.

Erstaunlicherweise ist die Einfithrung des Trodelschritts hinreichend, um realistisches
Verkehrsverhalten im Modell beobachten zu kénnen. Unser neues, stochastisches Modell
ist zudem minimal, d. h., wir diirfen keine Regel weglassen. Fiir p = 0 erreichen wir wieder
das deterministische, erste Modell.

8.3.1 Freier Verkehrsfluss

Wiirden wir unsere Ringstrafle mit einem Trodelfaktor von p = 20 % fiir die gleichen Rand-
und Anfangsbedingungen erneut simulieren, so miissten wir feststellen, dass sich auch tiber
ldngere Simulationszeitrdume hinweg ein dhnliches Bild ergibt wie zuvor. Nur wenige, sehr
lokale Storungen beeintrachtigen den Verkehrsfluss. Sollte eine Trodelwahrscheinlichkeit
von 20 % den Verkehr nicht viel stirker beeinflussen?

Bei einer Verkehrsdichte p von etwa 13,3 Fzg/km bzw. einer Belegung von 10 % befinden
wir uns (noch) im Bereich des freien Verkehrsflusses. Von einer Freiflussphase spricht man,
wenn die Verkehrsdichte so gering ist, dass Fahrzeuge kaum von anderen Verkehrsteilneh-
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mern beeinflusst werden und mit annéhernd maximaler Geschwindigkeit fahren kénnen.
Wie bei der Einfithrung des Trodelfaktors bereits beschrieben, fithrt Trodeln bei freier
Fahrt nicht dazu, dass die Geschwindigkeit eines Fahrzeugs einbricht, sondern hochstens
dazu, dass sie sich auf vy — 1 reduziert. Im Schnitt hat jedes Fahrzeug 10 Zellen zur
Verfiigung, was 9 freie Zellen zwischen sich und dem Vordermann bedeutet. Trodelt der
Vordermann, so hat er weitere 4 Simulationsschritte Zeit, um wieder auf die Maximalge-
schwindigkeit zu beschleunigen, sodass das nachfolgende Fahrzeug nichts davon merkt.
Trodelt der Hintermann unterdessen selbst, so hat sich der Abstand ohnehin wieder ver-
groflert. Nur wenn ein Fahrzeug so lange mit v —1 trodelt, dass der nichste Fahrer beim
Bremsen tiberreagieren kann, ist es moglich, dass die Geschwindigkeit vy,,x —1 unterschrit-
ten wird und lokal Staugefahr besteht.

Im Fall von idealem freiem Verkehrsfluss konnen wir leicht die zu erwartende durch-
schnittliche Geschwindigkeit der Verkehrsteilnehmer in Abhingigkeit von v« bestim-
men. Mit der Wahrscheinlichkeit p ist ein Fahrzeug mit der Geschwindigkeit vyay — 1
unterwegs, ansonsten mit vy, da es keine Interaktion zwischen Fahrzeugen gibt. Die
durchschnittliche Geschwindigkeit ist dann

Vavg = P (Vmax - 1) + (1 —P) Vmax = Vmax = P »

d.h,, bei vax = 5und p = 0,2 sind unsere Fahrzeuge mit umgerechnet 129,6 km/h <
135 km/h unterwegs. Auch in der Realitit erreichen selbst bei vollig freier Strafle Verkehrs-
teilnehmer im Durchschnitt eine geringere Geschwindigkeit als erlaubt wire.

8.3.2 Hohere Dichten, Staus aus dem Nichts

Um die Auswirkungen des Trodelfaktors besser betrachten zu konnen, erhéhen wir die
Verkehrsdichte auf der Ringstrafle auf p = 21,3 Fzg/km. Auf 16 % der Zellen ist damit ein
Fahrzeug. Wir sollten uns dabei daran erinnern, dass diese Dichte noch unkritisch ist und
fiir p = 0 nach einer Anfangsphase alle Verkehrsteilnehmer mit vy, unterwegs sind und
sich keine Staus bilden. Nun simulieren wir unsere Ringstrafle erneut. Abbildung 8.5 zeigt
neben der Simulation iiber 150 Sekunden auch die Trajektorie eines Fahrzeuges beim ein-
maligen Durchfahren der Ringstrafie ab dem Punkt x = 0 km.

Wir kénnen beobachten, dass sich Staus bilden, die sich nach kurzer Zeit wieder auf-
l6sen. Besonders schon ist, dass das Modell sogenannte Staus aus dem Nichts, spontan
auftretende und von auflen betrachtet grundlose Staus, erkldren kann. Bei anderen Model-
len sind diese oft nicht ohne weiteres zu beobachten, sondern miissen explizit modelliert
werden. Auch bei der in Kap. 7 vorgestellten makroskopischen Modellierung von Stra-
Benverkehr miisste das Grundmodell um zusitzliche Terme erweitert werden, um dieses
Phanomen im Modell abbilden zu kénnen.

Beim Stau unten rechts in Abb. 8.5 sehen wir, wie ein solcher Stau entstehen kann.
In einem Bereich mit eigentlich freiem Verkehrsfluss trodelt ein erster Fahrer und redu-
ziert seine Geschwindigkeit auf v, — 1 — und das so lange, dass der nichste ebenfalls
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Abb. 8.5 Simulation der 2,25 km langen Ringstrafle éiber 150 Sekunden, p = 0,2. 16 % Belegung,
zufillig initialisiert. Durch das Trodeln der Verkehrsteilnehmer entstehen Staus aus dem Nichts, die
sich auch wieder auflosen. Eingezeichnet ist die Trajektorie eines Fahrzeugs beim einmaligen Durch-
fahren der Ringstrafle

langsamer fahren muss. Dafiir geniigen dank der hohen Dichte wenige Zeitschritte. Die-
ser Uiberreagiert aber beim Bremsen, worauthin ein dritter Fahrer noch stirker abbremsen
muss. Dieses Spiel wiederholt sich so oft, bis ein Fahrzeug zum Stehen kommt: Ein Stau ist
geboren.

Was passiert, wenn wir die Wahrscheinlichkeit zu trodeln weiter erhohen? Abbil-
dung 8.6 zeigt das Ergebnis einer Simulation fiir p = 0,5 bei gleicher Verkehrsdichte. Im
Vergleich zum vorherigen Beispiel konnte der Eindruck entstehen, dass weniger Fahrzeuge
unterwegs sind. Grund dafiir ist, dass sich die Fahrzeuge in Staugebiete mit sehr hoher
Verkehrsdichte und Gebiete mit sehr niedriger Dichte aufteilen. Durch die unregelmifii-
gere Fahrweise entstehen viel haufiger Staus, die dafiir sorgen, dass dazwischen so wenige
Fahrzeuge fahren, dass es seltener zu gegenseitigen Behinderungen kommt. Die Trajekto-
rien der Fahrzeuge zergliedern sich in sehr flache Bereiche (hohe Geschwindigkeit) und
sehr steile (im Stau).

Wenn wir stattdessen die Dichte weiter erhdhen und z. B. mit p = 33,3 Fzg/km ein Viertel
aller Zellen belegen, so wiirden wir bei gleichem Trédelfaktor p = 0,2 mehr und vielleicht
auch langere Staus erwarten. Genau dies stellt sich auch ein, wie die Simulation in Abb. 8.7
im Vergleich zu der in Abb. 8.5 zeigt. Es entstehen Staus, die sich wesentlich hartnickiger
halten und die sich nicht bereits nach wenigen Minuten wieder auflosen. Auch der Bereich,
in dem der Verkehr vollig zum Erliegen kommt, wird linger.

Wiirden wir bei gleichen Einstellungen {iber einen grofieren Zeitraum simulieren, so
wiirden wir feststellen, dass die Staus sich auch die nichsten Stunden hartnéckig halten
und nicht wie bisher beobachtet wieder auflosen. Die beiden rechten Staus werden zu einem
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Abb. 8.6 Simulation der 2,25 km langen Ringstrafle iiber 150 Sekunden, p = 0,5; 16 % Belegung,
zufillig initialisiert. Durch den hohen Trodelfaktor entstehen haufiger Staus
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Abb. 8.7 Simulation der 2,25 km langen RingstrafSe iber 150 Sekunden, p = 0,2. 25 % Belegung,
zufillig initialisiert. Da die kritische Dichte tiberschritten ist, bilden sich langere Staus, die sich hart-
néckig halten

grofleren Stau verschmelzen und zusammen mit dem linken das Geschehen dominieren.
Zwischenzeitlich kann es passieren, dass ein Stau sich iiber fast die Hilfte des Simula-
tionsgebietes ausdehnt. Zwar wird im Staugebiet der Verkehr nicht véllig zum Erliegen
kommen (so viele Fahrzeuge haben wir nicht auf die Strafe geschickt); es kommt jedoch
zu Stop-and-go-Verhalten, wie er in Ansdtzen beim linken Stau schon zu erahnen ist. Mit
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der Méglichkeit, Stop-and-go-Wellen simulieren zu kénnen, deckt unser Modell ein wei-
teres wichtiges Verkehrsphinomen im Zusammenhang mit Staus ab.

8.3.3 Validierung und Kalibrierung: Fundamentaldiagramm

Auch wenn wir in unserem Modell bereits viele Phinomene beobachten und erkliren
kénnen, stellt sich weiterhin die Frage, wie genau es realem Verkehrsverhalten entspricht.
Es konnte uns zum Beispiel etwas fraglich vorkommen, dass sich die Staufronten in den
Abb. 8.5 und 8.7 trotz der unterschiedlichen Dichten von 21,3 Fzg/km und 33,3 Fzg/km mit
in etwa gleicher Signalgeschwindigkeit ausbreiten. (Wir sprechen von Signalgeschwindig-
keit, wenn wir die Ausbreitungsgeschwindigkeit einer Storung im Verkehr, hier das Signal
»Stauende®, betrachten.) Oder wir méchten wissen, welche Wahrscheinlichkeit wir denn
verwenden miissen, um der Realitdt nahe zu kommen.

In beiden Fillen hilft uns das sogenannte Fundamentaldiagramm. Es stellt die Beziehung
zwischen dem Verkehrsfluss f und der Verkehrsdichte p dar. Der Name entstammt der
Tatsache, dass diese Beziehung so grundlegend ist, dass sie verwendet wird, um Modellpa-
rameter zu kalibrieren und Modelle zu entwickeln. Im echten Straflenverkehr miissen hier-
zu mit Verkehrsmessungen in verschiedenen Verkehrssituationen Fundamentaldiagramme
empirisch aufgezeichnet werden. Dazu bendtigen wir Paare von Werten fiir p und f.

Um den Fluss f zu bestimmen wird die Anzahl der Fahrzeuge N, die in einem bestimm-
ten Zeitintervall § T an einem bestimmten Messpunkt vorbei kommen, gemessen, z. B. mit
Hilfe einer Induktionsschleife in der Fahrbahn oder einem Sensor an einer Briicke. Man
bestimmt dann den Messwert zu

N
f=57-
Das Messen der Dichte p hingegen ist schon etwas umstdndlicher: Die Anzahl der Fahr-
zeuge N; auf einem Teilstiick der Fahrbahn mit einer Linge L muss zum Messzeitpunkt i
bestimmt werden. Das kann man mit einer Luftbildaufnahme und einer hoftentlich auto-
matischen Zihlung der Fahrzeuge erreichen. Oder man bestimmt mit je einem Sensor am
Anfang und Ende der Strecke die Zahl der in die Strecke einfahrenden und aus ihr heraus-
fahrenden Autos. Beginnt die Messung bei leerer Fahrbahn, so kann daraus die Zahl der
Verkehrsteilnehmer im Messabschnitt und damit niherungsweise die lokale Dichte ermit-
telt werden. Da auch der Fluss tiber ein Zeitintervall T gemittelt wurde, kann man die
Dichte ebenfalls iiber 71 Messungen im selben Zeitintervall mitteln und erhalt
1 &N i
P
In der Simulation kénnen wir genauso vorgehen, siehe Abb. 8.8. Wir wihlen hierzu einen
Messpunkt auf der Ringstrafle und ein Zeitintervall, z. B. §T = 3min = 180 Simulations-
schritte. In jedem Schritt betrachten wir k > vy,.x Zellen hinter dem Messpunkt, damit uns

kein Fahrzeug verloren geht, und zéhlen bei jeder Messung, wieviele Fahrzeuge sich in dem
Fahrbahnabschnitt der Linge L = k - 7,5 m befinden.
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Um Messpunkte im ganzen Dichtespektrum zwischen p = 0 und p = ppay zu erhalten,
miissen wir unsere Ringstrafle nach und nach mit Fahrzeugen bevolkern. Wir starten dazu
mit einer leeren Fahrbahn und fiigen in regelmifligen Abstéinden ein neues Fahrzeug hin-
zu, bis die Strafle voll ist. Wenn wir die Fahrzeuge immer bei x = 0 einfiigen, so erhalten
wir bereits bei geringen Dichten Staus, die alle an dieser Stelle durch ein neues Auto aus-
gelost werden. Um den Verkehrsfluss durch den Einftigevorgang selbst moglichst wenig zu
storen, konnen wir den neuen Verkehrsteilnehmer mit der Geschwindigkeit vy, in der
Mitte des grofiten freien Intervalls einfiigen.

Bevor wir uns schliefSlich den Messergebnissen zuwenden, {iberlegen wir uns, wie grof3
der maximal mogliche Fluss ist, den wir messen kénnen. Bei nur einer Spur kann hochstens
ein Fahrzeug pro Zeitschritt am Sensor vorbeifahren. Damit hitten wir einen maximalen
Fluss fiax = 1Fzg/s = 3600 Fzg/h. Diesen werden wir aber nie erreichen: Nehmen wir
an, alle Verkehrsteilnehmer haben die gleiche Geschwindigkeit v. Damit méoglichst viele
davon im Messzeitraum vorbeikommen, miissen sie moglichst dicht nacheinander fahren,
also mit jeweils v freien Zellen Zwischenraum. Dann fahrt in jedem v + 1. Zeitschritt kein
Fahrzeug am Sensor vorbei. Wir beobachten den Fluss von fmax = 757 Fzg/s. Dieser ist
maximal bei v = v,y p = 0 und der kritischen Verkehrsdichte von p = 22,2 Fzg/km und
erreicht in unserem Modell und Szenario

finax = %Fzg/s = 3000 Fzg/h .

Abbildung 8.9 zeigt Fundamentaldiagramme von Messungen in unserem Modell. Fiir
verschiedene Trodelfaktoren ergeben sich unterschiedliche Verldufe. Der grundlegende
Verlauf ist bei allen Fundamentaldiagrammen mit p > 0 qualitativ richtig, wie auch der
Vergleich mit einem real gemessenen Diagramm zeigt. (Das abgebildete Fundamentaldia-
gramm ist das gleiche, das auch bei der makroskopischen Simulation in Kap. 7 verwendet
wird. Es wurde allerdings bei einer zweispurigen Strafle gemessen, daher haben Fluss und
Dichte etwa doppelt so hohe Maximalwerte.)

Der grundlegende Verlauf ist bei allen ein starker Anstieg fiir kleine Dichten, ein schar-
fer Knick und ein verrauschter Abfall bis zum Erreichen der maximalen Dichte. Im Gegen-
satz zur Simulation haben bei der echten Messung wie iblich Werte fiir sehr hohe Dichten
Seltenheitswert. Diese Situationen treten in der Realitdt nur bei Totalstau auf, werden von
allen Beteiligten nach Kriften gemieden und sind daher nicht so hiufig. Da unsere vir-
tuellen Autofahrer wesentlich leidensfahiger sind, konnen wir in der Simulation auch fir
extrem hohe Dichten Werte messen.
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Abb. 8.9 Fundamentaldiagramme fiir verschiedene Werte von p (links oben). Zum Vergleich
ein gemessenes Fundamentaldiagramm (rechts oben; zweispurige Autobahn in Deutschland, Da-
ten PTV AG, Karlsruhe). Fiir p = 0,2 gesondert nochmals das Fundamentaldiagramm sowie das
Geschwindigkeits-Dichte-Diagramm (unten); f in Fzg/h, p in Fzg/km und v in km/h

Nur fir p = 0 stellt sich wie erwartet kein Rauschen ein, da sich alle Verkehrsteil-
nehmer optimal und deterministisch verhalten. Ohne trodelnde Fahrzeuge stellt sich auch
der theoretisch maximal mégliche Fluss f.x = 3000 Fzg/h bei der kritischen Dichte und
gleichzeitig maximaler Geschwindigkeit aller Verkehrsteilnehmer ein.

Wihrend des starken Anstiegs des Flusses befindet sich der Verkehr fiir kleine Dichten
in der Freiflussphase. Alle Fahrzeuge fahren mit v,y oder, wenn sie trédeln, mit vpax — 1
und behindern sich kaum. In den beiden separaten Schaubildern der Fluss-Dichte- und
Geschwindigkeits-Dichte-Diagramme fiir p = 0,2 zeigt sich das deutlich: Solange der Fluss
nahezu linear ansteigt, bleibt die Geschwindigkeit fast konstant. Ab einer gewissen Dichte,
bei p = 0,2 sind es etwa 17 Fzg/km, behindern sich die Verkehrsteilnehmer zunehmend
und miissen verstiarkt bremsen. Der Verkehrsfluss wird instabil, es bilden sich (zum Teil
dauerhafte) Staus.

Je grofler der Trodelfaktor p ist, desto frither bricht der Verkehr ein und geht in die
Stauphase tiber. Der maximale Fluss, der am Knick gemessen werden kann, ist eine wichtige
und charakteristische Grofle. Im realen Straflenverkehr kann man von etwas iiber 2000
Fahrzeugen pro Stunde und Spur ausgehen. Dies erreichen wir fiir einen Trodelfaktor von
ungefahr 0,2, mit dem wir das realistischste Verkehrsverhalten erzielen.

Sowohl in der Freiflussphase als auch in der Stauphase ist der Verlauf der Fundamen-
taldiagramme aus unserem Modell jeweils fast linear und nur sehr leicht gekriitmmt. Da-
mit unterscheiden sie sich von realen Messdaten, die stirkere Kriimmungen aufweisen.
Im echten Straflenverkehr finden wir inhomogene Verkehrsteilnehmer. Langsamere Fahr-
zeuge wie Lastkraftwagen fithren schon frither zu Behinderungen als unsere homogenen
Fahrzeuge, die bei freiem Verkehrsfluss gleich schnell unterwegs sind. Dies ist auch der



178 8 Mikroskopische Simulation von StraBenverkehr

Grund, weshalb der Wechsel zwischen Freifluss- und Stauphase in der Simulation bei un-
gewohnlich geringen Dichten beobachtet wird. Inhomogene Verkehrsteilnehmer konnen
wir jedoch nicht ohne weiteres in unser Modell aufnehmen. Wir miissten auch Uberholvor-
gange ermdglichen, da ansonsten einzelne langsamere Fahrzeuge alles hinter sich aufstauen
wiirden.

Die fehlende Kriimmung erkldrt auch, weshalb sich die Stauenden in den Abb. 8.5
und 8.7 trotz unterschiedlicher Dichten mit etwa gleicher Geschwindigkeit ausbreiten. Die
Signalgeschwindigkeit beschreibt die Auswirkung einer Dichteinderung auf den Fluss,
d. h. sie ist

£(p) = a—apf(p) .

Im Fundamentaldiagramm kdnnen wir sie als Tangentensteigung ablesen. Die mittleren
Dichten an der Stérung Stauende liegen fiir die beiden Simulationen im Staubereich. Dort
sind die Tangentensteigungen aufgrund der Linearitit in etwa gleich grof3, was unsere
Beobachtung erklart. Im weiteren Verlauf beschrinken wir uns trotz dieser starken Mo-
dellvereinfachungen der Einfachheit halber auf einspurigen Verkehr ohne Uberholméog-
lichkeit.

8.4 Modellierung von Verkehrsnetzen

Wir kénnen nun einen einspurigen StrafSenabschnitt, vorzugsweise als Ringstrafle, ohne
Auf- und Abfahrten simulieren. Fiir realistische Anwendungen geniigt dies natiirlich nicht.
Ob das Autobahnnetz in einem Land oder das Strafennetz in einer beliebigen Stadt - alle
sind komplizierter, haben zum Teil sehr viele, verzweigte Straflen, Kreuzungen, Abzwei-
gungen und Straflen unterschiedlicher Ausprigung. Wir miissen also auch ein grofleres
Netz modellieren konnen. Dazu konnen wir aber eine gerichtete Fahrbahn als Baustein
betrachten, aus dem wir komplexere Strukturen bauen konnen.

8.4.1 Verkehrsgraph

Betrachten wir Kreuzungen als wichtige Punkte, die durch solche Stralenabschnitte ver-
bunden werden, so ist es naheliegend, ein Verkehrsnetz als gerichteten Graph G = (V,E)
mit zusétzlichen Kantengewichten zu modellieren:

Knotenmenge V: Knoten im Graph sind wichtige Punkte im Verkehr. Zunéchst sind dies
vor allem Stellen, an denen sich Straflen kreuzen und aufspalten oder an denen sie zusam-
mengefithrt werden. Allerdings miissen wir alle Stellen modellieren, an denen etwas passie-
ren kann, was fiir eine Simulation wichtig ist. Dies konnen Punkte sein, an denen sich etwas
dndert. Ein paar Beispiele sind Stellen mit Verkehrszeichen, insbesondere Geschwindig-
keitsénderungen oder (Fufigidnger-)Ampeln, Bushaltestellen, Parkpldtze oder zumindest
ihre Zufahrten, Orte, an denen sich die Zahl der Spuren dndert, und Beginn und Ende von
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Abbiegespuren. Auch alle Stellen, an denen wir spiter Verkehrsteilnehmer ihre Fahrten be-
ginnen oder enden lassen wollen, sollten dabei berticksichtigt werden. Fiir jeden Knoten
miissen wir die Position kennen, gemessen z. B. in Langen- und Breitengrad.

Kantenmenge E: Die Verbindungsstiicke zwischen den Knoten, also Streckenabschnitte,
sind die Kanten. Diese werden gewichtet mit der Linge der Strecke. Das Langengewicht
einer Kante kann von dem euklidischen Abstand der beiden angrenzenden Knoten abwei-
chen, womit sich Kriimmungen mit einberechnen lassen. Dies geniigt fiir manche Zwecke;
mochte man spiter Straflen mit Kurven oder Kriimmungen (z. B. Serpentinen) auch wie-
der visualisieren, so miissen diese in kleinere Straflenabschnitte zerlegt und weitere Knoten
eingefiigt werden. Um verschiedene Straflentypen abbilden zu kénnen, miissen wir uns
neben der Lange des Straflenabschnitts zumindest die jeweils zuldssige Maximalgeschwin-
digkeit merken. Der Graph ist gerichtet, da wir beide Fahrtrichtungen getrennt behandeln
und fiir Einbahnstraflen nur eine Kante in einer Richtung verwenden.

Fiir feinere Simulationen sind weitere Parameter wie die Zahl der Spuren, Uberholverbo-
te, die Beschaffenheit des Fahrbahnbelags oder die Steigung der Strafle von Interesse - eben
alles, was den Verkehr beeinflussen kann. Diese werden meist den Kanten zugeordnet. In-
formationen, die an Kreuzungen relevant sind, werden meist den Knoten zugeordnet. Dort
sind insbesondere Abbiege- oder Vorfahrtsregeln schon fiir einfache Simulationen unver-
zichtbar. Die Abbiegebeziehungen geben an, von welchem einmiindenden Straflenstiick ein
Fahrzeug an einer Kreuzung in welche ausgehenden Straflenstiicke ,,abbiegen® darf.

Meist fordern wir, dass der Graph zusammenhdngend ist. Wir konnen dann von jedem
Knoten aus irgendwann jeden anderen Knoten erreichen. Blicken wir in die Realitit, so ist
dies auch der Fall. Es gibt natiirlich Ausnahmen in Extremfallen, wie sie durch Lawinen in
abgelegenen Bergtilern verursacht werden, oder durch lokale Sperrungen durch Baustel-
len. Dann ist eine Verkehrssimulation auf diesen Strecken jedoch ohnehin hinfillig.

Wie die modellierten Eigenschaften in einer konkreten Realisierung als Datenstruktur
umgesetzt werden, kann vielfaltig sein. Ein Blick in reale Verkehrsnetze, die wir letztend-
lich modellieren und simulieren wollen, hilft jedoch sicherlich bei der Entscheidung: In
Straflenverkehrsnetzen gibt es pro Knoten im Schnitt ,,nur® drei einmiindende und drei
ausgehende Kanten, der Graph ist, abgesehen von Uber- und Unterfithrungen, meist pla-
nar. Damit haben wir etwa drei Mal so viele Kanten wie Knoten. Die Information, von
welchem Knoten wir zu welchem Knoten iiber welche Kante gelangen kénnen, werden wir
daher sicherlich nicht als Adjazenzmatrix mit O(|V|*) Speicherbedarf, sondern beispiels-
weise lieber als Adjazenzliste mit nur O(|V| + |E|) ablegen. (Eine Adjazenzmatrix ist eine
Matrix, die in Zeile i und Spalte j den Eintrag 1 hat, wenn es im Graph eine Kante von
Knoten i zu Knoten j gibt, und ansonsten 0. Eine Adjazenzliste enthilt zu jedem Knoten i
eine verkettete Liste aller iiber eine Kante erreichbaren Nachbarknoten j.)

In Tab. 8.1 werden charakteristische Daten einiger Verkehrsnetze aus Simulationen im
Uberblick gezeigt. Bei den Stadtnetzen ist das Verhiltnis zwischen Kanten und Knoten
etwa 3:1, beim Deutschlandnetz etwas grofier. In Verkehrsnetzen kann im Allgemeinen
O(|E|) = O(]V]) angenommen werden. Im Vergleich zwischen dem Verkehrsnetz der
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Tab. 8.1 Daten verschiedener Verkehrsnetz Knoten Strecken Bezirke

Verkehrsnetze im Vergleich; Karlsruhe 8.355 23.347 725
der unterschiedliche Detail-

lierungsgrad der Netze wird Region Stuttgart 149.652 369.009 784

ersichtlich Deutschland 109.842 758.139 6.928
New York 264.346 733.846 n.v.
USA 23.947.347 58.333.334 n.v.

Region Stuttgart und dem Gesamtnetz Deutschlands wird der Unterschied in der Genauig-
keitsauflosung sehr deutlich ersichtlich. Wahrend fiir regionale Simulationen eine genaue
Darstellung auch kleiner Straflen nétig ist, sind diese fiir eine nationale Verkehrssimulation
mit einem starken Fokus auf Autobahnen und Landstraflen weniger relevant und kénnen
als erstes entfallen. Falls vorhanden, ist auch die Zahl der modellierten Bezirke (zusammen-
hingende Teilgraphen, die z. B. Stadtteile oder Regionen repréisentieren) angegeben, die
beispielsweise fiir die Ermittlung der Verkehrsnachfrage eine Rolle spielen konnen, siehe
spater in Abschn. 8.4.3.

8.4.2 Kreuzungen

Um Verkehr im Straflennetz simulieren zu konnen, miissen wir noch festlegen, was an
Knoten passiert, an denen Kanten enden bzw. beginnen. Im einfachsten Fall enthilt ein
Knoten nur geographische Information, z. B. wenn er eine scharfe Kurve auf einer Land-
straf3e markiert. Hier miissen wir ausschliefllich die Abbiegebeziehungen beriicksichtigen
und sicherstellen, dass ein von der einen Richtung einfahrendes Fahrzeug nur in die andere
Richtung abfahren und keine Kehrtwende machen darf.

Komplizierter wird es an echten Kreuzungen, wo mehrere einmiindende und ausge-
hende Straflen zusammenkommen. Wir miissen bei der Modellierung insbesondere die
Forderung nach Kollisionsfreiheit sicherstellen. Aulerdem ist es wie immer ein Teilziel,
das Modell nicht zu komplex zu gestalten, sondern einfach zu halten, was sich auch gut auf
den benotigten Rechenaufwand auswirkt. Wir wollen im Folgenden einige Moglichkeiten
vorstellen, Kreuzungen im Modell zu realisieren. Diese lassen sich in drei Kreuzungstypen
unterteilen: ungeregelte Kreuzungen (,Rechts-vor-Links®), Kreisverkehre und Kreuzungen
mit geregelter Vorfahrt (Verkehrsschilder, Wechsellichtzeichenanlagen bzw. Ampeln). Be-
schrianken wollen wir uns dabei auf den Fall von Kreuzungen mit vier (bidirektional be-
fahrbaren) Stralen. Die Uberlegungen lassen sich aber immer auch auf andere Fille (meist
drei oder fiinf Strafen) oder eine unterschiedliche Zahl von ein- und ausgehenden Straflen
verallgemeinern.

Wir verzichten dabei darauf, die Fahrbahnfliche auf der Kreuzung selbst zu modellie-
ren. Fahrzeuge werden daher von der einmiindenden in die ausgehende Strafle tiber die
Kreuzung ,,springen”. Dennoch soll es keine Kollisionsmdglichkeit auf der Kreuzung selbst
geben. Fahrzeuge, die die Kreuzung passieren wollen, miissen tiberpriifen, ob das eigene
Abbiegevorhaben dem eines anderen Verkehrsteilnehmers widerspricht. Insbesondere diir-
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fen nicht zwei Fahrzeuge gleichzeitig im selben Simulationsschritt in dieselbe ausgehende
(einspurige) Straf3e einbiegen, auch wenn sie auf unterschiedlichen Feldern zu stehen kom-
men. Darf ein Fahrzeug nicht iiber die Kreuzung fahren, so muss es auf der letzten freien
Zelle der eigenen Fahrspur anhalten.

Ungeregelte Kreuzungen. Gibt es weder durch Stralenschilder noch durch Ampeln eine
Vorfahrtsregelung an einer Kreuzung, so liegt Rechts-vor-Links-Verkehr vor. Um diese Regel
korrekt umzusetzen, miissen allerdings fiir jedes Fahrzeug eine Menge verschiedene Fille
beriicksichtigt und umgesetzt werden.

Mochte z. B. ein Fahrer links abbiegen und es kommt ein entgegenkommendes Fahr-
zeug, so macht es einen Unterschied, ob dieses geradeaus fihrt oder ebenfalls links abbiegt.
Fahrt es geradeaus, so muss der Fahrer warten. Im anderen Fall diirfen beide gleichzeitig
links abbiegen. Es gentigt somit nicht, nur zu tiiberpriifen, ob der nichste Straflenabschnitt
iiber die Kreuzung hinweg frei ist. Ein Fahrzeug muss an einer Kreuzung auch alle ande-
ren einmiindenden Fahrbahnen beriicksichtigen. Kénnte ein anderer Verkehrsteilnehmer
potenziell auf die Kreuzung fahren, so miissen seine Abbiegepriferenzen mit einbezogen
werden. Das ist neu, da wir bislang Fahrtrichtungsanzeiger (Blinker) nicht modelliert ha-
ben.

Auflerdem stellt sich die Frage, wie weit ein Fahrzeug vorausblicken muss. Theoretisch
wiirde es reichen, die letzten vy.x Zellen jeder einmiindenden Fahrbahn zu tiberpriifen.
Sind die anderen Verkehrsteilnehmer allerdings wesentlich langsamer unterwegs, so kon-
nen Liicken im Gegenverkehr nicht ausgenutzt werden, und man beobachtet einen wesent-
lich geringeren Verkehrsfluss als in der Realitit. Es sollte daher neben der Abbiegepriferenz
auch die Geschwindigkeit der anderen Fahrzeuge beriicksichtigt werden.

Jelanger Verkehrsteilnehmer an Kreuzungen auf freie Fahrt warten miissen, desto héher
ist die Gefahr von Deadlocks. Wenn von allen Seiten Fahrzeuge geradeaus iiber die Kreu-
zung fahren wollen, so ist die Kreuzung blockiert. Was in der Realitét eher selten eintritt,
kann uns im Modell viel haufiger begegnen, beispielsweise wenn die Auswirkungen der
Sperrung einer stark befahrenen Strafe oder eine deutliche Anderung des Verkehrsauf-
kommens in einer Simulation ermittelt werden sollen und viele Fahrer durch ein Wohn-
gebiet ausweichen miissen. Wihrend im echten Straflenverkehr Deadlocks meist schnell
durch gegenseitige Absprache beseitigt werden, verhungern die Fahrer in der Simulation
regelrecht, und eine kleine Kreuzung kann leicht zu Riickstau tiber viele weitere Straflen
fithren; eine einfache, zufallsbasierte Regelung geniigt zur Aufthebung.

Eine wesentlich einfachere Modellierung stellt das Vier-Phasen-Modell dar. Es ist zwar
nicht so realititsnah wie Rechts-vor-Links-Verkehr, es erfordert jedoch nicht die Not-
wendigkeit, andere Verkehrsteilnehmer berticksichtigen zu miissen, da einem Fahrer die
Kenntnis der eigenen Abbiegepriferenz geniigt. Zudem vermeidet es Deadlocks. Wie in
Abb. 8.10 skizziert, besteht es aus vier Phasen, die sich jeweils nach einer gewissen Zahl
Simulationsschritte abwechseln. Dabei haben zuerst die in einer Richtung geradeaus fah-
renden und rechts abbiegenden Fahrzeuge Vorfahrt, dann die in der anderen Richtung.
Gleiches gilt anschlieflend jeweils fiir die Linksabbieger.
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Abb. 8.10 Das Vier-Phasen-Modell fiir eine Kreuzung

Ist die Zahl der Simulationsschritte fiir jede Phase gleich, so kann es passieren, dass sich
bei realistischem Verkehrsverlauf mehrere Schritte lang nichts tut, da Phasen nicht oder nur
sehr wenig genutzt werden. Mochte das erste Fahrzeug an der Kreuzung in der ersten Phase
links abbiegen, so blockiert es die Fahrbahn bis zur dritten Phase. Eine Moglichkeit dem
zu begegnen ist, unterschiedlich lange Dauern der Phasen zu wihlen, und zwar abhingig
von der Frequentierung der Abbiegebeziehungen.

Das Vier-Phasen-Modell entspricht eigentlich einer Ampelschaltung, bei der der Links-
verkehr eine gesonderte Phase hat. Es eignet sich beispielsweise dafiir, die Vorfahrt fiir
unkritische, nicht zu hiufig befahrene Kreuzungen zu regeln, wie sie in Wohngebieten auf-
treten.

Kreuzungen mit Vorfahrtsregelung. Kreuzungen mit einer Vorfahrtsstrafle sind etwas
unproblematischer: Die Vorfahrtsregelung vermeidet Deadlocks. Fahrzeuge mit Vorfahrt
miissen z. B. nur beim Kreuzen der entgegenkommenden Fahrbahn der Vorfahrtsstrafle
den Gegenverkehr beachten; bei einer nach rechts abbiegenden Vorfahrtsstrafe betriftt
dies alle Fahrzeuge, die nach links oder geradeaus fahren wollen. Wieder greifen die meis-
ten Uberlegungen, die wir beim Rechts-vor-Links-Verkehr getroffen haben: So sollten die
Abbiegepriaferenzen und die Geschwindigkeiten der anderen betroffenen Fahrzeuge be-
riicksichtigt werden, um einen fliissigeren und realistischeren Verkehr zu ermdglichen. Um
zu verhindern, dass bei hohem Verkehrsaufkommen Fahrzeuge ,,verhungern®, die die Vor-
fahrt achten miissen, kann fiir hohe Dichten ein Reif3verschlussverfahren realisiert werden.

Kreuzungen mit Ampeln werden, dhnlich dem Vier-Phasen-Modell, in Phasen gesteu-
ert. Fiir die Simulation kann man sich vorstellen, dass bei Rot ein virtuelles Fahrzeug mit
Geschwindigkeit 0 am Ende des Fahrbahnabschnitts platziert und bei Griin wieder entfernt
wird. Im einfachsten Fall gibt es eine gemeinsame Ampelphase von gegeniiberliegenden
Straflenabschnitten sowie keine Gelbphase. Linksabbieger miissen warten, bis die Kreu-
zung frei ist oder aus der anderen Richtung ebenfalls ein Fahrzeug links abbiegen mdchte.

Wieder kann im Gegensatz zum Vier-Phasen-Modell ein einzelner Linksabbieger bei
starkem Gegenverkehr eine Zufahrt zur Kreuzung dauerhaft blockieren und zu einem ein-
seitigen Deadlock fithren. Im realen Straflenverkehr gibt es deshalb an manchen Kreuzun-
gen eine gesonderte Phase, in der nur links abgebogen werden darf, oder aber eine Links-
abbiegespur, die im Verkehrsmodell iiber eine zusitzliche Fahrbahn oder eine bedingte
Zweispurigkeit modelliert werden muss. Dies zu betrachten sprengt aber hier den Umfang.

Eine spannende Frage bleibt: Wie sollen wir die Lange der Ampelphasen festlegen?
Lassen wir alle Ampeln im Verkehrsnetz gleichzeitig schalten, so verhindern wir im All-
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Abb. 8.11 Kreisverkehr mit drei einmiindenden Stralen

gemeinen das Auftreten von Griinen Wellen und reduzieren den Verkehrsfluss. Wir miis-
sen sie also sinnvollerweise asynchron takten. Aber wie? Und sollten Rot- und Griinpha-
sen aus Sicht einer Einmiindung gleich lang oder unterschiedlich lang sein? Gibt es eine
Hauptrichtung tiber mehrere Kreuzungen, so sollte diese bevorzugt werden. Eine zu grofie
Bevorzugung kann im Extremfall iiber einen Riickstau auf den Nebenstraflen aber wieder
die Hauptstrafle an anderer Stelle blockieren. Eine Moglichkeit, fiir empirisch ermittelten
Verkehrsbedarf Ampelschaltungen zu optimieren, ist die Verwendung evolutionirer Algo-
rithmen. Mit dem Ziel einer Maximierung des Flusses in einer Hauptrichtung kénnen so
Zeitschaltpunkte und Phasenldngen mit Hilfe der Simulation optimiert werden.

Kreisverkehr. Eine dritte Moglichkeit zur Vorfahrtsregelung sind Kreisverkehre. Wir be-
trachten den Normalfall, ndmlich dass Fahrzeuge Vorfahrt haben, die im Kreisverkehrs-
ring unterwegs sind. Einfahrten in den Kreisverkehr sind fiir ankommende Fahrzeuge nur
blockiert, solange stindig im Kreisverkehr Fahrzeuge vorbeikommen. Wir konnen den
Kreisverkehr selbst als Ringstrafle modellieren, die mehrere Zu- und Abfahrten hat, sie-
he Abb. 8.11.

Die Regeln fiir ein in den Kreisverkehr einfahrendes Fahrzeug sind recht einfach: Wir
miissen nur tiberpriifen, ob die bei der erlaubten Maximalgeschwindigkeit erreichbaren k
Felder von links frei sind. Ist die nichste Einfahrt entgegen der Fahrtrichtung weniger als k
Felder entfernt, so miissen auch maéglicherweise von dort kommende Fahrzeuge beachtet
werden, um Kollisionen auszuschlieflen. Dadurch kann es jedoch bei zu kleinen Kreisver-
kehren hiufig zu vollstaindigen Deadlocks kommen. Stattdessen kann man beispielsweise
die maximal zuldssige Geschwindigkeit fiir die Einfahrt in den Kreisverkehr reduzieren.

Auch bei Kreisverkehren gibt es weniger Stauungen, wenn die Geschwindigkeit und das
Abbiegevorhaben von Fahrzeugen, die im Kreisverkehr von links kommen, mit einbezogen
werden. Dazu miissen wir wieder die Geschwindigkeit des anderen Fahrzeugs abfragen
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bzw. abschitzen und das Vorhaben abfragen kénnen (und damit den Einsatz von Blinkern
modellieren).

Reduzieren wir die Grofle der Ringstrafle soweit wie moglich, so kdnnen wir die ent-
stehenden Mini-Kreisverkehre zur Verkehrsregelung von Kreuzungen ohne Vorfahrtsre-
gelung verwenden. Fiir eine normale Kreuzung mit vier ein- und ausgehenden Straflen
konnten wir die Kreuzung selbst mit vier Feldern explizit modellieren. Zu Vermeidung
von Deadlocks konnten wir die maximal zuldssige Einfahrtsgeschwindigkeit auf v = 1
reduzieren und verbieten, dass alle vier Kreuzungsfelder gleichzeitig belegt werden. Eine
Beschriankung auf 27 km/h bei Rechts-vor-Links-Verkehr kann ohnehin sinnvoll sein.

Simulieren wir das Verkehrsnetz einer Stadt fiir die verschiedenen Kreuzungstypen, so
stellen wir schnell fest, dass das Vier-Phasen-Modell die Realitit nur unzureichend abbil-
det. Es wird daher auch sehr selten verwendet. Da es in realen Netzen aber an kritischen
bzw. viel befahrenen Kreuzungen ohnehin immer Vorfahrtsregelungen tiber Vorfahrtsstra-
Ben oder Ampelschaltungen gibt, kann es in unkritischeren Wohngebieten Verwendung
finden. Ebenso wird aber klar, dass ohne eine ausgekliigelte Schaltung von Ampelphasen
oder eine iiberlegte Anordnung von Vorfahrtsstraflen der Verkehr ebenfalls schnell zusam-
menbricht und Verkehrsplaner hierbei einiges zu leisten haben.

8.4.3 Plane und Vorhaben

Haben wir ein reales (oder auch kiinstliches) Verkehrsnetz modelliert und ist das Verhalten
an Kreuzungen geregelt, so bleibt die Frage, wohin ein Fahrzeug fihrt, wenn es eine Kreu-
zung erreicht und mehrere Moglichkeiten zur Weiterfahrt hat. Und wie viele Fahrzeuge
sollten wir in einer Simulation in den Straflenverkehr schicken und fiir wie lange?

Wir konnen natiirlich das Netz mit einer bestimmten Zahl an Fahrzeugen an zufilli-
gen Stellen bevolkern und die Simulation starten. Die einfachste Moglichkeit der Routen-
wahl ist der Zufall: Ein Fahrzeug, das eine Kreuzung erreicht, wiirfelt fiir die durch die
Abbiegebeziehungen erlaubten Mdoglichkeiten zur Weiterfahrt und wahlt eine aus. Ist die
Wahrscheinlichkeit fiir alle ausgehenden Straflen gleich grof}, und starten alle Fahrzeuge
im gleichen Teil des Netzes, so konnen wir aus der Vogelperspektive einen Diffusionspro-
zess beobachten: Wir erhalten eine Gleichverteilung der Fahrzeuge tiber das Stralennetz.
Hauptverkehrswege sind viel zu leer und Staus bilden sich an zufélligen Stellen. Es miissen
also Daten tiber reales Verkehrsverhalten gemessen oder geschitzt werden.

Hier hilft die Empirie: Wir messen und zéhlen Verkehr. Wir miissen in der Simulation
am wenigsten dndern, wenn wir auf diese Weise die Wahrscheinlichkeiten pro Kreuzung
passend wihlen. Dann entscheiden Fahrzeuge, die wir an zufilligen Stellen auf die Strafle
schicken, die Weiterfahrt an Kreuzungen in Abhingigkeit vom tatsachlichen Verkehrsauf-
kommen. Damit erhalten wir bereits erste realistische Ergebnisse und konnen Staus auch
zuerst auf den in der Realitdt am stirksten frequentierten Strecken beobachten.

Einen hoheren Grad an Realismus erzielen wir, wenn wir den Verkehrsteilnehmern et-
was Individualismus erméglichen und Fahrer unterschiedlichen Planen folgen diirfen. Ein
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kleiner Exkurs: Da wir damit die gleichf6rmige Behandlung aller Fahrzeuge autheben, wird
manchmal von Multi-Agenten-Simulation gesprochen. Jedes Fahrzeug wird dann als auto-
nom handelnder Agent betrachtet, der mit anderen Agenten interagiert, auf seine Umwelt
einwirkt und auf sie reagiert. Je mehr zusitzliche Eigenstindigkeit (individuelle Hochst-
geschwindigkeit, unterschiedliche Trodelfaktoren, Fahrzeuggrofien und Verhaltensmuster,
...) wir den Fahrzeugen zuschreiben, desto zutreffender ist diese Betrachtungsweise. Unse-
re Fahrzeuge werden sich der Einfachheit halber aber weiterhin die meisten Eigenschaften
teilen.

Mit Verkehrsbefragungen und -zahlungen kann festgestellt werden, welche Routen von
wie vielen Verkehrsteilnehmern verfolgt werden. Ziel ist, reprisentative Daten zu erhalten
und beispielsweise das Verkehrsaufkommen eines typischen Werktages zu ermitteln. Eine
Route ist dabei ein Start-Ziel-Paar von Knoten unseres Netzes. Wir erhalten sogenannte
Origin-Destination-Matrizen (OD-Matrizen). Dies sind Matrizen, in denen zu jedem Start-
Zielknoten-Paar der Eintrag die Hiufigkeit liefert, mit der die Route vom Startpunkt zum
Zielpunkt im Erfassungszeitraum benutzt wurde.

Jedem Fahrzeug kann ein eigener Plan zugeordnet werden, der einer berechneten Route
folgt. Die Routenplanung kann nach den tiblichen Kriterien (schnellste, kiirzeste, ... Stre-
cke) erfolgen. Wahrend der Simulationsdauer kénnen wir dann an den Startpunkten Autos
so einfiigen, dass die Haufigkeiten iiber die Gesamtzeit mit denen aus der OD-Matrix iiber-
einstimmen, beispielsweise zu zufilligen Zeitpunkten oder in gleichmafligen Intervallen.
Erreicht ein Verkehrsteilnehmer den Zielpunkt, so wird er aus der Simulation entfernt.

Oft werden bei Verkehrsbefragungen Start und Ziel der Einfachheit halber nur grob er-
fasst, zum Beispiel in Abhingigkeit von Stadtteilen oder wichtigen Punkten. Dann kann die
Erzeugung eines Verkehrsteilnehmers in der Simulation an zufilliger Stelle im jeweiligen
Bezirk oder in der Nahe des entsprechenden Punktes erfolgen.

Routenplanung. Die Wahl der Route kann statisch oder ad hoc erfolgen. Einfacher als
eine neue Ad-hoc-Entscheidung an jeder Kreuzung ist sicherlich die iibliche Vorgehens-
weise, vor Fahrtbeginn die Route statisch zu berechnen und nur bei unvorhergesehenen
Ereignissen wie grofien Staus oder Straflensperrungen die Route zu aktualisieren. Ziel der
meisten Verkehrsteilnehmer ist es, die schnellste Route oder zunehmend auch die kiirzes-
te Route mit dem Ziel der Minimierung der Spritkosten zu verwenden. Algorithmen zur
Routenberechnung sind in der Regel einfach auf weitere Kriterien, wie die Vermeidung von
Mautstraflen, erweiterbar.

Der wohl bekannteste Algorithmus zur Suche eines kiirzesten Weges von einem Start-
knoten s zu einem Zielknoten z in kantengewichteten Graphen ist der Dijkstra-Algorithmus
(nach Edsger Dijkstra, 1930-2002). Die bendtigten Voraussetzungen, dass der Graph zu-
sammenhingend sein muss und keine negativen Kantengewichte auftreten diirfen, sind im
Verkehrsgraph gegeben (Lingen von Straflen sollten nie negativ sein!). Die Grundidee des
Algorithmus ist, ausgehend vom Startknoten s so lange immer den Knoten als nachstes zu
besuchen, der von s aus betrachtet das geringste Gesamtgewicht besitzt, bis wir den Ziel-
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knoten z erreichen. Das Gewicht g(a) eines Knotens a ist beispielsweise die Linge der
kiirzesten bekannten Strecke von s nach a im Verkehrsgraph.

Etwas formaler definieren wir drei Knotenmengen: Die Menge der bereits besuchten
Knoten B, die Menge der Randknoten R, die alle Knoten enthilt, die von den besuchten
Knoten in einem Schritt (iiber eine Kante) zu erreichen sind, und die Menge der noch
unbekannten Knoten U (alle anderen). Fiir jeden Knoten a, den wir betrachten, merken
wir uns mit vorg(a), von welchem anderen Knoten aus wir zu ihm gekommen sind sowie
die Gesamtlinge der kiirzesten bekannten Route vom Startknoten aus, d. h. g(a).

Algorithmus 8.3 (Dijkstra)

Zu Beginn gilt B = &, R = {s}, U = V ~ Rund g(s) = 0. Der Startknoten hat sinnvol-
lerweise keinen Vorgianger. Wiederhole

1. Entnehme den Knoten a (aktiver Knoten) mit dem kleinsten Gesamtgewicht aus R.
Ist es der Zielknoten z, so sind wir fertig. Ansonsten fiige ihn zu B hinzu.
2. Betrachte jeden von a aus direkt erreichbaren Nachbarknoten n. Sein Gesamtge-
wicht iiber a ist d := g(a) + kantengewicht(a, n).
(a) Ist dieser in R, so iiberpriife, ob d kleiner ist als das bisher bekannte Gewicht.
Wenn ja, so setze g(n) = d, vorg(n) = a.
(b) Ist dieser in U, so entnehme ihn aus U und fiige ihn zu R hinzu. Setze g(n) := d
und vorg(n) = a.

so lange, bis der Zielknoten z gefunden wurde (bzw. Abbruch mit Fehler, falls R leer ist).
g(z) ist dann die Lange des kiirzesten Weges von s nach z. Diesen erhalten wir, wenn
wir uns von z aus liber die Vorgéngerfunktion riickwirts bis s durchhangeln.

Der Dijkstra-Algorithmus findet garantiert den kiirzesten Pfad (bzw. einen kiirzesten
Pfad, falls es mehrere gibt). Praktisch ist, dass das Verfahren nicht davon abhingt, was
die Kantengewichte darstellen (solange sie positiv sind). Er kann daher in der Routenpla-
nung ebenso fiir Kriterien wie beispielweise den schnellsten Weg verwendet werden. Fiir
den schnellsten Weg sind die Kantengewichte die Lange geteilt durch die maximal mogli-
che oder geschitzte Geschwindigkeit auf dieser Verbindung; fiir andere Kriterien wie den
spritsparendsten Weg konnen zusitzliche Faktoren einbezogen werden, z.B. ob die Ge-
schwindigkeit konstant gehalten werden kann (wenig Ampeln und Kreuzungen) oder ob
viele Steigungen tiberwunden werden miissen. Soll eine Strecke vermieden werden (Un-
fall, Baustelle, Stau, Mautstrafle, ...), so gentigt es, das Kantengewicht auf co zu setzen; die
Kante muss nicht aus dem Graph entfernt werden.

Fiir grofle Netze stellt sich natiirlich die Frage nach der praktischen Verwendbarkeit des
Algorithmus, d. h. insbesondere die Frage nach der Laufzeitkomplexitit: In jedem Schritt
miissen wir den Knoten mit dem kleinsten Gewicht aus der Randmenge finden; bei ei-
nem vollstandigen Graphen (jeder Knoten ist mit jedem verbunden) sind bereits im ersten
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Abb. 8.12 Suche des kiirzesten Weges mit Dijkstra (links) und A* (rechts) von Niirnberg nach
Hamburg. Randknoten hellgrau, besuchte Knoten dunkelgrau. Ausschnitt aus dem Netz der Bun-
desautobahnen in Deutschland. Der Vorteil der informierten Suche mit A* ist offensichtlich

Schritt alle Knoten aufler dem Startknoten in der Randmenge. Im schlechtesten Fall ist der
Zielknoten der letzte, den wir besuchen. Zusitzlich miissen wir jede Kante maximal ein
Mal betrachten. Die Komplexitit ist damit O(|V|? + |E|). Verwenden wir fiir die Verwal-
tung der Randknoten eine geeignete, effiziente Priorititswarteschlange, aus der sich der
Knoten mit minimalem Gewicht mit geringem Aufwand entfernen ldsst, so kann der Auf-
wand von O(|V|) bei der Verwendung einer verketteten Liste auf O(log|V|) bei der eines
Fibonacci-Heaps reduziert werden. Die Laufzeitkomplexitit ist dann O(| V| -log|V| + |E|)
und in Verkehrsnetzen O(|V|-log|V|), vergleiche Abschn. 8.4.1. Fiir weiterfithrende Infor-
mationen tiber Fibonacci-Heaps oder andere Priorititswarteschlangen verweisen wir auf
das Lehrbuch [49].

Abbildung 8.12 zeigt auszugsweise einen Teil der Bundesautobahnen in Deutschland.
Im linken Bild wurde mit dem Dijkstra-Algorithmus der kiirzeste Weg von Niirnberg nach
Hamburg ermittelt. Start- und Zielknoten sind schwarz, die besuchten Knoten dunkelgrau,
die Randknoten hellgrau und die unbekannten weifS. Wir konnen einen Nachteil sehr deut-
lich sehen: Dijkstra sucht uninformiert — wir suchen also gleichmaflig in jede Richtung,
auch nach Stiden und nicht zielgerichtet in Richtung Norden.

Von informierter Suche sprechen wir, wenn wir eine Heuristik h(a) fir die Restkos-
ten (Entfernung, Dauer, ...) vom aktuell betrachteten Knoten a zum Zielknoten angeben
und verwenden kénnen. Mit einer Heuristik konnen wir den Dijkstra-Algorithmus mo-
difizieren zum A*-Algorithmus. Dieser untersucht immer zuerst die Knoten, die unter
Verwendung der Heuristik voraussichtlich am schnellsten zum Ziel fithren. Dazu miis-
sen wir nur im ersten Schritt des Dijsktras fiir das Ermitteln des ,,kleinsten Randknotens
a statt der reinen Kosten g(a) zusitzlich die geschitzten Restkosten, d.h. g(a) + h(a),
verwenden.
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Ist die verwendete Heuristik h zuldssig und monoton, d. h., iberschitzt h nie die Kosten
bis zum Ziel und gilt fiir jeden Nachfolger a’ von a, dass h(a) < kantengewicht(a,a’) +
h(a"), so gilt fir den A*-Algorithmus: Er ist optimal (es wird immer eine optimale Losung
gefunden), und er ist optimal effizient: Es gibt keinen anderen Algorithmus, der fiir die
gegebene Heuristik schneller eine Losung findet. Die fiir die Suche nach dem kiirzesten
Weg offensichtliche Heuristik, die Luftliniendistanz des Knotens vom Ziel, ist zuldssig und
monoton. In Abb. 8.12 zeigt sich der Vorteil der Verwendung des A* im Gegensatz zu der
des Dijkstras: Es miissen wesentlich weniger Knoten betrachtet werden.

Der A*-Algorithmus hat die gleiche Zeitkomplexitat wie der Dijkstra-Algorithmus; er
findet im Allgemeinen jedoch viel schneller eine Lésung. Dennoch st6f3t auch die Verwen-
dung des A* bei sehr grofSen Netzen an ihre Grenzen, vor allem aufgrund des Speicher-
bedarfs, auf den wir hier nicht ndher eingehen wollen. Alternativen und, je nach Anwen-
dungsfall, deutliche Verbesserungen konnen beispielsweise bidirektionale Suchverfahren
darstellen, die von Start- und Zielknoten gleichzeitig starten und sich ,,in der Mitte tref-
fen®, sowie hierarchische Methoden, die zwar nicht mehr notwendigerweise den optimalen
Pfad finden, aber insbesondere in grofien Verkehrsnetzen sehr niitzlich und praktisch an-
wendbar sind: So kann auf nationaler Ebene ein kiirzester Weg von der Start- zur Zielstadt
unter ausschlieflicher Verwendung von auflerstidtischen Straflen, ein Weg vom Stadtbe-
zirk zur Stadtgrenze und ein Weg von der konkreten Adresse aus dem Stadtbezirk heraus
berechnet und diese geeignet verkniipft werden. Dafiir ist eine Unterteilung des Verkehrs-
netzes in Bezirke notig, siehe dazu auch Tabelle 8.1 in Abschn. 8.4.1.

Rush-Hour und Ganglinien. Wenn im Radio oder in den Printmedien im ,,Stau-Alarm"
vor ,Monster-Staus“ gewarnt wird, dann ist klar: Die Ferien haben begonnen oder ge-
hen zu Ende, Reise- oder Riickreiseverkehr iberschwemmt die Autobahnen. Doch auch
verlangerte Wochenenden haben ihre Tiicken. Bis zu einem gewissen Grad muss man als
Verkehrsteilnehmer diese Ausnahmesituationen in Kauf nehmen. Schliefllich kann man
nicht alle Autobahnen auf doppelt so viele Spuren ausbauen, vor allem, wenn die Kapazita-
ten ansonsten die grofite Zeit des Jahres ausreichen. Gerade fiir solche Extremsituationen
ist es interessant, den Verkehr zu simulieren, um steuernd und regelnd eingreifen zu kén-
nen. Wir konnten in unserem Modell einfach viel mehr Fahrzeuge gleichzeitig auf die
Stralen schicken. Dies gentigt jedoch nicht, um realistisch einen Tag mit Reiseverkehr zu
simulieren: Wer sehr frith morgens losfihrt, der kommt meist vor dem Kollaps des Ver-
kehrs an seinem Ziel an.

Noch deutlicher zeigt der Stralenverkehr in Stiddten und Ballungszentren, dass unsere
bisherigen Methoden, fiir eine Simulation Verkehrsbedarf zu erzeugen, nicht ausreichen.
Berufsverkehr verstopft tdglich die Stralen. Das Straflenverkehrsaufkommen héngt stark
von der Tageszeit und dem Wochentag ab.

Um diese Phanomene in das Modell integrieren zu kénnen, benétigen wir wieder em-
pirische Messungen. Diese liefern fiir verschiedene Szenarien eine sogenannte Ganglinie,
siehe Abb. 8.13. Die Ganglinie zeigt in Abhangigkeit von der Tageszeit fiir jede volle Stunde,
welcher Anteil der Verkehrsteilnehmer im Verkehrsnetz ihre Fahrt beginnen. Es ist deut-
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Abb. 8.13 Ganglinie vom Stadtverkehr einer mittelgrofien Stadt, Werktag, nicht Ferienzeit
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Abb. 8.14 Kreuzung in Karlsruhe frith am Morgen und zur Rush-Hour. Mehrspurige Strafle und
inhomogene Verkehrsteilnehmer, dargestellt als Dreiecke mit Richtung, Grée und Geschwindigkeit
(Graustufe)

lich ersichtlich, in welchem Zeitraum die Kernarbeitszeiten der meisten Personen sind, die
taglich mit dem Fahrzeug zur Arbeit fahren: Die Stof3zeiten des Berufsverkehrs stechen
hervor. Im Feierabendverkehr sind mehr Verkehrsteilnehmer unterwegs als zu Arbeitsbe-
ginn, nicht zuletzt da am spaten Nachmittag auf den Straflen allgemein mehr los ist als frith
am Tage.

In der Simulation konnen wir mit einer Ganglinie die Fahrzeuge fiir ein Start-Ziel-Paar
aus der OD-Matrix in Abhingigkeit von der Verkehrsnachfrage erzeugen. Dann kénnen
wir auch in der Simulation tiber einen Tag hinweg charakteristisches Verkehrsaufkom-
men und die typischen Rush-Hour-Staus beobachten, vergleiche Abb. 8.14. Wir konnen
nun ein Straflennetz simulieren, in dem wir viele wichtige Verkehrsphidnomene beobach-
ten, Stauprognosen berechnen, die Auswirkungen der Anderungen von Straflenfithrungen
oder einer Straflensperrung ermitteln oder Verkehrsregelungen optimieren kénnten.
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8.5 Modellverfeinerungen

In diesem Abschnitt sollen exemplarisch einige Moglichkeiten zur weiteren Verbesserung
unseres Modells angesprochen werden. Manche, wie die Einfithrung unterschiedlicher
Verkehrsteilnehmer sowie das Zulassen von Uberholvorgingen, sind fiir die Anpassung
an realen Verkehr sehr wichtig. Dies hatten wir bereits bei der Diskussion der Funda-
mentaldiagramme festgestellt. Andere, wie eine feinere Auflosung des Netzes oder die
Modellierung von Bremslichtern, sind natiirlich wiinschenswert, kosten aber eventuell
mehr Rechenzeit als sie Nutzen bringen. Welche wie wichtig sind, hingt letztendlich von
der konkreten Simulationsaufgabe ab.

Bislang haben wir nur einheitliche Verkehrsteilnehmer betrachtet, die alle dieselbe Ma-
ximalgeschwindigkeit v, haben und erreichen wollen. Inhomogene Verkehrsteilnehmer
sind auf realen Straflen wesentlich fiir den Verkehrsverlauf. Wir kénnten unterscheiden in
z.B.

o Lastkraftwagen oder Traktoren mit einer Linge von zwei Zellen und geringerer zuldssi-
ger Maximalgeschwindigkeit,

o Motorrdder und Fahrrader, die zu zweit nebeneinander fahren kénnen, und

o ,Sonntagsfahrer®bzw. ,,Fahrer-mit-Hut®, die meist am Wochenende und mit héherem
Trodelfaktor unterwegs sind.

Besonders wenn wir inhomogene Verkehrsteilnehmer zulassen ist es klar, dass unser
einfaches Modell zu unrealistisch ist: Es erlaubt keine Uberholvorgiinge. Dies fiihrt dazu,
dass langsame Verkehrsteilnehmer die komplette Straf3e blockieren und sich unweigerlich
alle schnelleren Fahrzeuge aufstauen. Uberholvorginge miissen deshalb mit ins Modell
einbezogen werden. Dazu muss die Gegenfahrbahn tiberpriift werden. Ist diese weit ge-
nug frei, um den Uberholvorgang sicher abschlieflen zu konnen, dann kann ein Fahrzeug
iiberholen. Dabei sind wieder verschiedene weitere Aspekte zu beachten: Das tiberholende
Fahrzeug sollte so wieder einscheren, dass das iiberholte Fahrzeug nicht abbremsen muss;
withrend des Uberholvorgangs wird nicht getrddelt; der Uberholte darf wihrend des Uber-
holvorgangs seine Geschwindigkeit nicht erhdhen; ...

Besonders auf Autobahnen muss mehrspuriger Verkehr erlaubt werden. Dieser kommt
aber auch im innerstadtischen Verkehr vor. Im Modell muss das Rechtsfahrgebot realisiert
werden. Ein Spurwechsel darf nur dann vollzogen werden, wenn kein anderes Fahrzeug
behindert wird. Es darf bei zwei Spuren kein gleichzeitiger Wechsel von der linken auf
die rechte Spur geschehen und umgekehrt. Besonders beriicksichtigt werden miissen Auf-
und Abfahrten auf Schnellstrafien und Autobahnen sowie Kreuzungen im innerstidtischen
Verkehr, bei denen nicht von jeder Spur auf jede andere gewechselt werden darf. Setzen wir
mehrere Spuren und Fahrzeuge mit unterschiedlichen Maximalgeschwindigkeiten in un-
serem Modell um, so kommen die in der Simulation ermittelten Fundamentaldiagramme
den auf realen Autobahnen gemessenen sehr nahe.
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Bildet sich auf einer Autobahn ein Stau, so kann dies Auswirkungen sowohl auf den
Verkehr angrenzender Straflen als auch auf den entfernterer Autobahnen haben: Fahrer
versuchen, falls moglich, den Stau ortlich oder auch weitrdumig zu umfahren. Um dies ins
Modell zu integrieren, miissen Alternativrouten in Abhéngigkeit von den relevanten Para-
metern wie der Stauldnge berechnet werden. Dies kann bei der statischen Routenplanung
eines Verkehrsteilnehmers geschehen oder als lokale Kurzwegsuche bis zum Erreichen des
nichsten Knotens der bisherigen Routenplanung unter Streichung der vom Stau betrofte-
nen Kanten. Anhand des Ergebnisses (Umweg, Abschétzung der Zeit im Stau) muss anhand
von Toleranzwerten entschieden werden, ob die Route gedndert wird oder nicht.

Um ein realistischeres Verkehrsverhalten zu erzielen, kann auch der Trodelfaktor ver-
feinert werden. Empirische Beobachtungen zeigen beispielsweise, dass die Trodelwahr-
scheinlichkeit beim Anfahren bzw. Beschleunigen héher ist als die beim Abbremsen. Dies
beeinflusst insbesondere die zeitliche Entwicklung von Staus. Doch auch regionale oder
nationale Eigenheiten sowie Eigenschaften von Fahrzeugtypen konnen abgebildet werden.
Im amerikanischen Straflenverkehr sind etwa wesentlich mehr Fahrzeuge mit Tempomat
ausgeriistet als in Europa. Dies reduziert die Trddelwahrscheinlichkeit in der Freiflussphase
(also bei v = v4,) deutlich.

In unserem Modell kénnen Fahrzeuge in Folge der geforderten Kollisionsfreiheit in
einer Sekunde problemlos von 135km/h auf null abbremsen. Im richtigen Straflenver-
kehr ist das Bremsverhalten abhingig davon, ob der Vordermann und eventuell auch die
Fahrzeuge davor bremsen. Die Information iiber das Bremsen wird dabei iiber die Brems-
lichter weitergegeben, wie auf Autobahnen an Stauenden an den sich schnell ausbreitenden
Bremsleuchtenwellen demonstriert wird. Die geschitzte Geschwindigkeit des Vorderman-
nes sowie der von der eigenen Geschwindigkeit abhangige Sicherheitsabstand sind zwei
weitere Einflussfaktoren. Im Modell miissen wir im Wesentlichen eine vorausschauende
Fahrweise realisieren.

Konnen wir uns aufgrund der zur Verfiigung stehenden Rechenkapazitit eine hohe-
re Auflosung des Netzes und damit auch der Geschwindigkeitsstufen leisten, so konnen
wir Straflen in feinere Zellen diskretisieren. Bei einer Halbierung der Zelllinge auf 3,75 m
wiirde ein durchschnittliches Fahrzeug zwei Zellen belegen. Bei einer Zeitschrittlinge von
1 s konnten wir dann bei gleicher Maximalgeschwindigkeit zehn Geschwindigkeitsstufen
unterscheiden. Mittlerweile gibt es Modelle mit Zelllingen von bis zu 30 cm.

Es sind bereits viele Modellverfeinerungen in der Fachliteratur diskutiert und evaluiert
worden. Besonders das Einbeziehen psychologischer Einflussfaktoren eréftnet vielfiltige
Verbesserungsansitze. Dabei spielt die empirische Ermittlung von Parametern (z.B. die
Wabhrscheinlichkeit der Wahl einer Alternativroute bei Stau oder die Gréfle unterschied-
licher Trodelfaktoren) eine wichtige Rolle. Leider sind ausfiihrliche, reale Netzdaten mit
ausreichenden Informationen sowie Messdaten meist nur schwer oder sehr teuer zu erhal-
ten.
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8.6 Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben ein einfaches, auf stochastischen zelluldren Automaten basierendes mikrosko-
pisches Verkehrsmodell vorgestellt. Dieses ist trotz aller Modellvereinfachungen aussage-
kriftig genug, um Straflenverkehr simulieren und Verkehrsphanomene wie Staus aus dem
Nichts beobachten und erkldren zu kénnen.

Schon bei einem einfachen, rechtwinkligen Straflennetz wie in Mannheim oder Man-
hattan stellt man fest, dass es ohne Vorfahrtsregeln (besonders Ampeln) bei héherer Ver-
kehrsdichte schnell zum Verkehrskollaps kommt. Verkehr staut sich um Blocke herum, und
es ergeben sich grof¥flichige Deadlocks. Doch auch wenn Ampeln vorhanden sind, macht
es einen groflen Unterschied, ob die Ampelschaltung einfach oder optimiert ist. Fiigt man
in ein (kiinstliches) rechtwinkliges Netz eine Diagonalstrafle ein, so kann dies zu einer Sto-
rung des Verkehrs an Kreuzungen fithren. Genau dies war in Manhattan der Fall: Durch die
Sperrung einer grof3en Diagonalstrale konnte der Verkehrsfluss verbessert werden. Diese
hatte verhindert, dass die Griinphasen der ansonsten rechtwinkligen Straflen aufeinander
abgestimmt werden konnten [33].

Auf dem einfachen, vorgestellten Grundgeriist basierende mikroskopische Modelle fin-
den und fanden vielfiltige Anwendung. In Nordrhein-Westfalen dienen sie zur Staupro-
gnose, mit ihnen wurde der gesamte Individualverkehr der Schweiz simuliert, sie dienen
zur Ermittlung von Umweltbelastungen von Straflenverkehr und finden in der Verkehrs-
simulationssoftware TRANSIMS (entwickelt am Los Alamos National Laboratory [40])
Anwendung zur Simulation, Prognose und Analyse von Auswirkungen des Verkehrs, wie
z. B. der Luftqualitat.

Des Weiteren koénnen dhnliche, auf zelluliren Automaten basierende Modelle fiir wei-
tere Szenarien entwickelt und angepasst werden. Exemplarisch nennen mdéchten wir Eva-
kuierungssimulationen. Die ,,Verkehrsteilnehmer® sind dabei Fufiginger, die sich in einem
zweidimensionalen ZA zum Beispiel auf Hexaedern mit einem Durchmesser von 80 cm,
dem typischen Platzbedarf eines Menschen, bewegen. Ein Blick in die Literatur zeigt die
Vielfaltigkeit der Einsatzmoglichkeiten von zelluldren Automaten in der Simulation, ob
zur Simulation von Gasen oder der Ausbreitung von Waldbréinden.



Stochastische Verkehrssimulation

Fiir eine dritte Variante, Verkehr zu simulieren, wollen wir Verkehr mit speziellen Charak-
teristiken betrachten, wie er insbesondere in Rechensystemen zu beobachten ist.

Stellen wir uns hierzu einen Rechnerraum an einer Hochschule mit vielen Rechnern
vor. Die Rechner sind alle vernetzt, und die Benutzer haben tiber das Netzwerk die Mog-
lichkeit, an einem zentralen Drucker zu drucken. Es gibt zunehmend Beschwerden, dass es
zu lange dauert, bis ein Druckauftrag fertiggestellt ist. Sie haben die Aufgabe, einen neuen
Drucker zu kaufen, um das Problem zu losen. Doch wie schnell und leistungsstark muss
der neue Drucker sein, damit seine Kapazitit reicht? Ein industrieller Hochleistungsdru-
cker, wie er fiir ,,Zeitung on demand® eingesetzt wird, wire viel zu teuer, leistungsstark und
iberdimensioniert. Zudem miissen Sie den Kaufpreis rechtfertigen! Und liegt es iiberhaupt
am Drucker? Wenn nur {iber einen zentralen Rechner gedruckt werden darf, dann konnte
der Engpass auch am Netzwerk liegen. Auf gut Gliick einfach einen neuen Drucker kaufen?

Oder betrachten wir ein Telekommunikationsunternehmen. Das Unternehmen hat
kriftig Kundenzuwachs bekommen. Muss es nun sein Leitungsnetz ausbauen? Benétigt
es neue Verteilerstationen, dickere Leitungen oder zusitzliche Mobilfunkmasten? Und
wenn, wo? An welcher Stelle stof3t das Netz zuerst an seine Kapazititsgrenze, wo ist der
sprichwortliche Flaschenhals?

Auch in Systemen, die nichts mit Datenverkehr zu tun haben, miissen solche oder dhnli-
che Fragestellungen untersucht und beantwortet werden - ob bei der klassischen Postfiliale
mit mehreren Schaltern und einer oder mehreren Schlangen, der Mautstation an einem
kostenpflichtigen Autobahnabschnitt oder der Prozessplanung in einer Fabrik oder Firma:
Wo ist der kritischste Punkt im System? Wie lange miissen Menschen, Fahrzeuge oder Auf-
trage warten, bis sie an der Reihe sind? Wie viele warten normalerweise gleichzeitig?

Aus Sicht des Besitzers oder Betreibers, also des Administrators, Filialleiters oder Maut-
unternehmers, sind dies - mal wieder - Teilfragen eines grofleren Optimierungsproblems:
Wie maximiere ich den Nutzen fiir gegebene Kosten? Der Nutzen kann dabei natiirlich
vielfiltig sein: etwa hohere Einnahmen durch den Wegfall eines Schalters an der Maut-
station oder alternativ durch stirkeres Verkehrsaufkommen wegen kiirzerer Wartezeiten

H.-J. Bungartz et al., Modellbildung und Simulation, eXamen.press, 193
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bei der Offnung weiterer Schalter; die Zufriedenheit und eventuell daraus resultierende
Bindung von Kunden und vieles mehr. Die einzelnen Optimierungsziele konnen durchaus
im gegenseitigen Konflikt stehen: Beispielsweise sollten in einer Postfiliale idealerweise so-
wohl die durchschnittliche Wartezeit der Kunden als auch die zu erwartende Untitigkeit
des Personals minimiert werden.

Um diese Fragestellungen beantworten zu konnen, miissen wir den Auftragsverkehr
durch die Systeme modellieren und simulieren — wie schon bei der makroskopischen und
mikroskopischen Verkehrssimulation in den Kap. 7 und 8. Auftrige sind hier Druckjobs,
Telefongesprache, Kunden oder Fahrzeuge. Es stellt sich natiirlich die Frage, wieso wir nicht
einfach auf die bereits vorgestellten makro- und mikroskopischen Modellierungs- und Si-
mulationstechniken zurtickgreifen.

Betrachten wir, welche Aspekte wir aus beiden Welten iibernehmen wollen, so stellen
wir fest, dass ein alternativer Ansatz sinnvoll ist. Wie bei der makroskopischen Verkehrssi-
mulation interessieren wir uns bei den genannten Szenarien zwar eher fiir Durchschnitts-
werte (wenn auch beispielsweise abhangig von der Tageszeit) als fiir den einzelnen Auftrag;
wir wollen jedoch wie bei der mikroskopischen Simulation einzelne Auftrige auflosen -
allerdings nicht genauso detailliert: Aus der Sicht eines Druckers ist die Lebensgeschichte
eines Druckauftrags nebensachlich. Wichtig ist, wann er ankommt und wie lange es dau-
ert, ihn zu bearbeiten. Wir interessieren uns weniger fiir das exakte Verhalten der Auftrige
zwischen zwei Punkten (rdumliche Entwicklung des Straflenverkehrs und genaue Darstel-
lung von Uberholvorgingen auf einer langen Strafle, Weg zur Post), sondern vielmehr fiir
das Verhalten an bestimmten Punkten (Kreuzung mit Ampel oder Mautstation, Postamt).
Zudem kénnen wir nicht davon ausgehen, dass sich beispielsweise Druckauftrige wellen-
f6rmig fortbewegen oder meist in Rudeln am Drucker eintreffen.

Die Ereignisse, die einen Auftragseingang auslosen, kdnnen fiir eine Modellierung viel
zu vielfaltig sein. Mit eingeschrankter, partieller Sicht sind sie unvorhersagbar und kénnen
nicht zugeordnet oder angegeben werden. Man muss sich nur iiberlegen, welche Griinde
einen dazu veranlassen konnen, dass man den Druckknopf betitigt oder ein Telefonge-
sprach fihrt.

Beides, die eigene partielle Sicht auf die Auftragsverursachung und das Interesse an er-
warteten, durchschnittlichen Groflen, spricht fiir ein stochastisches Instrumentarium. Wir
wollen daher die stochastische Simulation von Verkehr mit Warteschlangenmodellen niher
betrachten. Fiir einfache Fille werden sich die Modelle noch analytisch behandeln und
gesuchte Groflen berechnen lassen. Fiir komplexere Systeme werden wir simulieren miis-
sen. Da uns nur die Ereignisse selbst interessieren und nicht die dazwischen liegenden
Zeitspannen, werden wir dazu die Zeit nach Ereignissen diskretisieren und diskret und
ereignisbasiert simulieren. Vom Instrumentarium in Kap. 2 wird dafiir im Wesentlichen
der Abschn. 2.3 zu Stochastik und Statistik benétigt.
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9.1 Modellansatz

Ziel unserer Modellierung eines Systems ist die quantitative Analyse zur Leistungsbewer-
tung. Betrachten wir ein einfaches Beispiel: Der Anschaulichkeit halber ist dies das gute alte
Postamt (auch wenn es zunehmend vom Aussterben bedroht ist) und nicht ein Rechensys-
tem oder Telekommunikationsnetzwerk. Optimierungsziele sind beispielsweise, wie be-
reits beschrieben, sowohl Kunden als auch die Post méglichst gliicklich zu machen und
damit die Verweilzeit der Kunden in der Filiale zu minimieren und gleichzeitig die Auslas-
tung der Schalter zu maximieren.

Beide Ziele lassen sich jedoch nicht gleichzeitig erreichen. Naheliegende Uberlegungen
fithren zu einem qualitativen Verlauf dhnlich dem in Abb. 9.1. Um quantitativ belastbare
Aussagen treffen zu kénnen, z. B. wie grof8 denn nun die zu erwartende durchschnittliche
Wartezeit eines Kunden bei gegebener Auslastung ist, miissen wir zunéchst die Post und
ihre Umwelt modellieren und kénnen dann das entstandene Modell analysieren und simu-
lieren.

Betrachten wir zunéchst das Postamt selbst. Wir kénnen es als einfaches Warte- und
Bediensystem modellieren, siehe Abb. 9.2. Kunden (Auftrdge) betreten am Eingang das Sys-
tem Postamt, stellen sich an das Ende einer von méglicherweise mehreren Warteschlangen
an und warten, bis sie an einem freien Schalter von einem Angestellten bedient werden.
Anschlieflend verlassen sie am Ausgang das System wieder. Interessante Modellparameter
sind, wie viele offene Schalter es gibt, was die einzelnen Schalter bzw. Angestellten kénnen
und wie schnell sie sind.

Bei der Modellierung der Umwelt sollten wir nur beriicksichtigen, was fiir das Postamt
selbst wichtig ist. Der komplette Weltkontext kann unméoglich mitmodelliert werden. Wir
beschrinken uns darauf, die beiden Schnittstellen zur Umwelt, Ein- und Ausgang, ndher
zu betrachten. Gehen wir davon aus, dass Kunden den Laden verlassen, sobald sie bedient
wurden, so reduziert sich dies auf den Auftragseingang bzw. die Kundenankunft. In welcher
Héufigkeit bzw. in welchen Abstidnden treffen Kunden ein? Was wollen diese (Briefmarken
kaufen, Pidckchen aufgeben oder abholen, eine Auskuntt, ...)?

Fiir die Eingabeparameter unseres Systems kdnnen wir iiber empirische Messungen ty-
pisches Kundenverhalten ermitteln; bei Verkehrszidhlungen im Straflenverkehr geschieht
genau dies. Anschlieflend konnen wir entweder die gewonnenen Daten exemplarisch ver-
wenden, z. B. fiir eine Simulation; oder aber wir leiten Verteilungen bzw. Zusammenhénge
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Abb. 9.2 Grundstruktur des Warte- und Bediensystems Postamt. Neben Ein- und Ausgang gibt es
eine oder mehrere Warteschlangen (W) sowie Serviceschalter (S)

aus ihnen ab und verwenden diese, um analytisch Aussagen zu gewinnen oder um mit ihrer
Hilfe reprisentative Eingabedaten synthetisch zu erzeugen.

Wie immer stehen wir bei der Auswahl der Modellparameter vor den allgegenwirtigen
Modellierungsproblemen: Erkennen wir, welche Parameter wichtig sind? Uber- oder un-
terschitzen wir den Einfluss? Erkennen wir alle wichtigen Abhéngigkeiten zwischen den
Parametern? Und wie gehen wir mit nur schwer oder unméglich zu modellierenden Ein-
flussgrofien um? (Welchen Einfluss hat das Wetter auf die Zahl der Pickchen, die verschickt
werden?) Schwierig zu erfassen sind insbesondere Feedback-Effekte: Weil im Postamt be-
kanntermafSen schnell bedient wird, kommen auch Kunden aus anderen Einzugsbereichen,
oder Kunden wechseln die Schlange, weil es in allen anderen Schlangen immer schneller
geht als in der eigenen.

Ist unser Modell fertig, so konnen wir daran gehen, Aussagen iiber die Leistungsfi-
higkeit des Postamts oder einzelner Komponenten davon zu treffen. Dazu miissen wir
entweder das Modell analytisch untersuchen oder simulieren. Ersteres ist fiir einfache Pro-
bleme oder asymptotisch fiir Grenzfille moglich. Werden die Systeme komplizierter, so
bleibt uns nur die (numerische) Simulation. Hierfiir benotigen wir Techniken der Statistik,
wir miissen geeignete Tests durchfithren. Die Unabhingigkeit der Beobachtungen muss
dabei ebenso sicher gestellt werden wie eine gute ,,Zufélligkeit“ der im Rechner erzeugten
Pseudozufallszahlen.

9.2 Wartesysteme

Betrachten wir das ganze nun etwas formaler. Im einfachsten Fall sprechen wir von einem
elementaren Wartesystem (siehe Abb. 9.3), auch Bedienstation (BS) genannt. Dieses besteht
aus einer Warteschlange (WS) (oder auch Warteeinheit), in die ankommende Auftrage
eingereiht werden, und einer oder mehrerer identischer Bedieneinheiten (BE), die Auftrige
parallel bearbeiten konnen. Ein Auftrag beschiftigt immer nur eine Bedieneinheit. Ein
Beispiel aus der Rechnerwelt wire ein Puffer fiir arithmetische Operationen und mehrere
identische ALUs (arithmetisch-logische Einheiten) auf einem Prozessor. Anstelle von m
identischen Bedieneinheiten kann man von einer Bedieneinheit mit Kapazitit m spre-
chen. Die Warteschlange und die m-fache Bedieneinheit werden auch Funktionseinheiten
genannt. Auftrage verlassen nach der erfolgreichen Bearbeitung das Wartesystem.



9.2 Wartesysteme 197

Abb. 9.3 Elementares War- Wartesystem

tesystem, bestehend aus einer

Warteschlange mit Kapazitit k Ankommende 1 ‘ﬁ ‘ Bediente
und m identischen Bedienein- Auftrage : Auftrage

heiten Warteschlange

Identische
Bedieneinheiten

Des Weiteren bendétigen wir eine Modellierung der Auftragsabwicklung. Fiir Auftrags-
eingang und -bedienung stellen sich die Fragen nach ,wann?“ und ,wie lange?“. Wichtige
Modellparameter sind natiirlich die Anzahl der Bedieneinheiten m und die (maximale) Ka-
pazitat k der Warteschlange. Und wie kommen Auftrige von der Warteschlange zu einer
Bedieneinheit?

9.2.1 Stochastische Prozesse

Betrachten wir zunichst die Ankunft von Auftrigen. Auftrige kommen zu bestimmten
Zeitpunkten t; im Wartesystem an. Zwischen den Ankunftsereignissen verstreichen die
Zeitspannen T;, die Zwischenankunftszeiten, vgl. Abb. 9.4. Wir konnen den Auftragsein-
gang daher sowohl tiber Zeitpunkte als auch, wie im Folgenden der Fall, iiber deren zeitliche
Abstande beschreiben.

Idealerweise kommen Auftrage deterministisch an, und die Zwischenankunftszeiten
sind beispielsweise alle gleich lang. Ublicherweise ist dies nicht der Fall: Ein Ereignis (Kun-
denankunft, Auftreten eines Bitfehlers, ...) kann viel zu viele verschiedene Ursachen haben,
als dass wir diese erfassen und modellieren kénnten. Wir gehen daher von einem stochas-
tischen Modell aus und nehmen an, dass die Zwischenankunftszeiten einer bestimmten
Wahrscheinlichkeitsverteilung gehorchen, die wir angeben kénnen. Die mittlere Anzahl
von Auftrigen, die pro Zeiteinheit eintreffen, nennen wir Ankunftsrate A. Sie ergibt sich
aus dem Kehrwert der mittleren Zwischenankunftszeit, A = 1/T;.

Wir betrachten die Zwischenankunftszeiten T; somit als Zufallsvariablen. {T;,i € N}
beschreibt dann eine Folge gleichartiger, zeitlich geordneter Vorginge und wird stationdrer
stochastischer Prozess genannt. Stationir bedeutet, dass die Verteilung der Zahl der Ereig-
nisse im Intervall [¢,  + s] nur von der Intervalllinge s und nicht vom Startzeitpunkt ¢
abhéngt, d. h., Ankiinfte sind v6llig zufillig, es gibt keine Stof3zeiten oder Flauten. Anschau-
lich betrachtet konnen wir uns vorstellen, dass wir einen Zufallsgenerator verwenden, der
uns eine Folge von Zufallszahlen {T;} fiir Zwischenankunftszeiten liefert, und zwar un-
abhingig von der Vorgeschichte. (Dies ist fiir Pseudozufallszahlengeneratoren im Rechner
leider nicht der Fall.)

Die Annahme, dass die Zwischenankunftszeiten unabhingig sind und der gleichen Ver-
teilung gehorchen (iid: independent, identically distributed) ist dabei nicht notwendiger-
weise realistisch: Fahrzeuge, die einen Kontrollpunkt an einer Strafe passieren, sind z. B.
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Abb.9.5 Schematische Darstellung eines Plattenspeichers: Die Restrotationszeit bei zufélligem Auf-
tragseingang betragt maximal die Dauer einer Umdrehung, a

extrem gesellig, Tagesdurchschnittstemperaturen schwanken abhangig von der Jahreszeit,
und der Andrang im Supermarkt variiert stark mit der Tageszeit. Fiir viele bereits erwdhnte
Anwendungen ist diese Annahme jedoch nicht zu restriktiv. Dies gilt besonders, wenn wir
langfristige Durchschnittswerte betrachten.

Wie sollen wir die gemeinsame Dichte fr und Verteilung Fy der T; wihlen? Betrach-
ten wir als Beispiel die Restrotationszeit eines Plattenspeichers, also die Zeit vom zufilligen
Auftragseingang bis zu dem Zeitpunkt, an dem der angefragte Block unter dem Lesekopf
durchliuft, siehe Abb. 9.5. Die maximale Restrotationszeit sei a, d. h. die Dauer einer voll-
stindigen Umdrehung des Speichermediums.

Solange wir keine zusitzlichen Angaben iiber die Verteilung der Blocke treffen, konnen
wir von einer Gleichverteilung der Daten ausgehen. Dichte und Verteilung der Restrotati-
onszeit sind damit

a’! firte[0,a] 0 fure<d,
fr(t) :{ 727 und  Fr(t) =4 t/a fir0<t<a,
0 sonst ..

1 firt>a.

Wie erwartet betrigt die im Mittel zu erwartende Restrotationszeit die Hélfte der Umdre-
hungsdauer: E(T) = a/2.

Stellen wir uns vor, wir sind ein externen Beobachter. Wir warten seit Beginn der An-
frage darauf, dass der gewiinschte Block unter dem Lesekopf eintriftt. Ist dabei bereits die
Zeit t vergangen, so interessiert uns die Wahrscheinlichkeit, dass das Ereignis ,,jetzt gleich®
im nachfolgenden Intervall [¢, t + §¢] eintritt, also die bedingte Wahrscheinlichkeit

P(t<T<t+68t) Fr(t+dt)—Fr(t)

P(T<t+8tT>1t)= P(T>t) 1-Fr(t)

Sie wichst mit zunehmendem §¢ monoton (als Verteilungsfunktion ist Fr monoton stei-
gend).
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Betrachten wir den Grenzwert fiir ¢ — 0, so erhalten wir die sogenannte Ausfallrate
(engl. hazard rate)

. P(T<t+8T>t)  fr(t)
h(t) = lim, ot C1-Fr(t)

Sie beschreibt die momentane Rate, mit der zu einem Zeitpunkt ¢ ein Ereignis eintritt bzw.
mit der der Zustand wechselt, wenn dies bis zum Zeitpunkt ¢ noch nicht der Fall war. hr(t)
heif3t Ausfallrate, da sie eine wichtige Grof3e bei der Beschreibung von ,,Ausfillen® darstellt
(Ausfall einer Maschine, radioaktiver Zerfall, Verkauf eines Produkts, ...).

Im Beispiel der Restrotationszeit erhalten wir

L firo<t<a
hr(t)=1 ot I
T() {0 sonst ,

was uns nicht iiberrascht. Vor dem Zeitpunkt ¢ ist das Ereignis nicht eingetreten - so lan-
ge haben wir bereits gewartet. Bis zum Zeitpunkt a muss es eintreten, d. h., je ndher ¢ an
a herankommt, desto zwingender muss der gesuchte Block ,,sofort“ am Lesekopf vorbei
kommen. Nach dem Zeitpunkt a kann das Ereignis ohnehin nicht mehr eintreten.

Spannender wird es, wenn wir wieder zum Beispiel des Postamts zuriickkehren, den
anfangs beschriebenen Netzwerkdrucker betrachten oder die Zeitdauer beobachten, bis
der nichste Todesfall im preulischen Heer durch einen versehentlichen Pferdetritt eintritt
(was wir spater wieder aufgreifen werden). Wie sehen Wahrscheinlichkeitsdichte und -
verteilung der Kunden- oder Druckauftragsankiinfte oder Pferdetrittereignisse aus? Alle
drei Beispiele haben gemeinsam, dass es sehr viele unabhéngige, aber unwahrscheinliche
Griinde fiir das eintretende Ende des Zeitintervalls gibt. Das Ereignisrisiko ist immer gleich
hoch und unabhingig davon, wie lange wir schon warten.

Fiir die Ausfallrate bedeutet das, dass sie konstant ist, etwa h7(t) := A. Wir kénnen mit-
tels f(t) = F'(t), Separation der Variablen und der allgemeinen Normalisierungsbedingung

" fe(tyde=1

die zugehorigen Dichte- und Verteilungsfunktionen der Zwischenankunftszeiten bestim-
men zu

l-e? firt>0,
0 firt<o0,

AeM firt>0,

fT(t):{ 0 firt<o 94 FT(t):{

einer Exponentialverteilung mit Parameter A. Der Erwartungswert der Zwischenankunfts-
zeitist E(T) = 1/A.

Gehen wir noch einen Schritt weiter und zihlen mit der Funktion N(¢) die Ereignisse
in einem Zeitintervall der Lange ¢. Dann ist N(t) Poisson-verteilt mit Parameter 9 = At,
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d.h.

Der Erwartungswert ist dann
E(N(t))=9=2At,

d. h., wir konnen A Ereignisse pro Zeiteinheit erwarten. Dies macht auch anschaulich Sinn:
Wenn der Erwartungswert der Zwischenankunftszeiten z.B. E(T) = 1/A = 1/2min ist, so
erwarten wir im Schnitt E(N (1)) = A = 2 Ankiinfte in einer Minute.

{N(t),t >0} ist wieder ein stochastischer Prozess, ein Poisson-Zihlprozess, dessen Zwi-
schenankunftszeiten negativ exponentialverteilt sind mit Parameter A. Mit X := N(1) ist
X ebenfalls Poisson-verteilt, jedoch mit Parameter A (= 9). Der Parameter A wird daher
auch Ereignisrate oder, im Falle eines Ankunftsprozesses, Ankunftsrate genannt.

Dass das Zihlen eines Ereignisses, das viele unabhéngige, unwahrscheinliche Griinde
haben kann, Poisson-verteilt ist, stellte schon frith Ladislaus von Bortkewitsch fest, der
einen iiber 20 Jahre gesammelten Datensatz analysierte [10]. In diesem ist die Zahl der in
der preuflischen Armee durch Hufschlag Getdteten nach Armeekorps und Kalenderjahr
aufgelistet. Die zugrunde liegende Annahme der Geddichtnislosigkeit (die Wahrscheinlich-
keit, todlich von einem Pferd getreten zu werden, ist immer gleich groff und unabhingig
vom letzten Todesfall) hat weitreichende Folgen, wie im nédchsten Abschnitt verdeutlicht
wird.

Das Wartezeitparadoxon Wussten wir nicht schon immer, dass der nichste Bus genau
dann viel langer auf sich warten ldsst, wenn wir zur Bushaltestelle kommen? Interessanter-
weise ist das keine Einbildung — vorausgesetzt, die Busse halten sich nicht an den Fahrplan
und erscheinen mit exponentialverteilten Zwischenankunftszeiten! Dieses Phdnomen wird
Wartezeitparadoxon oder in der englischen Literatur auch Hitchhiker’s Paradox genannt.

Ahnlich geht es namlich einem Anhalter, der an eine Landstrale kommt. Die Zeitspan-
nen T; (Zwischenankunftszeiten) zwischen vorbeifahrenden Fahrzeugen an einem Punkt
der Landstrafle seien unabhingig und negativ exponentialverteilt mit Erwartungswert
E(T) = y = 10min (d.h. mit Parameter 1/y). Der Anhalter trifft zu einem zufilligen
Zeitpunkt f, an dieser Stelle ein. Wenn die Intervalle zwischen zwei Fahrzeugen im
Durchschnitt 10 min lang sind, wie lange muss der Anhalter erwartungsgemifl warten,
bis das ndchste Auto vorbeikommt? Es sind nicht, wie man intuitiv annehmen kénnte,
1E(T) = 5min.
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Abb. 9.6 Wartezeitparadoxon: Darstellung der Restzeit (Vorwirtsrekurrenzzeit, VRZ) und der be-
reits vergangenen Zeit (Riickwiértsrekurrenzzeit, RRZ) beim Warten auf das nichste Ereignis

Der Grund liegt in der Gedéichtnislosigkeit der Exponentialverteilung. Wie grof} ist die
Restzeit bis zum Ereignis, nachdem bereits die Zeit ¢, verstrichen ist? Es gilt

Fr(t) - Fr(t)

F t)=P(T<t|T>ty) =
T‘T>tg() ( | 0) I_FT(tO)

_ —ll’_ —ll’g ,
B R L A

,lto
1-1+e 7

die Restzeit ist verteilt wie T selbst. Fiir den Erwartungswert folgt
E(T| T> to): t0+E(T): to+y.

Entsprechendes gilt fiir die bereits verstrichene Zeit. Fiir den Anhalter bedeutet das, dass
erwartungsgemifd das letzte Auto vor E(T) = y = 10 min vorbeikam, er aber das nichste
auch erst in E(T) = y = 10 min erwarten kann. Er landet, so paradox das klingen mag,
somit in einem Intervall, das durchschnittlich doppelt so lang ist wie E(T).

Betrachten wir die Situation, in der ein auflenstehender Beobachter zu einem zufilligen
Zeitpunkt auf das Geschehen blickt, noch etwas genauer und fiir beliebige Verteilungen der
Zwischenankunftszeiten. Abbildung 9.6 zeigt die schematische Darstellung der Situation,
bei der die Restzeit (Vorwdrtsrekurrenzzeit, VRT) und die bereits verstrichene Zeit (Riick-
wirtsrekurrenzzeit, RRZ) in Abhidngigkeit vom Beobachtungszeitpunkt eingetragen sind.
Fallt unser Beobachtungszeitpunkt auf den Anfang eines Intervalls, so haben wir die ge-
samte Intervalllinge noch vor uns, am Ende des Intervalls steht das Ereignis direkt bevor,
und dazwischen nimmt die verbleibende Restzeit linear ab.

Wie grofd ist die zu erwartende Restzeit? Uber die Flichen der Sigezihne kénnen wir
sie berechnen: Fiir #n Intervalle T, ..., T, von t, bis t, ist die durchschnittliche Restzeit

tn
TRz Ju VRZ(WDt TLAT 1% '
tn - tO Z?=1 Ti 2 % Z?:] Ti
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Im Grenzwert fiir n - oo erhalten wir den Erwartungswert

und mit Standardabweichung o (T) und Variationskoeffizient p(T) daraus

E(VRZ) =

1o(T)*+E(T)> E(T T)*\ E(T
Lo(T) e E(T)? E(T) (1 (1)) BT oy
2 E(T) 2 E(T)? 2

Gleiches gilt natiirlich auch fiir die Riickwirtsrekurrenzzeit. Der Erwartungswert der
Restzeit hingt damit direkt von p(T') ab, also davon, wie stark die Zufallsvariable T streut:

« Wenn die Busse sich an der Bushaltestelle an den Fahrplan halten und deterministisch
alle 10 min ankommen, soist p(T') = 0, und unsere Welt ist in Ordnung: Wir miissen bei
zufilliger Ankunft an der Bushaltestelle durchschnittlich E(VRZ) = E(T)/2 = 5min
warten.

o Bei Gleichverteilung auf [0, a] wie im Falle der Restrotationszeit wird der Erwartungs-
wert der Zwischenankunftszeiten aus Sicht eines externen Beobachters immerhin noch
unterschritten: Bei E(T) = a/2 und p(T) = 1/\/3 ist E(VRZ) = a/3 = 2/3E(T) <
E(T).

o Kommen Autos oder Busse sechs Mal in der Stunde zufillig mit exponentialverteilten
Zwischenankunftszeiten an, so tritt mit p(T) = 1 der Fall ein, den unser Anhalter erlei-
den musste: E(VRZ) = E(T).

o Bei einem Prozess mit p(T) > 1 ist schliellich die zu erwartende Restzeit fiir einen
Beobachter grofier als die durchschnittliche Lange der Zwischenereignisintervalle!

Anschaulich betrachtet heifdt dies: Je stirker die Zwischenankunftszeiten streuen, desto
grofler ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen externen Beobachter, in einem groflen Intervall
zu landen und die kurzen Intervalle nicht wahrzunehmen.

Stochastische Prozesse und dabei besonders Poisson-Prozesse treten bei den verschie-
densten Anwendungen auf; tiberall dort, wo zeitlich geordnete, zufillige Vorgéinge auftre-
ten oder benotigt werden, z. B. in der Finanzmathematik oder der Physik.

Fiir die Bearbeitung von Auftrigen gelten die gleichen Uberlegungen wie fiir die An-
kunft von Auftrigen. Bei dem Beispiel der Restrotation hatten wir auf die Ankunft eines
Blockes unter dem Lesekopf gewartet: ebenso hitten wir von der Linge der Auftragsbe-
arbeitung der Leseanfrage und von einem Bedienprozess sprechen konnen. Anstelle von
Zwischenankunftszeiten T sprechen wir dann von Bearbeitungs- oder Bedienzeiten B, an-
stelle von der Ankunftsrate A von der Bedienrate p.
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9.2.2 Klassifizierung elementarer Wartesysteme

Zur einheitlichen Beschreibung von Wartesystemen hat sich die sogenannte Kendall-
Notation durchgesetzt,

A/B/m[/k/n/D] .

Die ersten drei Parameter gehen auf Kendall selbst zuriick und beschreiben

A: die Verteilung der Ankiinfte (bzw. den Ankunftsprozess),
B: die Verteilung der Bedienzeiten (bzw. den Bedienprozess) und
m: die Anzahl identischer, parallel arbeitender Bedieneinheiten.

Um eine grolere Bandbreite an Wartesystemen beschreiben zu kdnnen, wurden sie erwei-
tert um bis zu drei weitere, optionale Parameter, nimlich

k: die Grof3e oder Kapazitit der Warteschlange,
n: die Anzahl aller in Frage kommenden Auftrige (Weltpopulation) und
D: die Disziplin der Warteschlange (bzw. die Bedienstrategie).

Ankunftsprozess A und Bedienprozess B sind stochastische Prozesse. Die Zwischenan-
kunfts- und Bedienzeiten unterliegen jeweils einer bestimmten Verteilung. Bei m identi-
schen Bedieneinheiten konnen bis zu m Auftrige gleichzeitig und unabhingig voneinander
mit gleicher Bedienrate bearbeitet werden.

Der vierte Parameter, die Kapazitit der Warteschlange k, ist die maximale Anzahl an
Auftrigen, die auf die Auftragsbearbeitung warten kénnen. Kommen weitere Auftrige an,
so werden diese abgewiesen. Wird der Parameter nicht angegeben, so wird k = oo ange-
nommen.

Die Grof3e der Weltpopulation # stellt die maximal mogliche Anzahl aller in Frage kom-
menden Auftrige dar. Sie ist vor allem von Interesse, wenn geschlossene Wartesysteme
betrachtet werden, wenn also Auftrage das System nicht verlassen, sondern dauerhaft wei-
ter bearbeitet werden. Im Falle offener Systeme entfillt dieser Parameter meist, und es gilt
n = oo.

Zuletzt fehlt noch die Warteschlangendisziplin D. Sie beschreibt, in welcher Reihenfolge
die wartenden Auftrage bedient werden. Dabei wird unterschieden in nicht verdringen-
de und verdringende Bedienstrategien. Nicht verdringende haben den Vorteil, dass kein
zusiétzlicher Overhead durch den Abbruch von Auftragen, die gerade bearbeitet werden,
entsteht. Man spricht von einer fairen Bedienstrategie, wenn es nicht passieren kann, dass
ein Auftrag unendlich lange wartet, wihrend ein spdter angekommener Auftrag nur end-
lich lange warten muss. Typische nicht verdrangende Strategien sind unter anderem:

o Zufall: Der nichste Auftrag wird zufillig ausgewihlt.
o FCFS (first-come-first-served): Wie im Postamt kommt der erste in der Schlange zuerst
dran.
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o LCFS (last-come-first-served): Die typische Arbeitsplatzstrategie — neue Auftrage kom-
men auf den Stapel, abgehoben wird von oben; der unterste Auftrag hat Pech.

o Prioritdtsbasiert: Der wichtigste Auftrag zuerst — praktisch bei der Notaufnahme im
Krankenhaus.

Bei verdringenden Strategien kann es nicht passieren, dass ein grofler Auftrag das War-
tesystem iiber einen langen Zeitraum vollig beanspruchen kann, was bei stark streuenden
Bedienzeiten einen gewissen Grad an ,Fairness® sicherstellt. Zudem kann bedienzeitab-
hingig gearbeitet werden, ohne dass man die genauen Bedienzeiten oder zumindest B ken-
nen muss. Der Nachteil bei verdriangenden Strategien ist der Overhead, der durch den Ver-
dringungsmechanismus entsteht: Ein sich bereits in der Bearbeitung befindender Auftrag
muss so angehalten und der aktuelle Zustand gesichert werden, dass er zu einem spiteren
Zeitpunkt wieder fortgesetzt werden kann. Ist im Rechner die Bearbeitungszeit pro Auftrag
so kurz, dass sie nahezu vollstindig dafiir ben6tigt wird, den letzten Zustand wiederher-
zustellen, so tritt Seitenflattern auf: Die Prozesse bendtigen mehr Zeit fiir das Nachladen
von Seiten aus dem Speicher als fiir die Ausfithrung. Beispiele fiir verdringende Strategien
sind:

+ RR(roundrobin): Jeder Auftrag wird der Reihe nach eine feste Zeitspanne bedient. Ist er
dann noch nicht fertig, wird er verdrangt und ans Ende der Warteschlange gereiht, die
FCFS abgearbeitet wird. Bei kleinen Zeitscheiben wird auch von PS (processor sharing)
gesprochen, da dies dem Multitasking von Betriebssystemen entspricht.

o LCFS-preemptive: Ein neu ankommender Auftrag kommt sofort dran.

o Priorititsbasiert, statisch: Ein neu ankommender Auftrag mit héherer Prioritit ver-
dringt den in Arbeit befindlichen Auftrag - der typische ,Machen Sie schnell!“-Auftrag
vom Chef.

o Prioritdtsbasiert, dynamisch: Die Auftragspriorititen konnen sich mit der Zeit dndern,
wie z. B. bei SET (shortest elapsed time, die minimale bisherige Bedienzeit gewinnt) oder
SERPT (shortest expected remaining processing time).

Allgemein betrachtet wird das Modell bei Verdrangung fiir analytische Untersuchungen
wesentlich komplizierter, da die Berechnung von Bedien- und Wartezeiten aufwindiger
wird. Fir die Simulation ist es erforderlich, sich Gedanken tiber eine effiziente Realisierung
der Warteschlange zu machen und eine fiir die gewahlte Disziplin optimierte Datenstruktur
zu wihlen. Wird die Warteschlangendisziplin nicht angegeben, so wird von FCFS ausge-
gangen.

9.2.3 Beispiele zur Kendall-Notation
Typische Kurznotationen fiir die Verteilung von Zwischenankunfts- und Bedienzeiten sind:

D: Deterministische Verteilung, konstante Zeitintervalle, keine Stochastik
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M: Exponentialverteilung (,,memoryless®)
G: Allgemeine (generelle) Verteilung, d. h. beliebig verteilt. Sehr machtig, aber auch kom-
plex

Ein paar Beispiele fiir die Kendall-Notation sind

M/M/1: Ein einfaches (und trotzdem interessantes) nichtdeterministisches System. Es
handelt sich um ein Ein-Server-Wartesystem, bei dem Ankunfts- und Bedien-
prozess exponentialverteilt sind. Hierzu miissen wir nur die Ankunfts- und
Bedienraten A und g kennen. Es ist einfach und behandelbar und eignet sich
zur Approximation grundlegender realer Systeme wie einem Postamt mit einem
Schalter.

M/G/1: Wissen wir mehr iiber den Bedienprozess, so konnen wir fiir diesen eine bessere
Verteilung wihlen. Ist das Auftreten von Fehlern bei Maschinen in einer Fabrik
ein Poisson-Prozess, da geddchtnislos, konnen wir aber aus Erfahrung neben dem
Erwartungswert der Reparaturzeiten auch die Varianz oder gar die Verteilung
des einzigen Mechanikers angeben, so kdnnen wir M/G/1 wihlen. Ein weiteres
Beispiel ist die Simulation einer Recheneinheit (CPU).

G/M/1: Hier modellieren wir zusitzliches Wissen iiber die Umwelt, nicht aber iiber die
Bedienung; geringeres Anwendungspotenzial.

G/G/n: Ein flexibles Multi-Server-System, das aber kaum noch analytisch behandelbar ist.

9.2.4 Leistungskenngrof3en und erste Ergebnisse

Mit diesen Vorarbeiten konnen wir uns nun den Leistungskenngrofien des Wartesystems
zuwenden. Eine besonders aus Sicht eines Kunden wichtige Grof3e ist die Verweilzeit y.
Sie ist die Zeit, die ein Auftrag von Auftragsbeginn bis Fertigstellung im Wartesystem ver-
bringt. Dies entspricht der Summe der Wartezeit w und der Bedienzeit b,d.h. y = w + b.

Die Fiillung f gibt fiir eine Funktionseinheit oder das ganze Wartesystem die Anzahl der
darin verweilenden Auftrige an. Man unterscheidet zwischen leeren (f = 0), beschiiftigten
und belegten (alle Warteplitze oder Bedieneinheiten sind besetzt) Funktionseinheiten bzw.
Wartesystemen. Bei f = 1 gilt w = 0 und damit y = b, d. h., die Verweilzeit entspricht der
Bedienzeit.

Der Durchsatz d ist die mittlere Anzahl der in einem Zeitintervall vollendeten Auftra-
ge. Fiir eine reine Warteschlange entspricht der langfristige Durchsatz der Ankunftsrate,
d = A, und fiir eine Bedieneinheit der Bedienrate, d = p. Betrachten wir ein elementares
Wartesystem, so miissen wir zwei Fille unterscheiden: Fiir A < y entspricht der langfristige
Durchsatz der Ankunftsrate, fiir A > y der Bedienrate (bei stindig wachsender Lange der
Warteschlange). Der Grenzdurchsatz c ist definiert als der maximal mogliche Durchsatz.

Die Auslastung p = d/c ist der relative Durchsatz. Bei einem voll ausgelasteten War-
tesystem ist p = 1. Ist die Kundenankunftsrate grofler als der Grenzdurchsatz c, so ist die
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Abb. 9.7 Veranschaulichung der Formel von Little: Anzahl der Zuginge n.(t) und der Abginge
na(t) im Intervall [#1, t2]. y(Auftrag) ist die Verweilzeit in Abhingigkeit vom Auftrag, f(t) die zeit-
abhingige Fiillung des betrachteten Systems

Bedieneinheit langfristig ausgelastet; Kunden miissen sich an das Ende einer immer ldnger
werdenden Schlange stellen und sich auf wachsende Wartezeiten einstellen. Bei einem nur
wenig ausgelasteten Wartesystem (p ~ 0) kdnnen Kunden meist gleich bei der Ankunft bis
zu einer freien Bedieneinheit gelangen, ohne warten zu miissen, vgl. die anfangs gezeigte
Abb. 9.1.

Formel von Little Betrachten wir fiir ein gegebenes Wartesystem den Zusammenhang
zwischen den Leistungskenngroflien Filllung, Durchsatz und Verweilzeit, so lernen wir
einen zentralen Satz der Verkehrstheorie kennen, die Formel von Little. Dazu messen wir
die Anzahl der Zuginge n,(t) und der Abginge n,(t) seit einem Startzeitpunkt ty. Dann
ist f(t) = n,(t) — n,(t) die Fillung zum Zeitpunkt ¢, siche Abb. 9.7.

Wir betrachten nun eine Zeitspanne [#, t,], zu deren Beginn und Ende das System leer
ist, d.h. f(#1) = f(t2) = 0. Dort gilt fiir den Durchsatz

ng(ty) —ny(t
o = e,

fir die mittlere Fiilllung
— 1 t
Fltt) = —— [ f(nyae
tz - tl t

und analog fiir die mittlere Verweilzeit

_ 1 f
)’(thtz)zmj; f(t)de.

Zusammen ergibt sich aus diesen drei Grof3en die Formel von Little:

f(ty, t) =d(t, 1) ¥(ty, 1) . 9.1)
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Tab. 9.1 Kenngrdflen von elementaren Wartesystemen im Uberblick

Ankunftsrate A

Bedienrate 7

Wartezeit W bzw. w

Bedienzeit Bbzw. b

Verweilzeit Y bzw. y E(Y)=E(W)+E(B)
Durchsatz Dbzw. d

Fiillung Fbzw. f E(F)=E(D)-E(Y)
Grenzdurchsatz ¢

Auslastung p p=E(D)/c

Statt der operational/deterministischen Betrachtungsweise konnen wir die Formel von
Little stochastisch tiber Erwartungswerte von Zufallsvariablen schreiben als

E(F) = E(D) E(Y). (9.2)

Im Folgenden werden wir meist Erwartungswerte verwenden, die Leistungskenngrofien
als Zufallsvariablen betrachten und diese als Grofibuchstaben schreiben.

Die Formel von Little spielt bei der Leistungsanalyse eine grofe Rolle. Sie gilt genauso
fiir elementare Wartesysteme wie fiir die Warteschlange oder die (m-fache) Bedieneinheit
fiir sich alleine — wir miissen nur die entsprechenden Groflen einsetzen. Sie gilt sogar fiir
nahezu alle Wartesysteme und Teilsysteme, unabhéngig von der Verteilung der Ankunfts-
und Bedienzeiten, der Anzahl der Bedieneinheiten und der Warteschlangendisziplin. Die
Formel von Little kann insbesondere verwendet werden, um aus zwei der Gréf3en die dritte
zu berechnen oder die Konsistenz von in der Simulation oder durch Messungen gewonne-
nen Daten zu priifen, analog der Zustandsgleichung in der makroskopischen Verkehrssi-
mulation (siehe Kap. 7).

Abschlielend zeigt Tab. 9.1 nochmals die wichtigsten Kenngrofien von elementaren
Wartesystemen im Uberblick (Groflbuchstaben stochastisch, Kleinbuchstaben determinis-
tisch).

Aus diesen konnen wir als Resultate ableiten: Beim Grenzdurchsatz des Wartesystems
entscheidet nur der Grenzdurchsatz der m-fachen Bedieneinheit. Dieser ist 1 Mal so grof3
wie der der (identischen) einfachen Bedieneinheiten,

CBE =m: Cgg() »

_om
- E(B)
fir die Auslastung gilt somit

, ED)

CBE
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Abb. 9.8 Warteschlangennetz, bestehend aus Eingabe- und Ausgabeeinheit sowie vier Bediensta-
tionen

und fiir die Erwartungswerte der Fillungen von Warteschlange, Bedieneinheit und War-
tesystem

E(Fws) = E(D) E(W),
E(Fge) = E(D)E(B),
E(F) = E(D)E(Y) = E(D) (E(W) + E(B))
= E(Fws) + E(FBE) .

9.3 Warteschlangennetze

Bislang haben wir elementare Wartesysteme betrachtet. Fiir viele interessante und wich-
tige Falle geniigt dies nicht. Mochten wir den Verkehr in Rechensystemen simulieren, so
haben wir es mit verschiedenen Wartesystemen mit unterschiedlichen Bediencharakteristi-
ken zu tun. Die CPU verhilt sich anders als der Hauptspeicher oder die Festplatte. Wiahrend
ein Multicore-Prozessor gleichzeitig verschiedene Prozesse bearbeiten kann, ist dies einem
Drucker in der Regel nicht méoglich.

Wir gehen deshalb noch einen Schritt weiter und betrachten Warteschlangennetze. Da-
zu verwenden wir als Grundbaustein einzelne Bedienstationen und verkniipfen deren Ein-
und Ausgidnge. Modellieren konnen wir ein Netz als Graphen. Die Knoten sind Bedien-
stationen, die Kanten potenzielle Auftragswege. Ein Auftrag durchlduft seriell bestimmte
Knoten, in denen Teilauftrige bearbeitet werden. Das Gesamtnetz bearbeitet mehrere Auf-
trage im Simultanbetrieb. Abbildung 9.8 zeigt ein Beispielnetz.

Warteschlangennetze unterscheiden wir in geschlossene und offene Netze. In geschlos-
senen Warteschlangennetzen sind immer die gleichen Auftrage unterwegs. Sie verlassen
nie das Gesamtsystem, und es kommen auch keine neuen hinzu. Auftrage, die fertig ge-
stellt wurden, fangen wieder von vorne an. Die Anzahl der Auftrage und damit die Fiillung
im Warteschlangennetz ist stets konstant gleich der Grofle der Weltpopulation. In offenen
Netzen konnen Auftrige auch von auflerhalb ankommen. Wenn ein Auftrag an einer oder
an mehreren Bedienstationen erfolgreich ausgefiithrt wurde, so verlésst er das Netz wieder.
In offenen Netzen wird die Filllung im Allgemeinen variieren.
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Eine Betrachtungsweise ist, dass ein Auftrag in verschiedene Teilauftrige zerfillt, die in
einer bestimmten Reihenfolge von passenden Bedienstationen bearbeitet werden miissen.
Auftrige, die gerade eine Bedienstation verlassen, suchen sich dann eine Bedienstation, die
sie erreichen konnen und die zum néchsten Teilauftrag passt. Betrachten wir die Monta-
ge von Autos, so ist es sinnvoll, die Karosserie vor den Tiiren zu montieren und erst nach
dem Tiefziehen mit der Lackierung zu beginnen. Bei einer Abarbeitung von Auftridgen mit
deterministischen Ankunftszeiten konnen wir die Reihenfolge der Bearbeitung mit (sto-
chastischem) Prozess-Scheduling (Kap. 5) optimieren.

Hier interessieren wir uns meist fiir den Zustand des Netzes im langfristigen statisti-
schen Mittel. Spielt es fiir uns keine Rolle, welches Paket im Netzwerk beim Verlassen eines
Routers zum Drucker oder zum Mailserver unterwegs ist, sondern reicht uns das Wissen,
dass es im Schnitt nur jedes 500. Paket ist, so gentigt es, Wahrscheinlichkeiten anzugeben.
Die Kanten im Graph werden dann mit der Transitionshiufigkeit gewichtet, wie auch in
Abb. 9.8 angedeutet. p;; beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass ein Auftrag von Bedien-
station i zu j weitergereicht wird. i = 0 steht dabei fiir Ankiinfte von auflerhalb des Netzes,
j = 0 fur das Verlassen des Netzes.

9.3.1 Parameter in Warteschlangennetzen

In Warteschlangennetzen mit N elementaren Wartesystemen miissen wir alle bisherigen
Groflen mit einem Index i indizieren. i = 1,. .., N gibt die Nummer des Knotens bzw. der
Bedienstation im Netz an; der Index S kennzeichnet die jeweilige Grofie fiir das gesamte
System, z. B.

MS’MirDS)Di)PS,Pi,--., izl,...,N.

Betrachten wir vereinfachend nur Auftrige eines bestimmten Auftragstyps, so kénnen
wir die Besuchszahl v; definieren. Sie ist die Zahl der Teilauftrige, die die Bedienstation i
bendétigen. (Unterscheiden wir in Auftragsklassen mit unterschiedlichem Charakter, so ist
v; zusdtzlich vom Auftragstyp abhingig.) Die Besuchszahl entspricht dem Verhiltnis des
Durchsatzes in i zu dem im Netz,

E(Di) _  pi

e E(Ds) E(Ds)Ci ‘

Beobachten wir einen Durchsatz von 1/s im Warteschlangennetz, aber einen Durchsatz von
4/s fiir die Bedienstation 7, so muss der Auftrag viermal an der Bedienstation zur Bearbei-
tung eines Teilauftrages vorbeigekommen sein.

Ein Anstieg des Systemdurchsatzes E(Dy) zieht einen proportionalen Anstieg aller Ein-
zeldurchsitze E(D;) und somit aller einzelnen Auslastungen p; nach sich. Erhdhen wir
den Systemdurchsatz immerzu, so wird (mindestens) ein Knoten als erstes die maximale
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Auslastung p; = 1 erreichen. Wir bezeichnen diesen (nicht notwendigerweise eindeuti-
gen) Knoten als Verkehrsengpass VE des Warteschlangennetzes. Der Verkehrsengpass ist
die kritische Komponente im System, bei der es als erstes Probleme gibt, wenn viele Auf-
trage unterwegs sind. Im Falle des eingangs beschriebenen Netzwerkproblems war die ent-
scheidende Frage, welche Komponente der VE ist. Die einfachste Feuerwehr-Strategie des
Netzwerkverantwortlichen wire, diese zu ersetzen oder auf eine andere Weise zu optimie-
ren.
Der Verkehrsengpass kann beschrieben werden tiber die maximale Auslastung
E(D;)

PVE = Maxp; =max ———
1 1 Ci

oder tiber den Grenzdurchsatz des Warteschlangennetzes

CVE . G
€g = —— =min— .
VVE LoV

Beide Sichtweisen fithren zu denselben Engpiassen:

E(D; E(Dg)v; i
maxg = maxw = E(Ds)maxv— .
i Ci i Cj LG

9.3.2 Asymptotische Analyse

Nun kénnen wir uns tiberlegen, wie sich das Warteschlangennetz asymptotisch verhilt, um
das Gesamtverhalten abschitzen zu kénnen. Dazu betrachten wir die erwarteten Werte fiir
Systemdurchsatz E(Ds) und Verweildauer E(Ys) eines Auftrags im System in Abhingig-
keit von der (deterministischen) Fiillung fs. Wir geben dazu die Fiillung vor, was im Falle
von geschlossenen Netzen einfach ist. Zur Vereinfachung der Rechnungen beschrinken
wir uns auf einfache Bedieneinheiten, d. h. m; = 1.

Ist immerzu nur ein Auftrag im System (fs = 1), so muss dieser nie warten, und es gilt
mit der Formel von Little (9.1)

B() = E(Bs), E(D) = o - oo

Bei sehr kleiner Fiillung gilt weiterhin

E(Ys) ~ E(Bs), E(Ds) ~ E(JES) ,

da sich in einem hinreichend grofien Warteschlangennetz die Auftrige nicht gegenseitig
behindern und praktisch nicht warten miissen. Die Verweilzeit bleibt im Wesentlichen
konstant, der Durchsatz wichst linear.
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reale Asymptote

E(Dsy) A BTN Wunschasymptote
s 3. /
L(Bs) :
T I : T ' >
] fS* fS 1 fs* fs

Abb. 9.9 Asymptotisches Verhalten eines Systems fiir die Erwartungswerte von Durchsatz Ds und
Verweilzeit Ys in Abhiingigkeit von der Fiillung fs; f¢ ist die Séttigungsfiillung

Wichst die Fallung allméhlich an, so nehmen die gegenseitigen Behinderungen der Auf-
trage zu. Die Verweilzeit steigt an, da die Wartezeit nicht mehr vernachléssigt werden kann,
und der Durchsatz wichst nur noch gebremst.

Bei sehr grofier Filllung des Systems stauen sich die Auftrage am Verkehrsengpass. Die
Auslastung wird dort maximal und geht gegen das absolute Maximum pyg = 1. Der Sys-
temdurchsatz wird durch den Verkehrsengpass begrenzt, und es gilt

E(Ds)NCS:CV—E, E(YS)NEIVV—E](S
VVE Cs CVE

Abbildung 9.9 zeigt den asymptotischen Verlauf der Erwartungswerte von Durchsatz
Dg und Verweilzeit Ys in Abhéngigkeit von der Fiillung des Systems fs. Der Schnittpunkt
der beiden Asymptoten

CVE

f:ZCsE(Bs)Z—' ViE(B,')
VWE

1

wird Sdttigungsfiillung genannt. Bei zunehmender Fiilllung miissen wir uns selbst bei opti-
malen Bedingungen (keine Wartezeiten) spitestens an dieser Stelle von der Wunschasymp-
totik verabschieden, da die dominierende Asymptote wechselt. Die Sittigungsfiilllung ent-
spricht dem Verhéltnis von Grenzdurchsatz zu Durchsatz im mit Fiilllung fs = 1 belegten
System.

Je mehr Engpdsse oder Fast-Engpisse es gibt, desto schlechter wird die Anndherung an
die Asymptoten sein, da sich die Wartezeiten akkumulieren. Ahnliches gilt fiir die Streu-
ung der Verweil- bzw. Bedienzeiten. Sind die Bedienzeiten konstant, so erreichen wir die
Asymptoten. Streuen die Bedienzeiten stark, so erhéhen sich die Verweilzeiten, und der
Durchsatz bricht ein.

Betrachten wir ein einfaches Beispiel. Zur Analyse des Lastverhaltens modellieren wir
einen Rechner, bestehend aus Zentralprozessor, Speicher, Festplatte, DVD- und Bandlauf-
werk als Warteschlangennetz mit einfachen Bedieneinheiten. Fiir einen typischen Auftrag
wurden folgende Besuchszahlen und erwartete Bedienzeiten ermittelt:
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CPU RAM HDD DVD B
vi 8-10° 10° 60 50 0,1
E(Bi) 1ns 100 ns 10 ms 100 ms 10s

Welche Bedienstation ist der VE? Wie grofi sind Grenzdurchsatz und Sittigungsfiillung
im System? Am VE ist die Auslastung maximal, d. h., mit E(D;) = v; E(Ds) ist

PVE = Maxp; = mlaxE E(Ds) .
1 1 Ci

Es gilt (einfache Bedieneinheiten!) ¢; = 1/E(B;) und damit
pi = (8, 1/10, 3/5, 5, 1); - E(Ds) ,
d. h., die Auslastung wird maximal fiir die CPU, die der VE ist.
Im Gegensatz zu den Bedienstationen gilt fiir den Grenzdurchsatz im System im Allge-

meinen nicht cg = 1/E(Bg), sondern es ist

_CVE 1
Cg=——=—.
VVE 8

Ein Auftrag benétigt dagegen eine erwartete Bedienzeit von

E(Bs) = ZViE(Bi) =14,7s,

und die Sittigungsfiillung ist f¢ = c¢g E(Bs) = 1,8375.

9.4 Analyse und Simulation

Wir kénnen bereits einfache Warte- und Bediensysteme modellieren und erste Aussagen
iber Leistungsparameter und Verkehrsengpisse treffen. Im Folgenden wollen wir noch
etwas naher betrachten, wie wir modellierte Systeme analysieren und simulieren kénnen.
Dies kann nur beispielhaft und in Ausziigen geschehen; eine umfassende Behandlung wiir-
de den Rahmen hier bei weitem sprengen.

In vielen Fillen kann das Systemverhalten eines elementaren Wartesystems iiber eine
ZustandsgrofSe X (t) hinreichend beschrieben werden. Alle weiteren Leistungskenngré-
Ben (bzw. zumindest deren Erwartungs- oder Mittelwerte) konnen dann daraus berechnet
werden: Betrachten wir erneut unser Postamt. Die vielleicht spannendste Grofie ist die Fiil-
lung des Systems. Beschreibt die Zufallsvariable X(t) die Fiillung zum Zeitpunkt ¢, so ist
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{X(t), t € R} der zugehdorige stochastische Prozess fiir die Fiillung. Da wir nur ganze Kun-
den zulassen, ist X(t) € Ny. Die Zustandswahrscheinlichkeit

mi(t) = P(X(¢t)=1)

beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass sich unser System zum Zeitpunkt ¢ im Zustand i
befindet. Es gilt natiirlich die Normalisierungsbedingung fiir Dichten,

Yomi(t)=1. (9.3)

ieNy

Zu Beginn (¢ = 0) sei unser Postamt leer. Kunden kommen an und bevélkern das Post-
amt; die Fiillung und damit auch die Zustandswahrscheinlichkeiten werden stark schwan-
ken. Sofern sich am Ankunfts- und Bedienverhalten im Verlauf der Zeit nichts dndert
(Homogenitit), so werden irgendwann, zumindest tiber einen langen Zeitraum betrach-
tet, die Zustandswahrscheinlichkeiten gleich bleiben und sich nicht mehr zeitlich dndern,
d.h

E(X(t)) = E(X(t+0t)) = E(X) .

Der Prozess fiir die Fiillung des Postamts ist nicht stationér (die Gleichheit gilt nicht fiir
alle Zeitpunkte). Oft gibt es aber einen stationdren Grenzprozess (stationdr fiir t — o0),
d. h. eine stabile Verteilung von X, die dann zumeist unabhingig vom Anfangszustand ist.
Wir kénnen unterscheiden in eine Einschwingphase oder transiente Phase, in der sich viel
dndert, und eine stationdre Phase, in der sich das System asymptotisch stationir verhalt.

Kennen wir den Anfangszustand des Systems (leeres Postamt am Morgen), so konnen
wir uns fiir die transiente Phase interessieren, also wie sich die Warteschlangenlinge ent-
wickelt. Zum Beispiel wollen wir bestimmen, nach welcher Zeit erwartungsgemaf3 finf
Kunden anstehen, da wir dann einen zweiten Schalter 6ffnen wollen. Im Allgemeinen wer-
den wir uns jedoch fiir den stationdren (Grenz-)Zustand interessieren und sind am lang-
fristigen Verhalten interessiert. Kennen wir die Zustandswahrscheinlichkeiten im Postamt
im stationdren Zustand, so konnen wir die Erwartungswerte von Fiillung, Durchsatz und
Wartezeit berechnen; die erwartete Bedienzeit gehort zu den Modellannahmen, doch dazu
spater mehr.

9.4.1 Markov-Prozesse und Markov-Ketten

Die wohl am hdufigsten verwendeten Modelle fiir Systeme, die sich zeitlich zufallsbedingt
entwickeln, sind Markov-Prozesse, benannt nach dem russischen Mathematiker Andrej
Markov (1856-1922), die wir nun einfithren und betrachten. Doch zuerst noch ein paar
allgemeine Definitionen fiir stochastische Prozesse {X(t)}, X(¢) : T — Z, mit Parameter-
raum T, meist Zeit genannt, und Zustandsraum Z, die Menge aller Elementarereignisse.
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Wir unterscheiden beziiglich des Zustandsraumes Z zwischen kontinuierlichen Prozes-
sen, X(t) € R, und diskreten Prozessen, Z abzihlbar. Misst X () beispielsweise die Tem-
peratur (reelle Werte), so handelt es sich um einen kontinuierlichen Prozess; steht X(t) €
{1,..., 6} fiir die Augenzahl beim Wiirfeln, so betrachten wir einen diskreten Prozess, der
auch Kette genannt wird. Entsprechend unterscheiden wir beziiglich der Zeit T zwischen
Prozessen in kontinuierlicher Zeit (Temperatur zu jedem Zeitpunkt ¢ € R) und, bei abzéhl-
barem T, in diskreter Zeit. Letzere betrachten aufeinanderfolgende Ereignisse wie einen
wiederholten Miinzwurf, und wir konnen daher X;, i € Z, statt X(t), t € R, schreiben.
Bei der Einfiihrung von stochastischen Prozessen in Abschn. 9.2.1 war der Prozess der
Zwischenankunftszeiten {T;, i € Z} ein kontinuierlicher Prozess in diskreter Zeit, der zu-
gehorige Poisson-Zihlprozess { N(t), t > 0} ein diskreter Prozess in kontinuierlicher Zeit.

Ein stochastischer Prozess { X(t), t € T} heif$t Markov-Prozess, falls gilt:

Firalle0<t <t; <...<t, <ty € Tgilt

P(X(t,Hl) = Xn+1|X(tn) =Xn> X(tnfl) = Xp—1s +«+>» X(tl) = Xl)
= P(X(tn-H) = xn+l|X(tn) = Xn) .

Dies bedeutet, dass ein neuer Zustand immer nur vom aktuellen abhingt und nicht von der
Vorgeschichte, insbesondere auch nicht vom Startzustand, und wird Markov-Eigenschaft
genannt. Im aktuellen Zustand ist somit alles enthalten, was wir iiber die Vergangenheit
wissen miissen.

Bei einem homogenen Markov-Prozess (HMP) sind zusitzlich noch die Ubergangswahr-
scheinlichkeiten unabhéngig von der Zeit und damit konstant, d. h.

P(X(t]) = .Xj|X(t,') = .Xi) = P(X(t] + t) = Xj|X(ti + t) = .Xi) VteT.

Dies ist im Gegensatz zur Stationaritit von Prozessen keine Aussage tiber die Zustands-
wahrscheinlichkeiten.

Eine weitere Einschrankung fihrt zu der Unterklasse der homogenen Geburts-Todes-
Prozesse (HBDP, homogeneous birth-death process): Der Zustandswert darf sich nur in
Inkrementen oder Dekrementen von eins dndern.

Das Grundkonzept von Markov-Prozessen ist, dass es Zustinde und Zustandsiibergéin-
ge gibt. Da sich dies fiir diskrete, maximal abzahlbar viele Zustinde besser vorstellen ldsst
und es auch besser zur diskreten Welt in Rechensystemen oder zur Fiillung von Kunden in
Postidmtern passt, beschranken wir uns im Folgenden auf Markov-Ketten. Bei der Model-
lierung miissen geeignete Zustdnde und Zustandsiibergange definiert werden. Dass es auch
kontinuierliche Prozesse gibt, zeigt das Beispiel des Wiener-Prozesses zur Modellierung von
Aktienkursen in Kap. 6.

Betrachten wir Ketten, so hat dies zudem den Vorteil, dass wir sie als Zustandsgraph an-
schaulich darstellen konnen. Knoten sind dabei Zustédnde, Kanten die méglichen Zustands-
iiberginge. Die Kanten werden im zeitdiskreten Fall mit der Ubergangswahrscheinlichkeit
pij fir den jeweiligen Zustandswechsel in einem Zeitschritt von Zustand i zu Zustand j
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Abb.9.10 Zustandsgraph fiir das wiederholte Werfen einer Miinze. Der Zustand beschreibt, wie oft
in den letzten beiden Wiirfen Zahl (Z) auftrat (oben); der Zustandsiibergang hingt von der Vorge-
schichte ab (unten)

Abb.9.11 Stationdrer HMP; der Zustand beschreibt die Augenzahl beim Wiirfeln. Alle Transitions-
wahrscheinlichkeiten sind daher p;; = 1/6

beschriftet; die Summe der Kantengewichte aller ausgehenden Kanten muss 1 ergeben. Bei
Ketten in kontinuierlicher Zeit sind die Kantengewichte Ubergangsraten ;;. Diese geben
die Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit an, d. h.

P(X(t+68t)=jX(¢)=1)
dt—0 ot )

Beispiele fiir Markov-Ketten Schauen wir uns ein paar Beispiele an und beginnen wir
mit einem Beispiel, das keine Markov-Kette ist: Beschreibt X;, wie oft bei den letzten
zwei Miinzwiirfen die Seite mit der Zahl auftrat, so ist der entstehende Zustandsgraph mit
nur drei Zustinden sehr einfach. Der homogene stochastische Prozess erfiillt allerdings
nicht die Markov-Eigenschaft: Der Folgezustand ist zusétzlich von der Information ab-
héngig, was im letzten Miinzwurf auftrat. Abbildung 9.10 verdeutlicht dies: Die letzten
zwei Miinzwiirfe WZ und ZW gehoren beide zum Zustand X; = 1; bei ZW kann mit
WW der nichste Zustand X;,; = 0 sein, bei WZ jedoch nicht. Wir miissten zumindest
die Folge der letzten zwei Wappen-Zahl-Kombinationen als Zustand betrachten, um die
Markov-Eigenschaft zu erfiillen.

Betrachten wir mit X; die aktuelle Augenzahl beim Wiirfeln, so erhalten wir sechs Zu-
stinde, Z = {1,...,6}, siche Abb. 9.11. Es handelt sich um einen homogenen Markov-
Prozess; die Nachfolgezustinde sind genau genommen sogar unabhéngig vom aktuellen
Zustand. Da die Zustandswahrscheinlichkeiten bei einem ungezinkten Wiirfel schon von
Beginn an 1/6 sind (vollig unabhéngig davon, was wir als Ausgangsverteilung annehmen!),
handelt es sich sogar um einen stationédren Prozess.
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Abb. 9.12 HBDP: Random Walk eines Betrunkenen, der in jedem (diskreten) Zeitschritt mit glei-
cher Wahrscheinlichkeit einen Schritt vor oder zuriick taumelt

Abb. 9.13 Homogener diskreter Geburtsprozess in kontinuierlicher Zeit fiir das diskrete Ein-
Spezies-Modell (Abschn. 10.4) mit Geburtenrate y; der Zustand ist die Populationsgrofie

Ein klassisches Beispiel fiir einen homogenen Geburts-Todes-Prozess ist (natiirlich ne-
ben der Fiillung im Postamt, zu der wir aber spiter noch kommen) ein eindimensiona-
ler, zeitdiskreter ungerichteter Random Walk. Ein Betrunkener, der zum Zeitpunkt ¢, sei-
ne Stammbkneipe verlassen hat, gehe in jedem Zeitschritt mit gleicher Wahrscheinlichkeit
einen Schritt vor oder zuriick (siehe Abb. 9.12). Wenn wir ihm # Schritte zuschauen, wohin
wird er gehen, und wie weit wird er kommen?

Fiir jeden Schritt betrachten wir eine binédre Zufallsvariable Z;, die mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit 1/2 die Werte +1 annehmen kann. {S,,, n=1,2,...} mitS, := 3| Z; ist der
stochastische Prozess, der den Random Walk des Fufigangers beschreibt. Trivialerweise ist
E(S,) = 0 (symmetrisches Laufverhalten). Mit der Additivitit der Erwartungswerte und
der Unabhingigkeit der Z; konnen wir die Varianz V(S,) = n berechnen. Die Standard-
abweichung des Fuflgéingers vom Ursprung ist damit 0(S,) = \/n. Diese Entfernung von
der Bar wird er bei n Schritten im Mittel erreichen. (S, ist iibrigens binomialverteilt.)

Wiirden wir beliebig kleine Zeitschritte zulassen und hitte die Schrittweite Z; keine
diskrete Verteilung, sondern wire sie normalverteilt, so wire der entstandene kontinuier-
liche Prozess in kontinuierlicher Zeit ein Wiener-Prozess, den wir in der Finanzwelt bzw.
in Kap. 6 antreffen.

Ein Beispiel fiir einen reinen Geburtsprozess stellt das diskrete Ein-Spezies-Modell bei
der Populationsdynamik in Abschn. 10.4 dar: Der diskrete HBDP {X(¢), ¢t > 0} in kon-
tinuierlicher Zeit beschreibt die Grofle einer Population. Die Geburtenrate, die die Zahl
der Geburten pro Individuum und Zeiteinheit angibt, ist y. Da niemand in der Popu-
lation stirbt, ergibt sich der Zustandsgraph in Abb. 9.13. Die Ubergangsrate hingt hier
vom Zustand ab, sie ist proportional zur Populationsgrofie. Weitere Aussagen tiber die-
sen Geburtsprozess gibt es in Kap. 10 zur Populationsdynamik beim Ein-Spezies-Modell
in Abschn. 10.4.
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Stationaritit von Markov-Ketten Da wir uns im Allgemeinen fiir den stationdren, bereits
eingeschwungenen Zustand interessieren, stellt sich die Frage, ob bzw. wann es fiir einen
gegebenen Prozess { X(¢) } einen stationidren (Grenz-)Zustand gibt und die Verteilung von
X(t) nicht (mehr) von der Zeit t abhdngt. Dazu betrachten wir in aller Kiirze einige Eigen-
schaften von einer Kette und ihren Zustinden.

Fiir Markov-Ketten gilt die Chapman-Kolmogorov-Gleichung

P(X(t)) = x;|X(t;) = x;)
= EZP(X(tk) = x| X () = x;) P(X(t)) = x| X (k) = xx)

fiir beliebige x;, xj € Z,t; < txy < tje T, (9.4)

d. h., Ubergangswahrscheinlichkeiten lassen sich auch iiber Zwischenzustinde hinweg an-
geben. Mit einer gegebenen Anfangsverteilung fiir X (¢ = 0) lassen sich die Zustandswahr-
scheinlichkeiten zu spiteren Zeitpunkten eindeutig berechnen.

Eine homogene Markov-Kette heif3t irreduzibel, wenn alle Zustinde untereinander er-
reichbar sind:

VteT,xj,xjeZ 36t20: P(X(t+6t)=xj|X(t)=x;)>0.

Kehrt man in der Kette von einem Zustand mit Sicherheit irgendwann wieder in den Zu-
stand selbst zuriick, so heifit dieser rekurrent. Der Erwartungswert der Zeit, die dies dauert,
heif3t Rekurrenzzeit. Ein rekurrenter Zustand mit endlicher Rekurrenzzeit heift positiv re-
kurrent, im unendlichen Fall heif3t er nullrekurrent. Fiir einen transienten Zustand ist die
Riickkehrwahrscheinlichkeit kleiner eins. Kehrt man nur mit einem ganzzahligen Vielfa-
chen einer Periodenldnge k > 1 wieder in den Zustand zuriick, so ist der Zustand periodisch,
ansonsten aperiodisch.

In irreduziblen homogenen Markov-Ketten kénnen wir von einem Zustand auf alle
anderen schlieflen. Denn entweder sind alle Zustédnde transient oder alle sind positiv re-
kurrent oder alle sind nullrekurrent. Ist ein Zustand periodisch, so sind es alle, und zwar
mit gleicher Periodenldnge.

Fiir eine irreduzible, aperiodische, homogene Markov-Kette gibt es immer eine statio-
nire Grenzverteilung

m; = lim P(X(t) =) VieZ,

die unabhéngig vom Anfangszustand des Systems ist. Sind alle Zusténde positiv rekurrent,
so ist die Grenzverteilung die eindeutige stationire Verteilung. Fiir transiente und null-
rekurrente Zustande ist 77; = 0. Fiir den vorgestellten reinen Geburtsprozess, der keine
irreduzible Kette und auch offensichtlich nicht stationdr ist, gibt es beispielsweise keine
Grenzverteilung.
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Zeitdiskrete, endliche Markov-Ketten Da fiir homogene Markov-Ketten {X;} in diskre-
ter Zeit mit endlich vielen Zustinden einige grundlegende Ideen einfach demonstriert
werden konnen, werfen wir zunichst einen Blick auf diese. Fiir Ketten in kontinuierli-
cher Zeit oder mit unbegrenztem Zustandsraum, denen wir uns anschlieflend zuwenden,
werden die meisten Aussagen komplizierter. Betrachten wir nur k Zustdnde (verfiigbare
Ressourcen, Seiten einer Miinze, ...), so konnen wir eine k x k-Transitionsmatrix P mit

k
P= (pij)lsi,jsk und Zp,] =1 Vi

1

angeben, die die Ubergangswahrscheinlichkeiten von Zustand i zu Zustand j in einem Zeit-
schritt enthalt.

Ausgehend von einer Anfangsverteilung fiir Xy mit den Zustandswahrscheinlichkeiten
7; (to) konnen wir die Verteilung zum néchsten Zeitpunkt ¢; berechnen, indem wir die
transponierte Transitionsmatrix auf den Vektor 7(#) der Zustandswahrscheinlichkeiten
71; (to) anwenden. Allgemein gilt

PTT[(t,') = 7T(t,'+1) .

Damit kénnen wir die transiente Phase des Systems Schritt fiir Schritt beobachten. Wir
kénnen sogar angeben, wie sich das System in #n Schritten entwickelt (vergleiche dazu die
Chapman-Kolmogorov-Gleichung (9.4)): Die Matrix

Pi’l

enthilt die Wahrscheinlichkeiten fiir einen Zustandsiibergang von i nach j in »n Schritten.
Ist die Markov-Kette irreduzibel und aperiodisch, so konvergiert das Matrixprodukt P" fiir
n — oo gegen eine Matrix P = (p;;)1<;, j<x mit

ﬁij = 7'[]' VI,]

Die Anwendung der Transponierten dieser Matrix auf den Startvektor liefert uns die Wahr-
scheinlichkeiten 7; der eindeutigen stationdren Grenzverteilung — und zwar unabhingig
vom Startzustand.

Den stationiren Zustand kénnen wir auch direkt berechnen. Der Vektor 7 der Zustands-
wahrscheinlichkeiten 7; ist Fixpunkt, und es gilt

Pla=m.
Das direkte Losen des linearen Gleichungssystems
(PT-Dn=0

ergibt die Wahrscheinlichkeiten 7; bis auf einen konstanten Faktor. Diesen kénnen wir
iber die Normalisierungsbedingung (9.3) berechnen.
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Im Beispiel des Wiirfelns (vergleiche Abb. 9.11) gilt bereits P = P? = P. Das Losen des
Gleichungssystems fiir den Fixpunkt 7 ergibt, dass alle 7; gleich grofl sind, my = my = ... =
7t = ¢. Normalisiert ist ¢ = 1/6 — die Wahrscheinlichkeit, dass beim Wiirfeln eine der sechs
Seiten gewtirfelt wird.

Fiir eine geringe Zahl k an Zustidnden ldsst sich das Gleichungssystem z. B. direkt mittels
Gauf3-Elimination 16sen. Der Speicherplatzbedarf fiir die meist sehr diinn besetzte Matrix
ist allerdings O(k?) und der Zeitaufwand zum Lésen O(k?). Fiir grofle Markov-Ketten ist
direktes Losen nicht mehr moglich; es sollten numerische iterative Losungsverfahren wie
Jacobi oder Gauf3-Seidel oder Minimierungsverfahren wie das CG-Verfahren zum Einsatz
kommen (siehe Abschn. 2.4.4).

9.4.2 Wartesysteme

Betrachten wir elementare Wartesysteme der Form G/G/m/oo /oo, d. h. beliebige Syste-
me mit unendlicher Kapazitit der Warteschlange k und unendlicher Weltpopulation #, so
miissen wir fordern, dass das System stabil ist. Kann die Warteschlangenldnge tiber kurz
oder lang unendlich werden, weil Auftrige schneller ankommen als sie bearbeitet werden,
so nennen wir das Wartesystem instabil. Fiir die Stabilitat muss daher gewihrleistet sein,
dass die Ankunftsrate A kleiner ist als die Bedienrate aller Bedieneinheiten zusammen:

A<my.

Systeme mit endlicher Wartekapazitit sind immer stabil: Sind alle Warteplitze bei der An-
kunft eines Auftrags belegt, so wird dieser abgewiesen. Wir sprechen bei endlicher Kapa-
zitdt von einem Verlustsystem statt von einem Wartesystem. Systeme mit endlicher Popu-
lation an Auftrigen sind trivialerweise ebenfalls stabil. Ein Beispiel fiir ein nicht stabiles
System haben wir bereits kennen gelernt: Beim reinen Geburtsprozess kommen nur neue
Individuen mit Geburtenrate A > 0 pro Individuum hinzu; die Sterberate y ist gleich null.

Die Markov-Eigenschaft ist fiir Poisson-Prozesse dank der zugrunde liegenden Ge-
déchtnislosigkeit der Zwischenankunftszeiten erfiillt. Wir werden im Folgenden aus-
schlieSlich elementare Wartesysteme der Form M/M/m betrachten, auch wenn sich
entsprechende Aussagen ebenso z. B. fiir M/G/1- oder G/ M /1-Systeme treffen lassen. Des
Weiteren gehen wir von homogenen Markov-Ketten in kontinuierlicher Zeit aus, und wir
interessieren uns fiir den stationdren Zustand.

M/M/1 Der einfachste Fall ist ein Wartesystem mit exponentialverteilten Ankunfts- und
Bedienraten A und y und einer Bedieneinheit, beispielsweise unser Postamt mit einem
Schalter. Betrachten wir die Fiillung X (t), so ist die Markov-Kette { X ()} ein HBDP. Ab-
bildung 9.14 zeigt den Zustandsgraph. Fiir A < y ist das System stabil und alle Zustinde
sind positiv rekurrent. Es existiert folglich eine eindeutige stationire Grenzverteilung.
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Abb.9.14 Zustandsgraph, HBDP zum M /M /1-Wartesystem; die ZustandsgroB3e ist die Fillung

Betrachten wir den stationidren Zustand. Die Zustandswahrscheinlichkeiten 7; andern
sich nicht. Es gilt im stationéren Zustand allgemein (Ubergangsraten y;; von i zu j)

Z TYki = Z TiYij Vi,

kez jezZ

d.h., ,alles, was dazukommt, muss auch weggehen®. Damit erhalten wir ein unendliches
System von Gleichungen. Beginnend mit Zustand 0 ist dies

ﬂol =myu
mA = mop
7T2A =T3U

oder, allgemein auf 7y bezogen,

ol
;i =\ — o .
U

Die Verteilung der Zustandswahrscheinlichkeiten ist die geometrische Verteilung, die ge-
déchtnislose diskrete Entsprechung der Exponentialverteilung.

Mit der Normalisierungsbedingung sowie der geometrischen Reihe, fiir die wir ausnut-
zen, dass der HBDP stabil ist, gilt

& & (A 1 A
g)m:l:;)no(;) :nom, d.h. 710:1—;.
Das System ist ausgelastet, wenn es nicht im Zustand 0 ist:
p=l-m= % = @ .
Langfristig ist die Abgangsrate aus dem stabilen System gleich der Ankunftsrate, und es gilt
E(D)=1

(Poisson-Ankunftsprozess). Die maximal mogliche Abgangsrate (der Grenzdurchsatz) ent-
spricht der Bedienrate (mehr geht nicht),

c=u,
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Abb. 9.15 Zustandsgraph, HBDP zum M /M /m-Wartesystem; die Zustandsgrofe ist die Fiillung

und die mittlere Bedienzeit ist
1
E(B)=—
U

Eine der zentralen Grof3en im elementaren Wartesystem, der Erwartungswert der Fl-
lung im stationédren Zustand, berechnet sich zu

EF _ i_ T e _
(F) ZO Zﬁomop ﬂopgzp ﬂopd ZP Opdpl ;
1-p -1

Kennen wir die mittlere Fiillung, so konnen wir mit der Formel von Little (9.1) die mittlere
Verweilzeit
E(F 1
- H L

bestimmen und damit weitere Groflen wie die mittlere Wartezeit E( W) und die mittlere
Fiillung der Warteschlange E (Fyys):

—

E(W)=E(Y)-E(B) = -

>

==

ey
E(Fws) = AE(W) = E(F) -

M/M/mund M[M/[oo Etwas komplizierter wird es bei m Bedieneinheiten. Jetzt werden
bis zu m Auftrige gleichzeitig bedient. Die Anforderung fiir die Stabilitit des Systems ist
nun A < my; die Auslastung des Multi-Servers ist

A
p= m_M .
Der Zustandsgraph ist in Abb. 9.15 dargestellt. Gedndert haben sich bei dem neuen HBDP
die Ubergangsraten beim Bedienen: Ist nur ein Kunde im Postamt, so kann nur ein Po-
stangestellter bedienen. Die anderen m — 1 sind beschiftigungslos. Erst wenn mindestens
m Kunden anwesend sind, arbeiten alle auf Volllast.
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Abb. 9.16 Zustandsgraph, HBDP zum M /M [co-Wartesystem; die ZustandsgroBe ist die Fiillung

Die Berechnung der Zustandswahrscheinlichkeiten wird wesentlich komplizierter. Fiir
die ersten m Zustdnde gilt

1(A)i ,
ni=—\—]| 7o > 0<i<m,
U

und fiir alle weiteren

() ) ) e e
mi=|— Tm=—1\— — My, m<1.
my m!\ u my

Ergebnisse fiir die Leistungskenngroflen lassen sich analog wie beim M /M /1-System er-
mitteln, allerdings nicht mehr so kompakt darstellen, da alle von m abhingen. Deshalb
wollen wir einzig auf das Ergebnis, dass die durchschnittliche Anzahl an Kunden, die gera-
de bedient werden, A/u = mp ist, hinweisen und noch das andere Extrem, das M /M /co-
System betrachten.

Das Wartesystem hat nun unendlich viele Bedienstationen; es ist beispielsweise ein
Selbstbedienungssystem, siche Abb. 9.16. Bedienen sich Kunden im Supermarkt selbst
im Regal und vernachléssigen wir die Tatsache, dass nur endlich viele Kunden im Super-
markt Platz haben, so kénnen wir vereinfacht von dieser Situation ausgehen. Auch wenn
wir ermitteln wollen, wie viele Bedieneinheiten (z.B. Telefonleitungen) wir bendétigen,
damit bei gegebenen Ankunfts- und Bedienraten nur moglichst selten Kunden warten
(bzw. abgewiesen werden) miissen, konnen wir das System als M /M /oo modellieren. Fiir
die Stabilitit miissen wir keine Einschrankung fordern, da my immer ab irgendeinem m
grofler als A wird.

Nun gilt im stationdren Zustand

und mit der Normalisierungsbedingung

o0 © 1 (1)
Nmi=1=m _(;) =mpe!*, d.h. mp=eMH .

i=0 iz 1!
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Auch alle anderen betrachteten Gréf8en werden einfach:

E(F) =

>

E(Y)=—,

Tl==|>

E(W)=E(Y)-E(B)=0.

9.4.3 Warteschlangennetze

Auch fiir einfache Warteschlangennetze lassen sich noch analytische Aussagen treffen. Die-
se konnen beispielsweise Anhaltspunkte fiir die Simulation von komplizierteren Wartenet-
zen liefern. Wir betrachten im Folgenden den stationdren Zustand fiir Netze mit N Knoten,
wiein Abschn. 9.3 eingefiihrt. Viele der bisherigen Beobachtungen fiir Wartesysteme gelten
auch weiterhin beim Betrachten der einzelnen Knoten.

Die Bedienzeiten im Knoten i seien exponentialverteilt mit Bedienrate y; und die ele-
mentaren Wartesysteme stabil. Fiir alle Knoten mit m; < oo Bedieneinheiten muss somit
gelten

. 1
pi <1, mit p; —
Auftrige, die den Knoten i verlassen, gelangen mit Wahrscheinlichkeit p;; zaum Wartesys-
tem j oder verlassen fiir j = 0 das System. In stabilen Wartesystemen ist im langfristigen
Verhalten die Rate der Abgange gleich der Ankunftsrate. Ist die Ankunftsrate fiir Auftrige
von auflerhalb des Netzes y; fiir Knoten i, so gilt fiir die Gesamtankunftsrate im Knoten i

N
/\i=Vi+Z)Liji- (9.5)

=

Sind die Ankunftsprozesse von auflerhalb des Netzes unabhéngige Poissonprozesse, so
wird das Warteschlangennetz (offenes) Jackson-Netz genannt. Es gilt dann insbesondere,
dass jedes Wartesystem i sich wie ein M /M /m;-System mit Ankunftsrate A; verhlt, und
das Gleichungssystem fiir die Ankunftsraten (9.5) hat eine eindeutige Losung (die wir wie-
der mittels Gauf$-Elimination oder iterativer Verfahren ermitteln kénnen). Damit kénnen
wir Aussagen Uber die einzelnen Knoten im Warteschlangennetz und das gesamte Netz
treffen!

Als kurzes Beispiel betrachten wir einen Kédsegrofimarkt, siehe Abb. 9.17. Kunden kom-
men mit einer Rate von A = 100 Kunden pro Stunde im Kiseladen an. pg, = 10% von
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Abb. 9.17 Schematische Darstellung eines KasegrofSmarkts, modelliert als Jackson-Netz. Kunden
konnen wihlen zwischen der Selbstbedienung am Késeregal (BS1) und eventuell anschlieflender
Kiasetheke (BS2) mit einer Bedienung, oder sie lassen sich gleich an der Kiasetheke bedienen. An-
schlieflend miissen alle an die Kasse (BS3) mit 3 Kassierern

ihnen lassen sich an der Kisetheke (Bedienstation 2) bedienen und gehen dann direkt zur
Kasse (Bedienstation 3). pg; = 90 % bedienen sich selbst im Késeregal (Bedienstation 1).
Im Durchschnitt werden pi; = 8/9 von diesen fiindig und gehen anschlieflend direkt zur
Kasse. Jeder neunte (p;, = 1/9) muss zuerst noch an der Kisetheke eine Auswahl treffen.

Das Kaseregal konnen wir als M /M oco-System modellieren. Ein Kunde braucht im Mit-
tel 2 Minuten, um eine Auswahl zu treffen, d. h. y; = 30. An der M/M/1 Kasetheke steht
eine Bedienung mit der Bedienrate y, = 25. Es gibt drei Kassen (M /M/3) mit je Bedien-
rate p3 = 40. Es gilt A1 = po1A = 90, A, = poad + p1aA; = 10 + 10 = 20 und, da alle Kunden
irgendwann zur Kasse miissen, wie erwartet A3 = p13A; + A, = 80 + 20 = 100. Wir kénnen
die Auslastungen an Kisetheke und Kasse ermitteln zu

A
py = =2 = 4/5und
H2
As

ms s

pP3 = :5/6

Die Auslastung der Kassen ist hoher als die der Kisetheke. Bei hherem Kundenansturm
wird hier der Verkehrsengpass zu erwarten sein.

Der Erwartungswert der Fiilllung im Warteschlangennetz ist die Summe der erwarteten
Fillungen der drei Bedienstationen:

E(F) = E(Fpg1) + E(Fasz) + E(Fgs3) =3 + 4+ 535/89 ~ 13,01 .

Nun konnten wir weitere Groflen, wie die zu erwartende Verweilzeit eines Kunden im Sys-
tems, berechnen; die Ermittlung von Auslastung und Fiillung soll hier beispielhaft geniigen.

9.4.4 Simulation

Mbochten wir Auftragen zusitzlich erlauben, gleichzeitig mehrere Betriebsmittel zu verwen-
den oder auf die Freigabe von Rechten zu warten, so geniigen die vorgestellten Mechanis-
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men nicht mehr. Die entstehenden Warteschlangennetze werden komplexer und kénnen
beispielsweise mit Petri-Netzen modelliert werden. Analytische Aussagen sind im Allge-
meinen nicht mehr treffbar; es muss simuliert werden.

Da wir im Warteschlangennetz Ereignisse zu diskreten Zeitpunkten beobachten, z. B.
die Ankunft eines Auftrags an einem Knoten oder die Fertigstellung eines Auftrags, macht
es wenig Sinn, die Zeit in gleichgrofle Zeitscheiben zu diskretisieren. Wir kénnen vielmehr
ereignisgetrieben simulieren und von diskreter Ereignissimulation sprechen. Die Simulati-
onsuhr springt dann von Ereignis zu Ereignis.

Wir benétigen eine globale Ereignisliste, in die alle Ereignisse eingetragen werden. Diese
werden der Reihe nach abgearbeitet und kénnen Folgeereignisse auslosen. Im Beispiel des
Késeladens ist zu Beginn der Simulation die Ereignisliste leer. Die Zwischenankunftszeit T
fiir den ersten Kunden wird tiber eine exponentialverteilte Zufallsvariable mit Parameter A
ermittelt und als Ereignis ,,Kundenankunft mit Zeitstempel ¢ = T; in die Ereignisliste ein-
getragen. Dieses wird auch gleich wieder als chronologisch nichstes Ereignis entnommen
und 19st zwei Folgeereignisse aus. Zum einen die nidchste Kundenankunft zum Zeitpunkt
t = Ty + T, zum anderen bei Wahl der Késetheke das Ereignis ,,Auftrag in Bedienstation
2 fertiggestellt“ zum Zeitpunkt t = T; + B,,, wobei die Bedienzeit B,, zufillig exponen-
tialverteilt ermittelt wird mit Parameter y,. Nun wird das zeitlich néchste Ereignis der
Ereignisliste entnommen.

Bei der Realisierung muss wie bei den Graphensuchverfahren bei der mikroskopischen
Verkehrssimulation in Abschn. 8.4.3 besonders darauf geachtet werden, dass fiir (Ereignis-)
Listen geeignete Datenstrukturen verwendet werden, beispielsweise Fibonacci-Heaps. Da-
mit koénnen wir den Aufwand fiir das Verwalten der Ereignisliste und das Suchen des
Ereignisses mit dem kleinsten Zeitstempel so klein wie mdglich halten. Fiir weiterfithrende
Informationen iiber Fibonacci-Heaps oder andere Priorititswarteschlangen verweisen wir
auf das Lehrbuch [49].

Ein weiterer zu beachtender Punkt ist die Verwendung eines geeigneten Zufallszahlen-
generators. Zufallszahlen in Rechnern sind nie wirklich zufallig, auf8er es wird eine im
Voraus ermittelte Tabelle von echten Zufallszahlen verwendet (gewonnen aus ,,echtem®
Zufall, beispielsweise iiber die Messung von radioaktiven Zerfallsprozessen). Dies ist bei
umfangreichen Ereignissimulationen aufgrund der groflen Zahl an benétigten Zufallszah-
len und des damit verbundenen hohen Speicherbedarfs kaum machbar, und die Tabelle
sollte nicht mehrfach hintereinander verwendet werden.

Es kommen daher Algorithmen zum Einsatz, die sogenannte Pseudozufallszahlen erstel-
len. Verwendet wird eine deterministische Regel (ein Algorithmus) f, die aus der Zufalls-
zahl x; mitx;,; = f(x;) die ndchste Zufallszahl ermittelt, z. B. tiber Permutationen. Es muss
mit statistischen Tests sichergestellt werden, dass die Pseudozufallszahlen die echte Vertei-
lung gut genug simulieren (Mittelwert, Standardabweichung etc. sollten tibereinstimmen)
und dass sie ,,unabhingig genug® sind. Kénnen wir hinreichend gute, gleichverteilte Zu-
fallszahlen erzeugen, so erhalten wir mit geeigneten Transformationen Zufallszahlen mit
anderen Verteilungen.
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Abb. 9.18 Zwei Pfade der Fillung einer diskreten Ereignissimulation des Kédsegrofimarkts (grau)
sowie tiber jeweils zehn Messpunkte gemittelt (schwarz) fiir die ersten zwei Stunden

Wihrend einer Simulation konnen wir die gesuchten Leistungskenngréfien mitproto-
kollieren und daraus Erwartungswerte ermitteln. Wir miissen dabei unterscheiden in die
transiente Einschwingphase und die anndhernd stationire Phase. Sind wir am stationiren
Zustand interessiert, so sollten wir versuchen, Messwerte erst ab einem Zeitpunkt zu ver-
wenden, an dem sich das System eingeschwungen hat und die Messwerte nicht mehr so
stark fluktuieren. Im Beispiel des Kdsemarktes wird deutlich, dass die Unterscheidung zwi-
schen transienter und stationirer Phase nicht eindeutig ist. Abbildung 9.18 zeigt zwei Ver-
laufe (Pfade) der Fiillung des Systems sowie die {iber 10 Messpunkte gemittelten Pfade.
Das System ist klein, der Erwartungswert der Fiilllung mit nur etwa 13 Kunden kann be-
reits nach sehr kurzer Zeit erreicht werden, und auch im spéteren Verlauf kann es zu sehr
starken Schwankungen der Fiillung kommen.

Wie viele Messwerte miissen wir ermitteln, bis wir uns sicher sind, genau genug zu
sein? Haben wir eine hinreichend grofle Menge an n iid Messwerten x;, so liegt der er-
mittelte Mittelwert X = ~ >, x; beliebig nahe am tatséchlichen Erwartungswert y. Hier
helfen statistische Tests, die uns sagen, ab wann die bislang ermittelte Menge der Mess-
werte einem vorgegebenen Konfidenzniveau gentigt. Allerdings sind in unserem Fall die
fiir einen Pfad gewonnenen Messwerte gar nicht unabhingig. Ein Ausweg ist es, mehrere
unabhiéngige Simulationsldufe durchzufiithren, und den Mittelwert der iid Mittelwerte zu
betrachten, was den benétigten Rechenaufwand jedoch in die Hohe treibt. Betrachten wir
den Kisegrofimarkt in der stationiren Phase iiber einen sehr langen Zeitraum, so betrigt
die durchschnittliche Fiillung tatsachlich etwa 13 Kunden, was anndhernd dem analytisch
bestimmten Wert entspricht.

9.5 Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben die Modellierung und Simulation von Verkehr mit stochastischen Mitteln be-
trachtet. Warte- und Bediensysteme lassen sich mit Hilfe von Warteschlangen und Be-
dieneinheiten darstellen. Aus elementaren Wartesystemen konnen komplexe Warteschlan-
gennetze erstellt werden. Die Gedéchtnislosigkeit der Exponentialverteilung spielt dabei
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eine wichtige Rolle und ermdglicht es, Ereignisse zu simulieren, die viele verschiedene,
unwahrscheinliche und unabhingige Ursachen haben konnen.

Neben Aussagen zum asymptotischen Verhalten und der Identifikation von Verkehrs-
engpdssen, die es ermdglicht, Ansatzpunkte fiir Optimierungen zu finden, spielt die Er-
mittlung des stationdren Zustands eine wichtige Rolle. Sie ermdglicht Aussagen tiber das
Langzeitverhalten des Systems. Fiir einfache Warteschlangennetze sind noch analytische
Aussagen moglich. Kompliziertere Szenarien miissen simulativ ausgewertet und bewertet
werden.

Aufgrund des begrenzten Platzes haben wir ausschliefllich M/M/m-Systeme analy-
siert; zudem sind fiir diese die gesuchten Leistungskenngrofien kompakt genug herleitbar.
Ein interessantes Ergebnis fiir den M/G/1-Fall (Ein-Server-System bei einem Poisson-
Ankunftsprozess und allgemeiner Verteilung der Bedienzeiten) wollen wir jedoch nicht
vorenthalten. Sind die ersten beiden Momente E(B) und E(B?) der gemeinsamen Vertei-
lung der Bedienzeiten bekannt, so liefert uns die Pollaczek-Khinchin-Formel

B0 = 30 (1 T | AR o ase)
2(1-p) 2 E2(B)) 1-p

Die zu erwartende Wartezeit hingt quadratisch vom Variationskoeffizienten o (B)/E(B)

ab! Streuen die Bedienzeiten stark, so wirkt sich dies katastrophal auf die Wartezeiten aus

- und zwar unabhingig von der zugrunde liegenden Verteilung. Einen dhnlichen Effekt

hatten wir auch beim Wartezeitparadoxon beobachtet.

Warteschlangenmodelle finden in vielen Bereichen Anwendung: zum Beispiel in der
Analyse von Rechensystemen, von Telefon- und Kommunikationsnetzen oder zur Simula-
tion von Produktionssystemen und Fabrikationsabldufen. Und - um die Briicke zur makro-
und mikroskopischen Verkehrssimulation (Kap. 7 und 8) zu schlagen - sie finden Anwen-
dung zur Simulation von Stralenverkehr: Verkehrsteilnehmer sind Auftrége, die sich durch
das System bewegen und Ressourcen belegen konnen. Straflen kénnen als Wartesysteme
mit endlicher Kapazitit modelliert werden, deren Bedienzeit von der aktuellen Fiillung
(der durchschnittlichen Verkehrsdichte auf der Strafle) abhéngt. Entsprechend sind Kreu-
zungen Bedienstationen, die wihrend eines Abbiegevorgangs belegt werden miissen. Ver-
kehrsteilnehmer konnen bei dieser Modellierung wie in der mikroskopischen Verkehrssi-
mulation eigene Pline und Vorhaben verfolgen. Das Befahren einer Straf$e benotigt jedoch
nur noch eine Aktion (Bestimmung der Bedienzeit), was die Simulation gréflerer Netze er-
moglicht und die parallele und verteilte Berechnung erleichtert.

Literatur zur stochastischen Verkehrsmodellierung gibt es vielfiltig, auch ganze Bii-
cher zu einzelnen Teilaspekten. Zur weiteren Vertiefung weisen wir besonders auf [6], [59]
und [20] hin.
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Dynamische Systeme:
Ursache, Wirkung und Wechselwirkung

Einleitung

In diesem Teil betrachten wir Modelle und Simulationen vom Standpunkt des dynamischen
Systems aus, wir sind also an zeitabhidngigen Prozessen interessiert, hier beschrieben durch
eine Bewegung im Zustandsraum. Dieser Zustandsraum wird definiert durch alle Grofien,
die den Zustand des Systems festlegen — einschliefllich aller Information tiber die weite-
re Entwicklung des Systems. In den einfachen Modellen aus der Populationsdynamik in
Kap. 10 kann man da unter Vernachlissigung aller dufleren Einfliisse an die Grofle einer
Pinguinpopulation denken. In einem physikalischen System hingegen werden Positionen
und Geschwindigkeiten von Kérpern eine Rolle spielen, vermutlich auch noch einige weite-
re Parameter. Der Zustand unseres Systems zu einem gewissen Zeitpunkt ist nun ein Punkt
im Zustandsraum, iiber die Zeit hinweg verfolgt ergibt sich eine Bahn (Trajektorie), die die
Entwicklung des Systems beschreibt.
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Kontinuierliche Modelle, die dann in der Regel auf Differentialgleichungen fiithren, wer-
den am Beispiel der Populationsdynamik untersucht werden (einschliefilich eines kleinen
Exkurses mit einem diskreten Zustandsraum).

Und weil man Systeme oftmals nicht nur beobachten und analysieren, sondern diese
auch gezielt beeinflussen (regeln) will, somit nun auch duflerere Einfliisse auf den Zustand
einwirken, werden wir uns auch damit beschiftigen. Hier wird auch die Modellierung (an-
hand eines mechanischen Beispiels) eine Rolle spielen, denn ohne Wissen tiber das zu
beeinflussende System geht es nicht.

Nicht immer ist alles so schon einfach wie bei der Populationsdynamik. In manchen
Systemen, die noch nicht mal unbedingt sehr komplex wirken, ldsst sich sehr seltsames,
chaotisches Verhalten beobachten. Allerdings ist Chaos nicht unbedingt das, was man im
umgangssprachlichen Sinn darunter versteht. Es wird also geklirt, was Chaos tiberhaupt
ist, wie es sich duflert und wo es auftauchen kann.
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Die Entwicklung der Population einer oder mehrerer Tier- oder Pflanzenarten ist ein iiber-
schaubares Beispiel, um die Dynamik eines Systems zu studieren. Der Zustandsraum be-
steht hier aus der Anzahl von Individuen der jeweiligen Art - der Begriff ,Raum® ist daher
etwas irrefithrend, da gerade keine raumliche Auflosung des betrachteten Gebietes vorge-
nommen wird, sondern angenommen wird, dass die Zuwachs- bzw. Abnahmeraten, mit
denen sich die Populationsgréfien verdndern, nur von der Grofie der Populationen abhin-
gen.

Naheliegend wire, diesen Zustandsraum durch natiirliche Zahlen bzw. (im Fall mehre-
rer Arten) durch Tupel natiirlicher Zahlen zu beschreiben, da es sich um die Anzahlen von
Individuen handelt. Ein derartiges Modell, bei dem dann Zu- und Abnahme durch einen
stochastischen Prozess modelliert werden, wird am Ende dieses Kapitels diskutiert. Diese
Modelle werden aber schnell relativ komplex; Modelle, die wesentlich einfacher zu hand-
haben sind, erhélt man, indem man das Wachstum mittels (gew6hnlicher) Differentialglei-
chungen beschreibt. Das bedingt aber, dass die Populationsgréfen durch (nichtnegative)
reelle Zahlen beschrieben werden. Im Fall sehr kleiner Populationen ist das problematisch
- eine Population von 2,5 Pinguinen ist nicht sehr sinnvoll — aber im Fall grofier Populatio-
nen ist dieses Modell gerechtfertigt. In diesem Fall konnen wir auch davon ausgehen, dass
die Gesamtwachstumsrate als Summe vieler unabhingiger Einzelereignisse determinis-
tisch modelliert werden kann, da sich zuféllige Schwankungen tiber eine grof3e Population
gemittelt autheben.

Die kontinuierlichen Modelle werden auf (gewohnliche) Differentialgleichungen fiih-
ren, also das Instrumentarium aus der Analysis (Abschn. 2.2.2) verwenden, insbesondere
aber die Uberlegungen aus dem ersten Teil von Abschn. 2.4.5 (lineare Differentialglei-
chungen mit konstanten Koeffizienten, Differentialgleichungssysteme, Konvergenzverhal-
ten, Richtungsfelder und Trajektorien) weiterfiithren. Fiir das diskrete Modell werden hin-
gegen Methoden aus der Stochastik (diskrete Verteilungen, bedingte Wahrscheinlichkei-
ten) herangezogen werden (Abschn. 2.3).

H.-J. Bungartz et al., Modellbildung und Simulation, eXamen.press, 231
DOI 10.1007/978-3-642-37656-6_10, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2013
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10.1 Modell von Malthus

Das einfachste Populationsdynamikmodell geht zuriick auf den britischen Okonomen
Thomas Robert Malthus, der 1798 in seinem ,,Essay on the Principle of Population® ein
Ein-Spezies-Modell mit konstanten Geburts- und Sterberaten betrachtet.

Fiir die Formulierung als Differentialgleichung sei p(t) die Population zum Zeitpunkt
t (¢, p(t) € [0, 00[). Die Geburtenrate y > 0 gibt die Zahl der Geburten pro Individuum
und Zeiteinheit an, entsprechend die Sterberate § > 0 die Zahl der Sterbefille ebenfalls pro
Individuum und Zeiteinheit. Wir nehmen an, dass die Population eines abgeschlossenen
Gebietes untersucht wird, sodass Geburten und Sterbefille die einzigen Anderungen der
Populationsgrofle sind, die sich somit mit einer Wachstumsrate

A=y-§6

andert. Wesentlich fiir dieses Modell ist, dass die Raten y, § und somit auch A Konstanten
sind, insbesondere unabhingig von der Populationsgrofle p.

Die Populationsidnderung pro Zeiteinheit ist nun das Produkt aus Wachstumsrate und
Population, wir erhalten die lineare Differentialgleichung (vgl. Abschn. 2.4.5)

p(t) = Ap(t)

mit der Losung

p(t) = poe’,

wobei p, die Grof3e der Ausgangspopulation zum Zeitpunkt ¢ = 0 beschreibt.

Was fiir einen Nutzen ziehen wir aus diesem Modell? Die Erkenntnis, dass ungebremstes
Wachstum mit konstanter Wachstumsrate exponentiell verlduft, also im Fall einer positi-
ven Wachstumsrate (Geburtenrate grofSer als Sterberate) exponentiell wichst, ist zwar nicht
sehr tiefsinnig, kann aber fiir die Vorhersage der Population ein wesentlicher Punkt sein.
Fiir kleine Populationsgroflen dhnelt der beobachtete Verlauf noch eher linearem Wachs-
tum; mit grofler werdender Population kommt das Wachstum aber zunehmend in Fahrt
und es kommt zu einer ,,Bevolkerungsexplosion®, in deren Folge die Ressourcen nicht
mehr zur Versorgung ausreichen: Das Wissen, dass exponentielles Wachstum droht, fiihrt
zu einer ganz anderen Prognose als die Annahme linearen Wachstums. Malthus nimmt
iibrigens in seiner Untersuchung des Bevolkerungswachstums fiir die mogliche Nahrungs-
mittelproduktion ein nur lineares Wachstum an und folgert somit, dass ungebremstes Be-
volkerungswachstum in eine Versorgungskrise fiihren muss.
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10.2 Verfeinerte Ein-Spezies-Modelle

Modelle, die gebremstes Wachstum im Fall grof3er Populationen beschreiben, wurden Mit-
te des 19. Jahrhunderts vom belgischen Mathematiker Pierre-Francois Verhulst untersucht,
zwei seiner Modelle werden wir im Folgenden betrachten.

10.2.1 Lineares Modell mit Sattigung

Bleiben wir bei einem linearen Modell, erhalten wir, damit das Wachstum von p nun fiir
grofle Werte von p abnimmit, eine Gleichung

p(t) = Lo = hip(2)

mit A¢ > 0 (fiir kleine Populationen herrscht Wachstum) und A, > 0 (je gréf3er die Popula-
tion, desto geringer das Wachstum). Fiir

p=p:=/h

ist p = 0: p ist ein Gleichgewichtspunkt. Fir p < pist p > 0, fiir p > pist p < 0. Die Losungen
konvergieren je nach Startwert von unten (py < p) oder von oben (py > p) gegen p, das
somit ein stabiler Gleichgewichtspunkt ist. Die Losung lasst sich nach wie vor leicht angeben:

p(t)=p+(po—pe ™.

Abbildung 2.1 in Abschn. 2.4.5 zeigt Losungen fiir diese Gleichung. Dortist Ay = A; = 1/10,
mithin p = 1, was unrealistisch ist, wenn man die Einheit ,, Individuen® unterstellt, aber der
qualitative Verlauf der Losungskurven ist fiir unterschiedliche Skalierungen derselbe.

Dieses Modell beschreibt nun die Anndherung der Population an einen stabilen Gleich-
gewichtspunkt, fiir den sich Geburten und Sterbefille die Waage halten. Inwieweit das hier
unterstellte lineare Verhalten (p wichst proportional mit dem Abstand p — p vom Gleich-
gewichtspunkt) realistisch ist, ist aus dem Modell heraus nicht zu beantworten. Auf jeden
Fall ist aber bei diesem Modell storend, dass es sich fiir kleine Populationen nicht wie er-
wartet dhnlich wie das Modell von Malthus verhilt - solange der Gleichgewichtspunkt weit
entfernt ist, sollte sich ja eigentlich exponentielles Wachstum einstellen; im vorliegenden
Modell nimmt das Wachstum aber von Anfang an ab. Mit einem linearen Modell ist es aus
offensichtlichen Griinden nicht méglich, geringes Wachstum sowohl fiir sehr kleine Popu-
lationen als auch in der Nihe des Gleichgewichtspunkts zu haben, dazwischen aber grofles
Wachstum. Dies motiviert das folgende nichtlineare Modell.
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Abb. 10.1 Rechte Seiten der Differentialgleichungen fiir die drei Ein-Spezies-Modelle: links ex-
ponentielles Wachstum (Malthus), in der Mitte das lineare Modell mit Sittigung und rechts das
quadratische Modell (logistisches Wachstum)

10.2.2 Logistisches Wachstum

Der einfachste Weg, ein Wachstum mit der gewiinschten Charakterisierung (fiir kleine Po-
pulationen #hnlich dem exponentiellen Wachstum, fiir grofe Populationen Ubergang in
eine Sittigung) herzustellen, ist eine rechte Seite der Differentialgleichung vom nichstho-
heren Polynomgrad, also quadratisch in p.

Dazu wihlen wir die Wachstumsrate A(p) (gerechnet pro Individuum und Zeiteinheit)
linear in p:

A(p)=(a-b-p)

mit Parametern a > b > 0 (die Begriindung, warum a grofl im Verhiltnis zu b sein soll,
folgt) und erhalten (nach Multiplikation mit der PopulationsgrofSe) die logistische Differen-
tialgleichung

p() = Mp(1)) p(t) = ap(t) - bp(1)*, (10.1)

wobei wir wieder die Ausgangspopulation p(0) = p, vorgeben konnen.

Abbildung 10.1 zeigt die rechten Seiten der drei bisher behandelten Populationsmodelle
im Vergleich. Man kann aus dieser Skizze bereits erwarten, dass sich das quadratische Mo-
dell (rechts) fiir kleine p dhnlich verhilt wie das Modell von Malthus (links), fiir grofiere p
aber dhnlich wie das Sattigungs-Modell.

Praziser gesagt, sehen wir, dass das neue Modell zwei Gleichgewichtspunkte hat:

« p = 0 fithrt unabhingig von a und b zu p = 0. Linearisiert man die rechte Seite ap — bp*
in p = 0, erhélt man p = ap fiir kleine p. Wegen a > 0 hat die linearisierte Differenti-
algleichung ein instabiles Gleichgewicht in p = 0: Fiir beliebig kleine Storungen p, > 0
stellt sich exponentielles Wachstum ein. Fiir hinreichend kleine p tibertrégt sich diese
Eigenschaft auch auf die Ausgangsgleichung mit quadratischer rechter Seite.

o p=p:=a/bfihrtebenfalls zu p = 0. Linearisierung bei p = a/b ergibt aber p = —a(p -
p) fir p ~ p. Es liegt wegen —a < 0 ein attraktives Gleichgewicht der linearisierten
Differentialgleichung vor, was sich wieder auf die Ausgangsgleichung tibertrigt, wenn
p hinreichend nahe an p liegt.
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Diese Uberlegungen erlauben uns eine qualitative Beschreibung der Losungskurven:

o Fir 0 < py < p/2 wichst die Population monoton. Die Ableitung p wichst, bis bei
p = p/2 ein Wendepunkt erreicht ist; dort ist p = 0 und p maximal. Dann verlangsamt
sich das Wachstum und p konvergiert gegen p.

« Fiir p/2 < po < p verhilt sich die Losung analog, nur die Phase beschleunigten Wachs-
tums entfallt.

o Fiir py = p bleibt p im Gleichgewichtspunkt (und wiirde auch durch kleine Storungen
nicht dauerhaft ausgelenkt).

« Fir py > pist p < 0: Die Population fillt monoton und konvergiert gegen p.

Insgesamt gilt, dass fiir beliebige Anfangswerte po > 0 die Losung gegen p = a/b konver-
giert, das rechtfertigt auch die Forderung a > b. Abbildung 10.2 zeigt das Richtungsfeld
und Losungskurven fiir a = 1, b = 0,01 und verschiedene Anfangswerte py.

Fir die logistische Differentialgleichung lésst sich die Lsung tibrigens auch als ge-
schlossene Formel angeben, es ist

- a-po
p(t)_b~po+(a—b~po)~e’“t'

Im Kapitel tiber Chaostheorie wird ein dhnliches Modell wieder auftauchen (Abschn.
12.2.1), dann aber mit diskreten Zeitschritten und der Annahme p,,4; = r-p,, - (1- p,) mit
Parameter r > 0, sodass (bis auf einen konstanten Faktor) die rechte Seite der logistischen
Differentialgleichung (10.1) als Iterationsfunktion verwendet wird. Sie gibt dort also nicht
mehr die Anderung der Population, sondern die ganze Populationsgréfle im nichsten
Zeitschritt an.
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10.3 Zwei-Spezies-Modelle

Interessanter als einzelne Populationen sind Modelle mit mehreren Arten, die miteinan-
der in Wechselwirkung stehen, sodass mehr Effekte moglich sind. Wir werden uns der
Ubersichtlichkeit halber auf zwei Spezies beschrinken - fiir den linearen Fall hiervon siehe
Abschn. 2.4.5. Es wird ein parametrisiertes Modell eingefiihrt, an dem wir dann zwei Fille
von Wechselwirkung studieren kénnen: zum einen der Kampf zweier Arten um dieselben
Ressourcen und zum anderen eine Rauber-Beute-Beziehung.

Im Folgenden betrachten wir zwei Arten P und Q, die Funktionen p(t) und g(¢) be-
zeichnen die jeweilige Populationsgrofie. Die erste Annahme ist, dass es wie beim Modell
von Malthus und beim logistischen Wachstum Wachstumsraten pro Individuum und Zeit-
einheit gibt, f(p, q) fur Pund g(p, q) fir Q, die nun sowohl von p als auch von q abhiangen;
der Vektor F beschreibe das Wachstum (Wachstumsraten mal Populationsgrof3e):

PY_(fpa)p)_
(q) ) (g(p,q) : q) = F(p.q) . (10.2)

Da wir nur am Fall p > 0 und g > 0 interessiert sind (sonst wiren es wieder weniger als
zwei Populationen), sind die Gleichgewichtspunkte des Systems dadurch gekennzeichnet,
dass beide Wachstumsraten verschwinden: Wir suchen Paare (p, §) mit p,§ > 0 und

f(5,.9)=¢(p.q)=0.

Zur Analyse der Stabilitit eines Gleichgewichtspunkts ersetzen wir im Folgenden ana-
log zu den Uberlegungen im Abschn. 10.2.2 die Differentialgleichung durch eine lineare,
indem wir die rechte Seite F um den Gleichgewichtspunkt (p, §) linearisieren:

RN
F(prq) —h:(p,q)(q_q) .

Fiir die Jacobi-Matrix Jr(p, q) ergibt sich unter Beriicksichtigung der Struktur von F und
wegen f(p,q) = ¢(p,q) =0

o(f(p.9)p) a(f(pq)p) )

o\ ap
Jr(p,q) = (a(gmm) o))
ap 9q

p=p9=9
_ (fp(p, p+f(p.q) fa(p. @)p )
(p-9)q ga(pa)a+ep Dl ;-
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wobei f,(p,q) = of(p,q)/dp etc. die partielle Ableitung bezeichne. In einer hinreichend
kleinen Umgebung von (p, §) verhilt sich die lineare Differentialgleichung

PY_ - [P s [P
(q)—h:(p,q)(q) Jp(p,q)(q) (10.3)

wie die Ausgangsgleichung (10.2); insbesondere bestimmen die Eigenwerte von Jr(p, q)
die Attraktivitdt des Gleichgewichts.

Als nichster Schritt in der Modellierung sind die Wachstumsraten f und g zu definieren.
Wir wihlen hier einen linearen Ansatz (Teilen durch die Komponenten des Gleichgewichts
erspart uns, diese in den weiteren Betrachtungen als zusitzliche Konstanten mitzufiihren):

f(p,q)=(ai-bip-c1q9)/p,
g(p,q) = (a2 - c2p-b29)/q

der im Grenzfall des Verschwindens einer Population dazu fithrt, dass sich fiir die verblei-
bende Population ein quadratisches Modell analog zum logistischen Wachstum einstellt.
Fiir die Jacobi-Matrix Jr(p, ¢) in einem Gleichgewichtspunkt ergibt sich dann

5oy fo(p.@)p f(ﬁ@)f’):(—bl —cl)
(- (gp(f’»q}q gZ(ﬁ’Q)q —c;, -by) "~

Nun sind noch die Parameter festzulegen. Dazu sollen folgende Bedingungen erfillt
sein:

« Die Terme b;, die das verminderte Wachstum bei groflen Populationen beschreiben,
sollen nichtnegativ sein:
b1,b,20. (10.4)

« Eine etwas kiinstliche Bedingung, die aber fiir die folgenden Rechnungen niitzlich sein
wird, ist, dass fiir wenigstens eine Art (hier ohne Einschrankung fiir Q) die Wachstums-
rate durch eine grof3e Population der anderen Spezies (hier also P) vermindert wird:

©2>0. (10.5)

Damit die Wachstumsrate g(p, q) von Q dann iiberhaupt positiv sein kann (was fiir ein
verniinftiges Modell ja der Fall sein sollte), impliziert das die nichste Forderung nach
einem positiven konstanten Term

a,>0. (10.6)

+ Die Eigenwerte der Jacobi-Matrix Jr(p, ) ergeben sich als Nullstellen A/, von (A +
b1)(A + by) - cic,. Wir fordern
b1b2 > (1€ (107)
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denn dann gibt es wegen (10.4) keine Nullstelle mit positivem Realteil. (Um das zu se-
hen, stellt man sich am besten die Parabel zu (A + b1)(A + b,) — cic; = A(A+ by + by) +
bib, — c;c, vor: Fiir byb, — cic; = 0 hat sie Nullstellen A, = 0und A, = -b; - b, <0,
fiir wachsendes b, b, — c; ¢, verschiebt sie sich nach oben, sodass sie zwei negative Null-
stellen hat, bis sie die Abszisse gar nicht mehr schneidet; dann liegen zwei konjugiert
komplexe Losungen mit negativem Realteil vor.) Wenn es unter diesen Bedingungen
einen Gleichgewichtspunkt gibt, ist er somit stabil.

o Nun fehlt noch ein Kriterium fiir die Existenz von (positiven) Gleichgewichtspunkten.
Das lineare Gleichungssystem

=a-bip-cg
=a,-byg—c2p

besitzt wegen Bedingung (10.7) die eindeutige Losung

_ a1b2 —(C1ay _ b1a2 —a)cy

bib; - e, ' bib; - e, ’

die ein Gleichgewicht ist, wenn die Zahler (und damit p, §) positiv sind. Mit (10.4)-
(10.6) lasst sich das schreiben als

bl a1 C]
— 10.8
o b, (10.8)

nur im Fall b, = 0 ist die zweite Ungleichung durch ¢; < 0 zu ersetzen.

Mit den Bedingungen (10.4)-(10.8) ist die Existenz eines stabilen Gleichgewichts gesi-
chert. Im Folgenden werden wir nun zwei Modelle untersuchen, die sich im Vorzeichen
des Parameters c¢; unterscheiden. Zunichst werden wir zwei Arten betrachten, die in Kon-
kurrenz um dieselben Ressourcen stehen: Eine grofie Population von Q vermindert auch
die Wachstumsrate von P; zusitzlich zu (10.5) gilt also die Bedingung

c>0. (10.9)

Im zweiten Beispiel wird eine grof3e Population von Q die Wachstumsrate von P vergro-
Bern — wir stellen uns P als Rduber vor, der umso besser lebt, je mehr Beute Q er findet,
ausgedriickt als Bedingung

<0. (10.10)

Fiir das Konkurrenz-Beispiel wahlen wir die Parameter

300+5\/_ 5 _ 3 35+60\/_ _7 3V3
, b 1= 3,0 = g4 ,by = 5 € T (10.11)

a =
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Es ergibt sich ein Gleichgewichtspunkt (p, §) = (40,10). Die Eigenwerte der Jacobi-Matrix

Jr(p, q) sind =1/10 und -1/20.

Abbildung 10.3 zeigt das Richtungsfeld und die Losung zum Anfangswert (po,qo) =
(2,5,30), Abb. 10.4 die einzelnen Komponenten p(¢) und q(¢). Man erkennt, dass sich die
Losung in der Nahe des Gleichgewichtspunkts sehr dhnlich verhilt wie im linearen Fall
(vgl. Abschn. 2.4.5, insbesondere Abb. 2.2), wihrend sich weiter entfernt andere Effekte

einstellen.

Fiir das Riuber-Beute-Modell (¢; < 0) vereinfachen wir die Situation dadurch, dass wir
die Behinderung durch eine grof3e Population der eigenen Art vernachlissigen, indem wir
b, = b, = 0 wihlen. Dafiir wird der konstante Term a; in der Wachstumsrate des Raubers P
negativ gewihlt: Wenn keine Beute vorhanden ist, geht die Population des Réubers zuriick.
Dann sind die Vorzeichenbedingungen p = a,/c; > 0, § = a;/¢; > 0 automatisch erfiillt.
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Abb.10.5 Lésung zum q(t)
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Die Eigenwerte von Jr(p, ) sind (wegen b; = 0) rein imaginir: Der Gleichgewichts-
punkt ist zwar stabil, aber nicht attraktiv. Statt einer Konvergenz zum Gleichgewicht stellt
sich eine periodische Oszillation ein.

Wihlen wir zum Beispiel

1
a=-5, ¢q=—-—, a,=20, =2, 10.12
1 1575 2 2 ( )

dann ergibt sich ein Gleichgewichtspunkt (p, ) = (10,100), und die Eigenwerte der Jacobi-
Matrix Jr(p, q) sind +i/100.

Abbildung 10.5 zeigt die Losung zum Anfangswert (po, qo) = (5,50), Abb. 10.6 die
einzelnen Komponenten p(t) und g(¢). Man erkennt deutlich, wie eine grofle Rauberpo-
pulation p zu einem Einbruch der Beutepopulation q fithrt, die dann - zeitverzogert — auch
zu einem Riickgang der Rauber fiithrt. Dadurch wiederum erholt sich die Population der
Beute und der Zyklus beginnt von Neuem.

10.4 Ein diskretes Ein-Spezies-Modell

Zum Abschluss der Populationsdynamikmodelle betrachten wir nun noch kurz ein dis-
kretes Modell. Da die Population in Wirklichkeit eine diskrete Grof3e ist, scheint dieser
Ansatz zunichst naheliegend; es stellt sich aber heraus, dass die diskreten Modelle wesent-
lich unhandlicher sind als die kontinuierlichen (weshalb hier auch nur ein sehr einfacher
Fall vorgestellt werden soll).

Zunéchst ist der Zustandsraum eine diskrete Grofle X(t) € N, die die Anzahl der In-
dividuen zum Zeitpunkt t beschreibt. Das Problem ist, dass wir nun mit gegebener Popu-
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lation, Geburts- und Sterberate nicht wie im kontinuierlichen Fall einfach die Population
fortschreiben konnen: Geburten und Sterbefille, die nur noch ganzzahlige Populationsén-
derungen bewirken kénnen, miissen nun als zufillige Ereignisse modelliert werden. Wir
erhalten einen stochastischen Prozess, der kontinuierlich in der Zeit, aber diskret im Zu-
standsraum ist (vgl. Abschn. 9.4).

In Wirklichkeit ist also nicht mehr eine Losung X (t) zu bestimmen, sondern die Ver-
teilung von X, die angibt, mit welcher Wahrscheinlichkeit P(X(t) = x) zum Zeitpunkt ¢
genau x Individuen vorgefunden werden. Die zeitliche Entwicklung dieser Verteilung ist
nun gesucht.

Im Folgenden verwenden wir

(1) == P(X(¢) = x)

als Abkiirzung fiir die gesuchten Wahrscheinlichkeiten; um die Dinge einfach zu halten,
nehmen wir die Geburtenrate y als konstant und die Sterberate § als null an. (Anders als im
kontinuierlichen Modell kommt es hier auf beide Gréf3en und nicht nur auf deren Differenz
an; in unserem Beispiel liegt ein reiner Geburtsprozess vor, vgl. Abb. 9.13).

Wenn wir die Verteilung 7, (t), x € N kennen, konnen wir daraus auf die Verteilung
fiir ein kleines Zeitintervall §¢ spater schlieflen: Die Wahrscheinlichkeit, dass es unter der
Bedingung X (t) = x zu einer Geburt kommt, ist im Grenzwert 8¢ — 0 das Produkt aus
Geburtenrate, Population und Zeitintervall yxdt. Die absolute Wahrscheinlichkeit, dass
der Zustand X () = x in den Zustand X (¢+8¢) = x+1 {ibergeht, betrigt dann im Grenzwert
0t — 0 nach den Rechenregeln fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten yx8tm,(t) .
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Abb.10.7 Zeitliche Entwick- A
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Fiir die Wahrscheinlichkeit, zum Zeitpunkt ¢ + §t eine Population der Grofle x vorzu-
finden, gilt fur 6t - 0

(1 +6t) = m,(t)

—yxdtm,(t)
———
Geburten im Zustand X = x

+y(x =1)8tm,(t)
—_—
Geburten im Zustand X = x — 1

(wobei 7y (t) = 0 gesetzt wird) und somit

T (8) = =pxme (8) + y(x = D)y (8) .
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Wir haben ein unendliches System von Differentialgleichungen, das die Entwicklung der
Verteilung beschreibt.

Fiir die Anfangswerte nehmen wir — unter Hintanstellung des Wunsches nach biologi-
scher Exaktheit — an, dass die Ausgangspopulation fiir t = 0 aus einem Individuum besteht:

71(0) =1und 7, (0) =0 fiirx > 1.
Dann lasst sich die Losung des Systems als geschlossene Formel angeben:
me(t)=e V' (1-e) .
Abbildung 10.7 zeigt die zeitliche Entwicklung der Verteilungsfunktion P(X(t) < x)
fiir die Geburtenrate y = 1/4 und fiir die Zeitpunkte ¢ = 0 (Ausgangspopulation), ¢t = 2,
t=4undt=6.

Interessant ist hier noch, den Erwartungswert E(X(¢)) der Population zum Zeitpunkt
t zu berechnen, er ergibt sich namlich zu

E(X(t)) = et .

Das stellt eine Beziehung zum (kontinuierlichen) Modell von Malthus her, das in diesem
Fall genau den Erwartungswert des diskreten Modells wiedergibt.



Regelung

Das Ziel der Regelungstechnik ist, ein dynamisches System von auflen so zu beeinflussen,
dass es sich auf eine gewiinschte Weise verhlt. Dabei wird das Verhalten stindig durch
einen Vergleich von Soll- und Ist-Werten des Systems tiberwacht, und bei Abweichung wird
das System mit dem Ziel beeinflusst, diese Abweichung zu minimieren. Aufgrund von die-
ser Riickkopplung spricht man vom geschlossenen Regelkreis. Findet keine Riickkopplung
statt, findet die Einflussnahme also ohne Wissen iiber den tatsachlichen Zustand des Sys-
tems statt, spricht man nicht von Regelung, sondern von Steuerung.

Im tdglichen Leben handelt der Mensch sehr hiufig selbst als Regler, z. B. unter der
Dusche beim Einstellen der Wassertemperatur. Der Soll-Zustand ist eine angenehme Was-
sertemperatur, der Ist-Zustand weicht leider viel zu hiufig stark davon ab. Wir verdndern
solange die Stellung des Wasserhahns, bis die Abweichung vom Sollwert fiir unsere Bediirf-
nisse gering genug ist. Auch in der Natur kommen Regelungen vor. In unserem Korper gibt
es eine Vielzahl an Regelkreisen, die Groflen wie z. B. die Kérpertemperatur oder den Blut-
druck auf bestimmten Werten halten.

Thren hauptsichlichen Einsatz findet die Regelungstechnik heutzutage bei technischen
Systemen. Bekannte Anwendungsgebiete sind z. B. Klimaanlagen oder Fahrsicherheitssys-
teme wie ABS und ESP. Aber auch bei nichttechnischen Systemen findet die Regelungs-
technik Anwendung, z. B. in der Okonomie oder bei der Analyse biologischer Regelungen.
In jedem Fall gehort zur Regelungstechnik immer auch die Modellierung des zu regelnden
Systems. Wir gehen in Abschn. 11.2 exemplarisch auf eine solche Modellierung anhand
eines mechanisches Systems ein.

Es gibt viele verschiedene Ansitze, ein gegebenes Regelungsziel zu erreichen. Bei Me-
thoden aus dem Bereich der ,,klassischen Regelungstechnik®, auf die wir in Abschn. 11.1.4
kurz eingehen, wird ein Regler so entworfen, dass der geschlossene Regelkreis bestimm-
te, mathematisch definierbare, Eigenschaften aufweist. Ein Vorteil dieser Vorgehensweise
ist, dass man die Reaktion des Regelkreises auf bestimmte Eingaben gut vorausberechnen
kann und so verschiedenste Giitekriterien durch einen entsprechenden Entwurf des Reg-
lers erfiillt werden konnen.

H.-J. Bungartz et al., Modellbildung und Simulation, eXamen.press, 245
DOI 10.1007/978-3-642-37656-6_11, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2013
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Abb.11.1 Einfacher me- offenes geschlossenes

chanischer Regler zur Ventil Ventil
ISchwimmer|

Zuflussregelung

Fullstand
Fullstand

Ein Problem bei der klassischen Regelungstechnik ist allerdings, dass viele Informa-
tionen iiber die Regelstrecke bekannt sein miissen, um ein halbwegs zuverldssiges Modell
der Strecke aufzustellen. AufSerdem ist der anschlieffende Reglerentwurf oftmals immer
noch sehr kompliziert. Nicht in allem Fillen ist dieser Aufwand notwendig. Bei der Fuzzy-
Regelung, die den Hauptteil dieses Kapitels ausmacht, wird versucht, einen Regler nach dem
Vorbild eines menschlichen ,,Reglers® zu entwerfen. Wenn z. B. ein Regler entworfen wer-
den soll, mit dem ein Fahrzeug einen sicheren Abstand zum vorausfahrenden Fahrzeug
hilt, so wire dies mit der klassischen Regelungstechnik recht aufwindig. Die menschliche
Methode, stark abzubremsen, wenn der Abstand viel zu klein wird, bzw. etwas mehr Gas
zu geben, wenn der Abstand langsam grofier wird, funktioniert normalerweise aber auch
ganz gut. Die Fuzzy-Regelung versucht genau dieses Verhalten nachzubilden.

Als Grundlagen fiir das Verstindnis dieses Kapitels werden aus dem Instrumentarium
Abschn. 2.1 und die Abschnitte zur Analysis und zur Numerik gewohnlicher Differenti-
algleichungen benétigt. Dariiber hinaus ist ein rudimentéres physikalisches Grundwissen
hilfreich.

11.1 Regelungstechnische Grundlagen

Wir werden in diesem Kapitel haufig den Begriff ,,System® verwenden. Im regelungstech-
nischen Zusammenhang ist damit eine abgrenzbare Einheit mit beliebig vielen Ein- und
Ausgingen gemeint. Nach dieser doch sehr schwammigen Definition ldsst sich eigentlich
alles irgendwie als System sehen, und genau darum geht es auch in der Regelungstechnik,
namlich einen Teilbereich der Wirklichkeit, der beeinflusst werden soll, einzugrenzen, und
festzustellen, welche Informationen iiber diesen Bereich verfiigbar sind (Ausgdnge), und
iiber welche Groflen Einfluss genommen werden kann (Einginge). Sowohl beispielsweise
ein zu regelndes Gerit als auch der Regler selbst sind Systeme. Heutzutage sind viele Regler
elektronisch, z. B. Fahrerassistenzsysteme wie ABS im Auto. Es gab allerdings auch schon
viel frither rein mechanische Regelungen, die bis heute Anwendung finden.

Ein anschauliches Beispiel fiir einen mechanischen Regler ist eine Zuflussregelung, wie
sie in Spiilkdsten von Toiletten verwendet wird. In Abb. 11.1 ist eine solche Regelung sche-
matisch dargestellt. In linken Teil der Abbildung ist der gewiinschte Fiillstand noch nicht
erreicht, daher flief3t Wasser iiber den Zufluss in den Kasten. Durch den steigenden Wasser-
stand wird der Schwimmer nach oben gedriickt. Dadurch wird tiber einen Hebel das Ventil
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Abb. 11.2 Struktur eines ein- Stérung| z(t)
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am Zufluss geschlossen. In der rechten Abbildung ist der maximale Fiillstand erreicht und
das Ventil komplett geschlossen. Dieses Beispiel ist zwar sehr einfach, in der grundsitzli-
chen Funktionsweise aber durchaus mit komplexeren Regelsystemen vergleichbar.

11.1.1 Regelkreis

Ob nun ein klassischer Regler oder eine Fuzzy-Regelung verwendet wird, die prinzipielle
Arbeitsweise, wie sie in Abb. 11.2 veranschaulicht ist, ist grofitenteils gleich. Die Blocke in
der Abbildung stellen einzelne dynamische Systeme dar, in diesem Fall also die Regelstre-
cke (d. h. das zu regelnde System) und der Regler selbst. Die Pfeile sind Signale, die auf ein
System einwirken. Bei der obigen Zuflussregelung entspricht die Regelstrecke dem Was-
serkasten, der als Eingangssignal die Zuflussmenge und als Ausgangssignal die Messung des
Fillstands hat. Indirekt ist dieser Fillstand wieder eine EingangsgrofSe fiir den Regler, in
diesem Fall das System bestehend aus Schwimmer, Hebel und Ventil. Diese Riickkopplung
ist unentbehrlich, denn sie schlieflt den Regelkreis und macht den Unterschied zwischen
einer Regelung und einer Steuerung. Durch diese Riickkopplung merkt der Regler, wie die
Regelstrecke sich verhilt, und damit auch, wie sie auf die Vorgaben des Reglers reagiert.
Dieser kann darauf wiederum entsprechend reagieren, also regelnd eingreifen. Dies ge-
schieht tiber das Ausgangssignal des Reglers, im Falle der obigen Zuflussregelung ist das
die Ventilstellung bzw. die Zuflussmenge.

Wesentlich fiir den Reglerentwurf ist das Wissen tiber die Regelstrecke. Je mehr man
iiber die Regelstrecke weif3, desto leichter ist es im Allgemeinen, ein gefordertes Regelziel
zu erreichen. Im schlechtesten Fall ist das System eine Black Box, bei der aufler den Mes-
sungen der Ausgangsgrofie iiber das System nichts bekannt ist. Durch Messwerte y(t) (und
nur durch diese) lassen sich Riickschliisse auf den Zustand des Systems ziehen. Um zu er-
kennen, ob sich das System wie gewiinscht verhilt, muss man also zunichst wissen, welche
Messwerte sich durch das System ergidben, wenn es sich optimal verhalten wiirde. Diese
»gewiinschten Messwerte“ nennen wir zukiinftig Fiihrungsgriffe w(t), und die Differenz
zwischen der Fithrungsgrofle und den tatsdchlichen Messwerten nennen wir Sollwertab-
weichung e(t). Die Aufgabe des Reglers ist, mit Hilfe der Stellgrole u(t) das System (die
Regelstrecke) so zu beeinflussen, dass die Sollwertabweichung gegen null geht, wobei in
der Regel weitere Einfliisse eine Storung z(t) bewirken. Der geschlossene Regelkreis aus
der Abbildung kann wiederum als ein System verstanden werden, das als Eingangssignale
die Fithrungsgrofle w(t) und die Stérung z(¢) erhilt und den Messwert y(t) ausgibt.
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11.1.2 Beschreibung linearer dynamischer Systeme

Der Regelkreis in Abb. 11.2 ist ein dynamisches System, das selbst aufgebaut ist aus zwei
anderen dynamischen Systemen, ndmlich dem Regler und der Regelstrecke. Es gibt ver-
schiedene Moglichkeiten, dynamische Systeme zu beschreiben. Wir gehen im Folgenden
davon aus, dass eine Differentialgleichung vorliegt, die das komplette Verhalten des Systems
beschreibt. Wie man eine solche Differentialgleichung erhalten kann, wird exemplarisch in
Abschn. 11.2 demonstriert. Ausgehend von einer Differentialgleichung hoherer Ordnung
ldsst sich ein System von Differentialgleichungen erster Ordnung herleiten. Dies fiithrt uns
zu einem Zustandsraummodell (siehe Abschn. 11.2.1). Sowohl die Regelstrecke und der
Regler als auch der geschlossene Regelkreis lassen sich als Zustandsraummodell darstel-
len.

Eine alternative Darstellungsform zur Beschreibung dynamischer Systeme erhilt man
durch die Laplace-Transformation der Differentialgleichung vom Zeitbereich in den
Frequenzbereich. Man erhilt damit statt der Differentialgleichung eine algebraische Glei-
chung. Fiir viele Methoden des Reglerentwurfs ist diese Darstellung anschaulicher als die
im Zeitbereich. So tief wollen wir im Rahmen dieses Buches allerdings nicht in die Rege-
lungstechnik einsteigen, daher werden wir im Folgenden nur die Zeitbereichsdarstellung
verwenden. Die grundsitzlichen Uberlegungen gelten sowieso fiir beide Darstellungsfor-
men.

In Abschn. 11.4 werden wir noch eine weitere, vollig andere, Beschreibungsform fiir
dynamische Systeme kennen lernen, die aber normalerweise weder linear ist, noch dafiir
geeignet ist, reale Systeme mathematisch exakt abzubilden. Diese regelbasierten Fuzzy-
Systeme bilden aber die Grundlage fiir den Entwurf von Fuzzy-Reglern.

11.1.3 Anforderungen an den Regler

Die Forderungen, die an einen Regler gestellt werden, kénnen je nach Anwendung sehr
vielfiltig sein. Einige der Forderungen iiberschneiden sich, andere kénnen sich aber auch
widersprechen. Wir gehen hier kurz auf ein paar der wichtigsten Giitekriterien ein.

Sollwertfolge Ein Regler hat im Allgemeinen die Aufgabe, ein System so zu beeinflussen,
dass es sich auf eine vorgegebene Art verhilt. Dies geschieht nach Abb. 11.2 durch Vorgabe
einer Fithrungsgrofle, der das System zu folgen hat. Eine offensichtliche Anforderung an
den Regler ist es also, die Sollwertabweichung auf null zu bringen.

Ubergangsverhalten Das Ubergangsverhalten beschreibt, wie der Regler auf eine Ande-
rung der Fithrungsgrofle reagiert. Normalerweise ist es nicht moglich, der Fithrungsgrofie
ohne zeitliche Verzogerung sofort nachzufolgen. Man kann einen Regler zwar so ausle-
gen, dass die Sollwertabweichung sehr schnell kleiner wird, dies hat aber auch hiufig ein
Uberschwingen zur Folge. Bei manchen Anwendungen muss dieses Uberschwingen aber
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vermieden werden. Ein Regler, der ein Fahrzeug in der Spur halten soll, darf natiirlich beim
Abkommen von der Spur nicht durch tiberschwingendes Regelverhalten das Fahrzeug auf
die Gegenspur bringen. Je nach Anwendung ist das gewiinschte Ubergangsverhalten also
ein anderes und muss vom Regler berticksichtigt werden.

Stérkompensation Wie in Abb. 11.2 eingezeichnet, wird die Regelstrecke von Storun-
gen beeinflusst. Aber auch an weiteren Stellen im Regelkreis konnen Stérungen auftreten,
z. B. beim Messen oder auch bei der Vorgabe der Fiihrungsgrof3e. Diese Stérungen soll-
ten natiirlich moglichst keinen Einfluss auf das geregelte System haben. Diese Forderung
widerspricht aber der geforderten Sollwertfolge. Der Regler kann schliefSlich nicht erken-
nen, ob die Sollwertabweichung, die er als Eingabe erhilt, eine tatsichliche Abweichung
ist oder von Storungen verursacht wurde. Es muss also ein Kompromiss gefunden werden,
der beide Anforderungen berticksichtigt.

Robustheit Wie wir spater noch sehen werden, benétigen v. a. klassische Regler ein Mo-
dell der Regelstrecke. Dieses Modell ist nur eine Anniherungan die tatséchliche Regelstre-
cke. Der auf Basis des Modells entworfene Regler muss dennoch auch fiir das reale System
die gestellten Anforderungen erfiillen. Diese Eigenschaft nennt man Robustheit.

11.1.4 PID-Regler

Wir haben schon angedeutet, dass bei der klassischen Regelungstechnik die Modellierung
der Regelstrecke und der anschlieflende Reglerentwurf sehr komplex sind. Wir werden
daher in diesem Buch nur sehr kurz auf die klassische Regelungstechnik eingehen und ver-
weisen fiir eine ausfiihrliche Betrachtung der mathematischen Grundlagen auf [41]. Wie
in Abb. 11.2 zu sehen, erhilt der Regler als Eingangssignal die Sollwertabweichung und
gibt die Stellgrole aus. Der Regler kann daher als Ubertragungsglied bezeichnet werden,
das ein Eingangssignal auf ein Ausgangssignal iibertragt. Intern kann der Regler iiblicher-
weise wieder als Zusammenstellung verschiedener Ubertragungsglieder dargestellt wer-
den. Drei Typen von Ubertragungsgliedern kommen dabei sehr haufig vor, namlich das
Proportional- (P), das Integral- (I) und das Differential-Glied (D). Daher werden die daraus
aufgebauten Regler auch als PID-Regler bezeichnet.

Proportionalglied Bei einem proportionalen Ubertragungsglied ist das Ausgangssignal
proportional zum Eingangssignal, das Eingangssignal wird also mit einem konstanten Fak-
tor Kp multipliziert. Zum Zeitpunkt ¢; gilt daher fiir die Ausgabe

M(ti) = Kp . e(ti) .

Das Eingangssignal ist ja die Abweichung des Soll-Werts vom Ist-Wert. Je grofler diese
Abweichung ist, desto mehr sollte der Regler gegensteuern. Die Aufgabe des Proportio-
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nalglieds ist also der Abweichung vom Soll-Wert entgegenzuwirken. Manche sehr einfa-
chen Probleme lassen sich bereits mit einem einfachen Proportionalglied regeln. Die Zu-
flussregelung aus Abb. 11.1 ist ein solches Beispiel.

Integralglied Beim Integralglied ist die Ausgangsgréfle proportional zum Integral der
Eingangsgrofe. Je linger also eine Sollwertabweichung besteht, desto gréler wird das In-
tegral und desto starker wirkt diese Komponente auf die Regelstrecke ein. Damit wird
eine dauerhafte Sollwertabweichung vermieden. Wenn wir statt des Integrals die Summe
der diskretisierten Sollwertabweichungen verwenden, ergibt sich folgende Formel fiir die
Ubertragung des Eingangssignals:

u(t;) =Kr-(t; —timg) - Ze(tj) .
j

Das P-Glied kann in vielen realen Systemen eine Sollwertabweichung nicht verhindern, da
es immer proportional mit konstantem Faktor auf die Sollwertabweichung reagiert. Die-
ser Faktor wurde irgendwann wihrend des Reglerentwurfs bestimmt. Das reale System
reagiert aber iiblicherweise etwas anders als das im Entwurf verwendete Modell, oder es
treten sonstige unvorhergesehene Stérungen auf. Das I-Glied sorgt dafiir, dass auch eine
kleine Sollwertabweichung langfristig eine Veranderung der Stellgréle zur Folge hat.

Differentialglied Das Differentialglied reagiert proportional auf Anderungen der Ein-
gangsgrofle. Fir das D-Glied ist die Grofle der Sollwertabweichung daher unerheblich, es
kommt nur auf die Zu- bzw. Abnahme der Abweichung an. Die Ausgabe lautet

(t:i) —e(ti1) .

e
u(ti):KD. ti—tig
1 1—

Wenn der Regler auf eine starke Zunahme der Abweichung nicht reagiert und die Abwei-
chung anhilt, wird das System die Ruhelage schnell verlassen. Erst dann werden die P- und
I-Anteile darauf reagieren. Wenn beispielsweise die Temperatur in einem Raum abfillt, so
sollte eine Temperaturregelung die Heizung nicht erst dann hochdrehen, wenn es schon zu
kalt ist, sondern schon sobald sich abzeichnet, dass es kilter wird. Genau dies wird durch
ein Differentialglied erreicht.

Bestimmung der Parameter Zur genauen Festlegung der genannten Glieder ist jeweils
ein Parameter nétig. Dies ist die eigentliche regelungstechnische Herausforderung. Wie in
11.1.2 erwihnt, ldsst sich der Regelkreis als Zustandsraummodell darstellen. Entscheidend
ist nun die Stabilitét dieses Zustandsraummodells. Die Parameter des PID-Reglers miissen
so gewihlt werden, dass das System stabil ist. Hier wird nicht naher auf diese Stabilitdtsun-
tersuchung eingegangen, da die Vorgehensweise prinzipiell ahnlich ist zu der bei Modellen
der Populationsdynamik (Kap. 10) und der Chaostheorie (Kap. 12).
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Viele einfache Systeme aus verschiedenen Anwendungsbereichen lassen sich anhand
ihrer Eigenschaften in ein paar wenige Kategorien einteilen. Sofern man fiir ein solches
System das Verhalten in etwa kennt, kann man auf die Modellierung und damit auf die Auf-
stellung eines Zustandsraummodells manchmal verzichten, indem man einen typischen
Regler fiir die jeweilige Kategorie verwendet, und durch Einstellung der Parameter an das
konkrete Problem anpasst. Fiir komplexere Probleme und vor allem auch fiir instabile Sys-
teme lédsst sich die meist sehr aufwendige Modellbildung allerdings kaum umgehen.

1.2 Exemplarische Modellierung eines Mehrkorpersystems

Wie schon angedeutet, wird fiir den klassischen Reglerentwurf ein mathematisches Mo-
dell des zu regelnden Systems bendtigt. Das ist aber keineswegs der einzige Grund, ein
Modell zu erstellen. Wahrend der Entwicklung eines Reglers kann es notig sein, ihn zu tes-
ten. Experimente am echten System sind aber oftmals nicht oder nur mit groflem Aufwand
moglich. Zum einen kénnen die Kosten fiir solche Experimente sehr hoch sein, zum ande-
ren konnen Experimente an manchen Systemen aber auch sehr gefihrlich sein. In solchen
Fillen empfiehlt es sich, den Regler an einer Simulation des Systems zu testen. Dazu muss
zunichst ein Modell aufgestellt werden. Da zumindest der klassische Regler mit Hilfe eines
Modells entworfen wird, wird er fiir genau dieses Modell normalerweise auch problem-
los funktionieren. Soll die Robustheit eines solchen Reglers an einer Simulation getestet
werden, sollte dafiir ein anderes Modell oder zumindest ein gestortes Modell verwendet
werden.

Die nétige Qualitdt des Modells hingt ganz davon ab, worin die Regelungsaufgabe be-
steht. Nehmen wir als Beispiel nochmals das Antiblockiersystem. Natiirlich ist fiir den
Entwurf eines solchen Reglers ein Modell des Fahrzeugs nétig, allerdings kann man auf
manche Teile ohne weiteres verzichten. Beispielsweise haben die Scheibenwischer oder die
Klimaanlage nur einen sehr geringen Einfluss auf das Fahrverhalten. Fiir die Temperatur-
regelung im Fahrzeug wiederum ist eine Modellierung der Bremsen unnétig. Das Modell
wird also immer so einfach wie méglich gehalten.

So vielfiltig die Einsatzszenarien fiir Regler sind, so vielfaltig sind auch die Vorgehens-
weisen, Modelle fiir diese Szenarien zu entwickeln. Zur Veranschaulichung der regelungs-
technischen Methoden beschrinken wir uns auf ein einfaches mechanisches Beispiel, ndm-
lich das sogenannte invertierte Pendel. Bei diesem geht es darum, eine frei drehbar an einem
Wagen befestigte Stange durch die Bewegung des Wagens senkrecht nach oben gerichtet
zu balancieren. Diese Stellung des Pendels ist eine instabile Ruhelage, d. h., bei kleinsten
Storungen beginnt das Pendel zu kippen und der Regler muss entsprechend reagieren. In
Abb. 11.3 ist auf der linken Seite ein solches System schematisch dargestellt.

Schon fiir dieses relativ einfache mechanische System gibt es verschiedene Methoden
der Modellierung. Zwei dieser Methoden werden wir im Folgenden verwenden, um ein
Modell aufzustellen. Es soll und kann hier aber keine ausfithrliche Einfiihrung in die Tech-
nische Mechanik gegeben werden, sondern es soll ein Gespiir dafiir vermittelt werden, wie



252 1 Regelung

Abb. 11.3 Invertiertes Pendel
(links) und freigeschnittene
Komponenten (rechts)

(x5, vs)
S,
) mg
F
S
O O S

eine Modellierung mechanischer Systeme ablaufen kann. Fiir ein tieferes Verstdndnis der
zugrunde liegenden Mechanik verweisen wir auf [30].

11.2.1 Linearisiertes Modell mit Impuls- und Drallsatz

Das invertierte Pendel ist ein sogenanntes Mehrkorpersystem. Es besteht aus zwei starren
Korpern, die gekoppelt sind. Eine Moglichkeit der Modellierung ist, fiir jeden Kérper
Impuls- und Drallsitze aufzustellen und daraus unter Beriicksichtigung der Kopplungen
ein System von Differentialgleichungen herzuleiten. Wir werden dies im Folgenden tun,
allerdings in stark vereinfachter Form, ndmlich linearisiert um die instabile Ruhelage. Das
bedeutet, dass unser Modell nur dann giiltig ist, wenn der Stab sich in einer nahezu senk-
rechten Position befindet. Sofern das Modell dazu verwendet werden soll, den Stab in der
senkrechten Position zu halten, geniigt dies, da in diesem Fall keine starken Auslenkungen
aus der senkrechten Position stattfinden. Reibungseffekte werden ebenfalls vernachlissigt.

Der erste Schritt ist das Freischneiden. Dabei werden die einzelnen Komponenten des
Systems (in diesem Fall Wagen und Stab) getrennt betrachtet und die jeweils wirkenden
Krifte eingezeichnet (Abb. 11.3 rechts). An der Verbindungsstelle von Wagen und Stab
iiben die beiden Koérper Kraft aufeinander aus, die hier in x- und y- Komponenten zerlegt
wurde. Aufgrund des dritten Newtonschen Gesetzes entsprechen die Krifte, die der Wa-
gen auf das Pendel ausiibt, genau denen, die das Pendel aus den Wagen austibt. Mit Hilfe
von Impuls- und Drallsatz konnen nun die Bewegungsgleichungen aufgestellt werden. Der
Impulssatz

mi =Y F; (11.1)

besagt vereinfacht ausgedriickt, dass die Summe der auf einen Korper wirkenden Krifte
dem Produkt aus Masse und Beschleunigung entspricht. Analog dazu besagt der Drallsatz

0p=>M;, (11.2)

dass die Summe der Momente dem Produkt aus Trigheitsmoment und Drehbeschleu-
nigung entspricht. Mit (11.1) und den Uberlegungen aus Abb. 11.3 erhalten wir fiir den
Impulssatz des Wagens in x-Richtung

meW:F—Sx, (113)
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wobei myy die Masse das Wagens ist. Den Impulssatz fir die y-Richtung benétigen wir
nicht, da der Wagen sich nur in x-Richtung bewegen kann. Fiir den Stab mit Masse mg
und Linge [ erhalten wir analog den Impulssatz in x- und y-Richtung:

mSjés = Sx s (11.4)
msj}S:Sy—mSg. (115)

Da Stab und Wagen miteinander verbunden sind, hiangt die Position des Pendelschwer-
punkts von der Position des Wagens wie folgt ab:

)
xs:xw—zsin(p, (11.6)
Ys = écosrp. (11.7)

Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass wir das Pendel nur fiir sehr kleine Auslenkun-
gen aus der instabilen Ruhelage betrachten miissen. Dadurch kénnen wir sin(¢) annihern
durch ¢ und cos(¢) durch 1. Dadurch vereinfachen sich (11.6) und (11.7) zu

I
XSIXW—Egb, (118)

I
Vs = 5" (11.9)

Zweimaliges Ableiten von (11.8) ergibt

I

xS:xW—EgZS.

Da nach (11.9) die y-Position konstant ist, gibt es keine Beschleunigung in y-Richtung.
Durch Einsetzen in (11.4) bzw. (11.5) erhilt man die Gleichungen

l.

SxI mg (Xw—igb) 5 (1110)

Sy = msg (11.11)

fir die Krifte an der Verbindungsstelle. Durch Einsetzen in (11.3) erhélt man die Bewe-
gungsgleichung

l.
(mw+mg)5éw—m55¢:F (1112)
des Wagens. Fiir die Bewegungsgleichung des Pendels muss noch der Drallsatz aufgestellt

werden. Dazu miissen zundchst alle auf den Stab einwirkenden Momente bestimmt wer-
den. Da nur Krifte, deren Wirkungslinie nicht durch den Schwerpunkt geht, ein Moment
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verursachen, verursachen nur S, und S, ein Moment (siche Abb. 11.3 rechts). Mit (11.2)
und unter Beriicksichtigung der Linearisierung ergibt sich daher der Drallsatz

o] )
®¢ = ESJ,(/) + ES,C

fiir das Pendel. Einsetzen von (11.10) und (11.11) zusammen mit dem Trigheitsmoment
® = 1/12mgl?* des Stabes (gilt fiir diinne Stibe beziiglich des Schwerpunkts) liefert die
Bewegungsgleichung

12\ . 1

— = - X 11.13

(3)¢ 5 (08 +%w) (11.13)

fiir den Stab. Die Gleichungen (11.12) und (11.13) beschreiben die Bewegung des invertier-
ten Pendels im Bereich der instabilen Ruhelage. Trotz des relativ einfachen Systems und der
Vereinfachung durch Linearisierung erfordert die Modellierung schon einen relativ hohen
Aufwand.

Lineares Zustandsraummodell Das im letzten Abschnitt hergeleitete Modell liegt in
Form zweier Differentialgleichungen zweiter Ordnung vor. In jeder der Gleichungen kam
sowohl ¢ als auch iy vor. Da die Position des Pendelschwerpunkts xs nicht mehr explizit
in den Gleichungen vorkommt, sondern nur noch die des Wagens xy, sprechen wir im
Folgenden nur noch von der Position x und meinen damit die Position des Wagens. Diese
Darstellung des Modells in Form von Differentialgleichungen ist weder sonderlich an-
schaulich, noch geschickt fiir die spitere Simulation. Eine giinstigere Darstellungsform ist
ein Zustandsraummodell, in das grundsitzlich jedes dynamische System tiberfithrt werden
kann. Der Zustand jedes Systems kann durch eine bestimmte Anzahl an Variablen bzw.
Zustanden exakt beschrieben werden. Das System aus Abb. 11.1 beispielsweise ldsst sich
durch einen Zustand, ndmlich die Hohe des Fiillstands, beschreiben. Fiir das invertierte
Pendel werden genau vier Zustidnde benétigt. Dies sind zum einen die Position des Wagens
und der Winkel des Pendels und zum anderen die Geschwindigkeit des Wagens und die
Drehgeschwindigkeit des Pendels. Durch diese vier Variablen wird der Zustandsraum des
Pendels aufgespannt. Das dynamische Verhalten des Pendels entspricht einer Trajektorie in
diesem Raum, und ein einzelner Punkt (x,v, ¢, w)” im Raum definiert einen eindeutigen
Zustand des Systems. Die Anderung eines Zustands hingt zum einen vom Zustand selbst
ab, zum anderen auch von dufleren Einfliissen. Wenn wir annehmen, dass ein lineares
System mit n Zustidnden ein Eingangssignal u(t) und kein Ausgangssignal hat, kommt
man auf die allgemeine Form

x(t) = Ax(t) + bu(t) . (11.14)

Dabei haben die Vektoren x(¢), x(¢) und b je n Elemente und A ist eine n x n-Matrix.
Wir leiten nun aus den Bewegungsgleichungen (11.13) und (11.12) des linearisierten

Pendels das Zustandsraummodell her. Da in beiden Gleichungen sowohl ¢ als auch & vor-

kommen, eliminieren wir zunéchst durch wechselseitiges Einsetzen in jeder Gleichung eine
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der beiden Gréflen und erhalten damit

k:c(lms¢g+§Fl) , (11.15)
¢ =2c(pg(mwy +mg) +F) , (11.16)
mit der Konstanten 3

€= l(4mw+ ms) '

Nun transformieren wir das System zweier Differentialgleichungen zweiter Ordnung in
ein System aus vier Differentialgleichungen erster Ordnung. Dazu fithren wir die beiden
zusiétzlichen Variablen v und w ein:

xXxX=v,
b-w.

Die zusitzlich eingefithrten Variablen haben in diesem Fall eine physikalische Bedeutung,
sie entsprechen der Geschwindigkeit des Wagens bzw. der Drehgeschwindigkeit des Pen-
dels. Durch Einsetzen der neuen Variablen in (11.15) und (11.16) erhalten wir

V= c(lms¢g+ %Fl) ,
w=2c(pg(mw+mg)+F) .

Damit haben wir je eine Gleichung fiir %, ¥, ¢ und @ und erhalten nach dem Einsetzen von
¢ das Zustandsraummodell in der Form aus (11.14):

i 01 0 0\/ x 0

. 3msg 4

‘{ — 00 4mwims 0 v + 4my+mg F
é 00 0 1] ¢ 0

. 6g(mw+my) 6

w 00 1(4m?u+m2) 0 w [(4mw+msg)

Dieses Modell ist mathematisch d4quivalent zu den beiden Differentialgleichungen (11.12)
und (11.13), hat aber einige Vorteile. Zum einen eignet es sich sehr viel besser zur Ana-
lyse des Systems und zum Entwurf eines passenden Reglers, da sofort ersichtlich ist, wie
die Systemgrofien voneinander abhdngen und auch wie die Eingangsgrofle auf das System
wirkt. Zum anderen ist es auch fiir eine rechnergestiitzte Verarbeitung besser geeignet.

11.2.2 Vollstandiges Modell mit Lagrange-Gleichungen

Im den letzten beiden Abschnitten haben wir die Newtonschen Axiome verwendet, um
die Bewegungsgleichung fiir ein invertiertes Pendel herzuleiten. Trotz der Vereinfachung
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durch Linearisierung war dies schon relativ aufwendig. Es gibt in der Mechanik andere
Formalismen, die die Herleitung der Bewegungsgleichungen vereinfachen. Ein solcher For-
malismus sind die Lagrange-Gleichungen, in denen nicht mehr die Krifte, sondern Ener-
gien im Vordergrund stehen. Die Herleitung der Bewegungsgleichungen wird dadurch
héufig einfacher. Wir wollen hier nicht auf die Herleitung der Lagrange-Gleichungen ein-
gehen, sondern wieder anhand des schon bekannten Pendel-Beispiels die Verwendung der
Lagrange-Gleichungen aufzeigen. Allerdings werden wir dieses Mal auf die Linearisierung
verzichten und damit ein Modell fiir die komplette Bewegung des Pendels herleiten. Das
ist beispielsweise sinnvoll, wenn auch das Aufschwingen des Pendels geregelt werden soll,
oder um eine Simulation des Pendels zu erméglichen. Reibung werden wir nach wie vor
nicht beriicksichtigen.

Bei Verwendung der Newton'schen Axiome wird der Korper zunéchst freigeschnitten,
d. h. in seine einzelnen Komponenten zerlegt. Dann werden fiir jede Komponente Impuls-
und Drallsitze aufgestellt. Im Extremfall sind dies sechs Gleichungen pro Komponente
(je drei Bewegungs- und Drehfreiheitsgrade). Durch die Bindungen zwischen den Kom-
ponenten und durch duflere Einschrinkungen ist die Zahl der wirklichen Freiheitsgrade
jedoch kleiner. Der Stab aus unserem Beispiel kann sich eben nicht unabhéngig vom Wagen
bewegen. Fiir die Lagrange-Gleichungen werden nur Gleichungen fiir die tatsichlichen,
voneinander unabhingigen Freiheitsgrade g; aufgestellt. Diese Freiheitsgrade nennt man
auch verallgemeinerte Koordinaten. Fiir jede dieser f Koordinaten wird eine Gleichung auf-

gestellt:
d {oJL oL
a(a—q)—a—q:Q,»,j:I,...,f. (11.17)

Q; ist die von auf8en auf den Freiheitsgrad i wirkende Kraft und

L=T-U (11.18)

ist die Lagrange-Funktion, die der Differenz aus kinetischer Energie T und potenzieller
Energie U entspricht. In einem ersten Schritt miissen die Freiheitsgrade des Systems be-
stimmt werden. In diesem Fall sind das genau zwei, ndmlich

Qr=x, (11.19)
die horizontale Koordinate des Wagens, und
©=9, (11.20)

der Winkel, der die Auslenkung des Stabes beschreibt. Auf den Stab wirkt von auflen keine
Kraft (die Gravitationskraft wird in der potenziellen Energie beriicksichtigt werden), Q, ist
damit null. Auf den Wagen wirkt die Antriebskraft F des Motors.

Q=F, (11.21)
Q:=0. (11.22)
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Als nichstes miissen kinetische und potenzielle Energie ermittelt werden. Allgemein ergibt
sich die potenzielle Energie eines Korpers als das Produkt aus Masse m, Erdbeschleuni-
gung g und Hohe des Korperschwerpunktes . Wir nehmen als Nullniveau der potenziellen
Energie die y-Koordinate des Wagens, dessen potenzielle Energie Uy ist damit gleich null.
Die Hohe des Pendels ist % - cos ¢, damit ergibt sich fiir das Pendel die potenzielle Energie

l
Up:mggzcosgb. (11.23)

Die kinetische Energie eines starren Korpers mit Masse m und Trigheitsmoment ® (be-
ziiglich des Schwerpunktes) setzt sich zusammen aus Translationsenergie und Rotations-
energie,

1 1
T:Enw2+5®w2, (11.24)

wobei v die Geschwindigkeit des Schwerpunktes und w die Drehgeschwindigkeit des Kor-
pers ist. Der Wagen weist keinerlei Rotation auf und bewegt sich mit Geschwindigkeit ,
damit ist die kinetische Energie

1 2

Ty = Sy (11.25)

Fiir die Translationsenergie des Pendels muss die Geschwindigkeit des Schwerpunktes be-
stimmt werden. Diese setzt sich zusammen aus der Geschwindigkeit des Wagens x und
dem relativen Geschwindigkeitsunterschied 7p zwischen Pendelschwerpunkt und Wagen.
Zunichst zerlegen wir die Geschwindigkeit (bzw. das Quadrat der Geschwindigkeit) in eine
x- und eine y-Komponente:

Vh=vh, +vh, = (k4 7n)7 + (7). (11.26)

Auf die y-Komponente hat die Geschwindigkeit des Wagens keinen Einfluss. Die relativen
Geschwindigkeitunterschiede vp, und 7p, hingen von der Lange des Pendels /, dem Winkel
¢ und der Winkelgeschwindigkeit ¢ ab:

Vp, = —é(/')cosgb ,
oL
Vp, = Egbsm(p.

Einsetzen in (11.26) ergibt

2

vp = (x - égbcosc/)) + (égbsin(/))z .

Durch einfache Umformungen folgt fiir das Quadrat der Geschwindigkeit des Schwer-
punkts

vf,:xz—x1¢cos¢+il2¢'>2. (11.27)
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Das Trigheitsmoment @ des Stabes ist 1/12m/%, und seine Drehgeschwindigkeit w ent-
spricht der Ableitung ¢ des Winkels. Zusammen mit (11.27) eingesetzt in (11.24) erhalt
man

1 .
szzms(xz—xl¢cos¢+ (/>)+——m 12 ¢
1 2 g 2 '2)
== - xl —l .
2mg(x xgbcos</>+3 ¢
Dies zusammen mit (11.25) und (11.23) in (11.18) eingesetzt ergibt die Lagrange-Funktion
1 2 g 2 l
L:Ems X —xl¢cos¢+ 1¢*| + = mwx —msg cos¢ .

Daraus ergeben sich die folgenden partiellen Ableitungen:

oL

% o, 11.28

o ( )

aL—(mS+mW)x—lmSl¢cosgb

ox 2

L 1 :

g_¢ = mslsin(id + g) (11.29)

L 1 1 .

Z—(/.):—Emsfclcosc/wgmslz(/),
d (oL L1 ; 1 2 .
a(3):(ms+mW)x—Emsl(/>cosgb+Emslgbzsm(/), (11.30)
i(Z—g):—%rrzgjélcos</>+%ms;)'cl(/'>sin(/>+%mslzgli. (11.31)

Setzt man (11.30) und (11.28) zusammen mit (11.19) und (11.21) in (11.17) ein, so erhalt
man die erste Bewegungsgleichung

1 . 1 .
(m5+mw)5é—5msl(/>cosc/>+Emslgbzsin(/):F. (11.32)

Ebenso erhilt man durch Einsetzen von (11.31), (11.29), (11.20) und (11.22) die zweite
Bewegungsgleichung
21¢ —3%cosp—3gsing =0. (11.33)

Die Gleichungen (11.32) und (11.33) beschreiben die komplette Bewegung des Systems.
Diese Modellierung mit Hilfe der Lagrange-Funktion scheint auf den ersten Blick auch
nicht einfacher zu sein als die Verwendung der Newton'schen Axiome. Allerdings haben
wir nun ein genaueres, nicht linearisiertes Modell, aufSerdem ist die Vorgehensweise syste-
matischer und erleichtert daher die Modellierung groflerer Systeme.



N.3 Fuzzy-Mengenlehre 259

Nichtlineares Zustandsraummodell Das mit Hilfe der Lagrange-Gleichungen hergelei-
tete Modell ist nichtlinear und ldsst sich daher auch nicht mit einem linearen Zustands-
raummodell der Form (11.14) darstellen. Aber auch bei einem nichtlinearen Modell wird
durch den Zustandsvektor der momentane Zustand des Systems exakt festgelegt. Auf3er-
dem hingt auch hier die Anderung des Zustands vom Zustand selbst und der Eingangs-
grofie ab, nur eben nicht mehr linear. Dies wird durch die Form

i = f(x(),u(t)) (11.34)

ausgedriickt, wobei f eine Vektorfunktion ist. Um das nichtlineare Modell in dieser Form
auszudriicken, konnen wir wieder aus den beiden Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung (11.32) und (11.33) vier Differentialgleichungen erster Ordnung herleiten. Das Vor-
gehen ist analog zu dem in Abschn. 11.2.1, nur dass nun ein nichtlineares Zustandsraum-
modell entsteht.

11.2.3 Simulation des Pendels

Gegen Ende des Kapitels werden wir einen Fuzzy-Regler entwerfen, mit dem das Pen-
del in der aufrechten Position gehalten werden soll. Da wir im letzten Abschnitt bereits
ein Modell des Pendels hergeleitet haben, kann dieses verwendet werden, um den Fuzzy-
Regler daran zu testen. Fiir eine Simulation muss das Zustandsraummodell in der Form
(11.34) diskretisiert werden. In Abschn. 2.4.5 wurden verschiedene Methoden zur Diskre-
tisierung gewdhnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung erldutert. Hier sieht man
nun schnell einen der Vorteile der Zustandsraumdarstellung, bei der sémtliche Differen-
tialgleichungen schon erster Ordnung sind. Die Diskretisierungsmethoden kénnen daher
ohne weitere Umformungen direkt angewandt werden. Welche Methode gewihlt wird, ldsst
sich natiirlich nicht allgemein sagen. Da wir das Pendel ohne Reibung modelliert haben,
ldsst sich sehr leicht feststellen, wie gut die gewdhlte Diskretisierungsmethode ist und ob
die Lange des Zeitschritts angemessen ist. Sofern die externe Kraft F null ist und das Pendel
von einer beliebigen Startposition aus losgelassen wird, kehrt es im optimalen Fall immer
wieder in exakt diese Ausgangslage zuriick. Wihlt man die Euler-Methode und keine sehr
kleine Schrittweite, so stellt man schnell fest, dass das simulierte Pendel sich immer stir-
ker aufschwingt, obwohl es von aufSen nicht beeinflusst wird. Wir gehen an dieser Stelle
nicht genauer auf die Diskretisierung ein. Fiir ein sehr dhnliches Beispiel fithren wir in
Abschn. 12.4.2 eine Diskretisierung durch.

1.3 Fuzzy-Mengenlehre

Bevor wir zur Fuzzy-Regelung kommen, miissen wir uns mit der zugrunde liegenden
Fuzzy-Mengenlehre beschiftigen. Bei der Fuzzy-Regelung ist zwar keine Modellierung in
Form von Differentialgleichungen nétig, aber dennoch muss natiirlich ein gewisses Wissen
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tiber das System vorhanden sein. Auf die Modellierung dieses Wissens mit Fuzzy-Mengen
wird in [63] ausfiithrlich eingegangen. Das Wort ,,Fuzzy“ ldsst sich mit ,,unscharf tiber-
setzen. Damit ist gemeint, dass es fiir die Zugehorigkeit eines Elementes zu einer Menge
keine scharfe Grenze wie in der klassischen Mengenlehre gibt. Dies entspricht oftmals sehr
viel mehr dem menschlichen Empfinden. Dementsprechend werden unscharfen Werten
auch oft Begriffe des natiirlichen Sprachgebrauchs, wie z.B. ,schnell, ,kalt“ oder ,sehr
hoch®, zugeordnet. Um einen Computer dazu zu bringen, mit solchen Werten umgehen zu
kénnen, miissen sie quantifiziert werden. Dies geschieht mit Hilfe der Fuzzy-Mengenlehre,
die eine Erweiterung der klassischen Mengenlehre ist, keineswegs aber eine ,,ungenaue®
Mengenlehre. Eine sehr ausfithrliche Behandlung der Fuzzy-Mengenlehre findet sich
in [9].

11.3.1 Zugehorigkeit zu Fuzzy-Mengen

Normale Mengen sind in der Mathematik scharf abgegrenzt. So ldsst sich z. B. von jedem
Fahrzeug eindeutig sagen, ob es zur Menge der Fahrzeuge mit einer zuldssigen Hochstge-
schwindigkeit von mindestens 200 km/h gehért. Will man allerdings wissen, ob ein Fahr-
zeug zur Menge S der ,,schnellen” Fahrzeuge gehort, lasst sich diese Frage nicht so leicht
beantworten. Bei einen Porsche wird man noch ziemlich klar sagen, dass er eindeutig zur
Menge der schnellen Fahrzeuge gehort, bei einem VW Passat fillt die Zuordnung schon
sehr viel schwerer.

Wihrend bei scharfen Mengen ein Element immer entweder ganz oder gar nicht zu
einer Menge gehort, gibt man bei unscharfen Mengen fiir die Elemente den Zugehdrigkeits-
grad y4(x) € [0;1] an, mit dem das Element x zu der Menge A gehért. Fiir den Porsche aus
obigem Beispiel gilt also ug(Porsche) = 1, wohingegen man fiir den Passat beispielsweise
den Zugehorigkeitsgrad ug(Passat) = 0,6 festlegen konnte. Eine klassische Teilmenge A
einer Grundmenge Q lisst sich also definieren als

A = {x|x € Q, A(x) ist wahr} .

Hierbei ist A(x) ein Pridikat, das genau dann wahr ist, wenn x zur Menge A gehort. Fir
jedes Element x aus der Grundmenge Q) (z. B. Menge aller Fahrzeuge, natiirliche Zahlen,
...) lasst sich daher eindeutig sagen, ob es zur Menge A gehort oder nicht.

Dies gilt bei der Fuzzy-Menge A nicht mehr; sie besteht aus Paaren, bei dem jedem x € Q
die Zugehorigkeitsfunktion y ; (x) zugeordnet wird:

A={(x, pi(x))lx e Q} .

Somit enthlt A alle Elemente x aus der Grundmenge Q, wenn auch zum Teil mit dem
Zugehorigkeitsgrad p;(x) = 0. Wahrend also die Zugehorigkeitsfunktion der scharfen
Menge immer sprunghaft zwischen 0 und 1 springt, sind bei der unscharfen Zugehorig-
keitsfunktion flieBende Ubergiinge méglich, die scharfen Mengen bleiben als Sonderfall in



N.3 Fuzzy-Mengenlehre 261
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den unscharfen Mengen enthalten. In Abb. 11.4 sind ein paar Beispiele fiir Zugehorigkeits-
funktionen dargestellt.

Beispiel Durchschnittstemperatur Der Unterschied zwischen Fuzzy-Mengen und klassi-
schen Mengen soll nochmal an einem Beispiel veranschaulicht werden. In Tab. 11.1 stehen
die monatlichen Durchschnittstemperaturen in Deutschland im Jahr 2007.

Wenn nun mit einer klassischen Menge die warmen Monate erfasst werden sollen, muss
ein Schwellwert gewahlt werden, ab dem ein Monat als warm gilt und damit voll zur Menge
der warmen Monate gehort. In diesem Beispiel legen wir den Wert auf 15 °C fest. Um den
Vergleich mit unscharfen Mengen zu erleichtern, fithren wir fiir die scharfe Menge eben-
falls einen Zugehorigkeitsgrad ein, der genau dann eins ist, wenn ein Element zur Menge
gehort, und null sonst (siehe Abb. 11.5 links). Im rechten Teil von Abb. 11.5 wurde fiir jeden
Monat der Zugehorigkeitsgrad ,,berechnet und grafisch dargestellt. Fiir die Monate Juni,
Juli und August ist 4 = 1, da diese drei Monate eine Durchschnittstemperatur iiber 15°C
haben. Alle anderen Monate haben eine geringere Durchschnittstemperatur und gehéren
daher tiberhaupt nicht zur Menge der warmen Monate (Zugehorigkeitsgrad y = 0).

Die meisten wiirden der Zuordnung des Juni zu den warmen Monaten ebenso zu-
stimmen wie damit, dass der Dezember kein warmer Monat ist. Fiir die Frithjahr- und
Herbstmonate ist das allerdings nicht mehr ganz so eindeutig. Fiir den Ubergang zu ei-
ner unscharfen Menge muss nun also eine Funktion u(T) gefunden werden, die den
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Zugehorigkeitsgrad fiir eine gegebene Temperatur T angibt. Dazu gibt es verschiedene
Méoglichkeiten, wir werden uns in diesem Kapitel aber auf stiickweise lineare Funk-
tionen beschrinken. Fiir das betrachtete Beispiel muss festgelegt werden, unterhalb
welcher Durchschnittstemperatur T, ein Monat @iberhaupt nicht mehr als warm gelten
soll (u(Ty) = 0), und ab welcher Temperatur T; der Monat voll und ganz als warm gelten
soll (u(Ty) = 1). Dazwischen steigt die Zugehorigkeit linear an (Abb. 11.6 links). Daraus
ergeben sich die im rechten Teil von Abb. 11.6 gezeigten Zugehorigkeitsgrade der Monate
zur Menge der warmen Monate.

11.3.2 Operationen mit Fuzzy-Mengen

Um verniinftig mit den unscharfen Mengen arbeiten zu kénnen, miissen auch die tiblichen
Mengenoperationen (Durchschnitt, Vereinigung und Komplement) auf unscharfe Mengen
erweitert werden. Fiir die Erklarung der Operationen wird von folgenden Festlegungen
ausgegangen:

o Q) ist die Grundmenge,

o x bezeichne immer Elemente aus ,

+ Aund B sind unscharfe Mengen iiber Q,

o u;und pj sind die Zugehorigkeitsgrade von x zu den Mengen A und B.

Komplementbildung Bei scharfen Mengen besteht das Komplement einer Menge A aus al-
len Elementen der Grundmenge, die nicht in A enthalten sind. Bei einer unscharfen Menge
Alistes iiblich, die Komplementmenge A dadurch zu bilden, dass man den Zugehérigkeits-
grad von eins abzieht,

pi(x)=1-p;(x).

Eine wichtige Eigenschaft der Komplementbildung, namlich dass das Komplement des
Komplements wieder die Ursprungsmenge ist, ist fiir diese Formel erfiillt. Dennoch gibt
es auch ein paar Probleme mit dieser Definition, beispielsweise wird nicht sichergestellt,
dass die Schnittmenge - je nachdem, wie diese definiert ist — einer Menge mit ihrer Kom-
plementmenge die leere Menge ergibt. Nach der folgenden Definition von Schnitt und
Vereinigung werden wir nochmal auf dieses Problem zuriickkommen.
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Vereinigung und Schnitt Der gebrauchlichste Operator zur Bildung der Vereinigungs-
menge ist der Maximumoperator:

AUB={(xi05) | wavs = max(uz(x); p5(x)} - (11.35)

Analog dazu lisst sich der Minimumoperator zur Bildung der Schnittmenge

AnB={(x,4405) | #anp = min(pz(x); uz(x)}

verwenden. Die grauen Fldchen in Abb. 11.7 veranschaulichen die beiden Operationen.

Wie schon bei der Definition des Komplements angedeutet, gibt es je nach Definition
der Schnitt- und Vereinigungsoperation Eigenschatten, die fiir scharfe Mengen zwar gelten,
nicht aber fiir unscharfe Mengen. Ein Beispiel dafiir kann man anhand Abb. 11.8 sehen.

Sie stellt eine Fuzzy-Menge und deren Komplement dar. Verwenden wir nun obige De-
finition der Schnittmenge, so ist selbige nicht leer, wie es bei scharfen Mengen der Fall
wire. Ebenso gilt bei scharfen Mengen, dass die Vereinigung einer Menge mit ihrer Kom-
plementmenge immer die Grundmenge ergibt. Auch diese Eigenschaft ist mit obiger Ver-
einigungsoperation nicht mehr erfiillt.

Bei geeigneter Wahl der Vereinigungs- und Durchschnittsoperationen lassen sich die
soeben beschriebenen Eigenschaften dennoch erfiillen, z. B. mit

Hinp =min{l, ug +ugt,
Hing = max{0, puz +pg—1}.

Allerdings sind fiir diese Operationen andere Eigenschaften, wie z. B. die Distributivitat
(An(BuC) = (AnB)u(AnC)),nicht mehr erfiillt.
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Wie schon erwéhnt eignen sich Fuzzy-Mengen sehr gut, um durch sprachliche Formu-
lierungen unscharf abgegrenzte Bereiche zu erfassen. Die Fuzzy-Mengen sind hierbei eine
mathematisch exakte Formulierung eines unscharfen Begriffes. Ebenso sind die obigen
Operationen auf den Fuzzy-Mengen exakt definiert, haben aber auch eine unscharfe Ent-
sprechung im normalen Sprachgebrauch. Naheliegend wiren z. B. ,und“ fiirr den Schnitt
bzw. ,oder* fiir die Vereinigung zweier Mengen. Da diese sprachlichen Begriffe je nach Si-
tuation auch etwas unterschiedlich gedeutet werden konnen (z. B. Oder als ausschlieflendes
bzw. nicht ausschlielendes Oder), sind auch verschiedene Umsetzungen der Mengenope-
rationen moglich. Wichtig ist hierbei, dass die fiir Vereinigung und Schnitt verwendeten
Operationen bestimmte Normen (t-Norm und s-Norm [9]) erfiillen. Wir gehen hier nicht
niher darauf ein und verwenden ausschlieflich die Maximum- und Minimumoperatoren.

11.3.3 Linguistische Variablen

In der Einleitung zu diesem Kapitel haben wir festgestellt, dass Menschen in vielen Berei-
chen zu unscharfen Wertangaben neigen. Wir haben dann zunichst mit Hilfe der Fuzzy-
Mengenlehre gezeigt, wie solche unscharfen Wertangaben als Menge dargestellt werden
kénnen. Nun wollen wir noch etwas naher betrachten, wie man zu einer gegebenen Grofle
entsprechende Fuzzy-Mengen bekommt. Dazu fiihren wir den Begriff der linguistischen
Variablen ein. Eine linguistische Variable ist eine Variable, deren Werte Fuzzy-Mengen
sind. Die Variable selbst kann dabei irgendwelche physikalischen Gréf3en abbilden, wie
z. B. Temperatur oder Farbe, aber auch eine andere Grofle, die sich sprachlich quantifi-
zieren ldsst. Die Variable ist also immer {iber einer gestimmten Grundmenge definiert.
Die unscharfen Werte, die von der Variablen angenommen werden kdnnen, nennt man
linguistische Werte bzw. linguistische Terme. Beispiele hierfiir sind schnell, grof3, sehr kalt,
grin, ... Fiir eine gegebene linguistische Variable ist es vor allem im Hinblick auf die Fuzzy-
Regelung wichtig, dass sofern moglich die gesamte Grundmenge durch linguistische Terme
abgedeckt wird. Im folgenden Beispiel fithren wir eine linguistische Variable ein, die die
Regenbogenfarben beschreibt.

Beispiel: Regenbogenfarben Der Name der linguistischen Variable sei ,,Regenbogenfar-
be®. Zunichst miissen wir die Grundmenge () festlegen. Licht ist elektromagnetische Strah-
lung. Welche Farbe wir wahrnehmen, héngt von der Wellenlange A der Strahlung ab. Eine
sinnvolle Festlegung der Grundmenge

Q =[380nm,770nm]|
ist daher der Bereich der Wellenldnge, der fiir Menschen wahrnehmbar ist. Die linguis-

tischen Terme sind die sechs Regenbogenfarben ,violett, ,,blau’, ,,griin, ,,gelb", ,,orange*
und ,,rot. Zwischen den einzelnen Farben ist der Ubergang flieend, d.h., es ldsst sich
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nicht fiir jede Farbe ein scharfes Intervall aus Wellenlidngen angeben. Jeder Farbe, also je-
dem linguistischen Term, wird eine unscharfe Menge an Wellenlingen zugeordnet. Dazu
gibt es natiirlich auch wieder verschiedene Moglichkeiten, die unter anderem auch von der
Wahrnehmung des einzelnen Menschen abhingen. In Abb. 11.9 ist eine Mdglichkeit ge-
zeigt, samtlichen Termen unscharfe Mengen zuzuordnen. In diesem Fall ist die Breite aller
Intervalle gleich, das hitte aber auch anders modelliert werden kénnen.

Es gibt aber auch ein paar Eigenschaften, die zwar nicht zwingend erfiillt sein mis-
sen, die aber normalerweise vorteilhaft sind fiir eine Anwendung in der Fuzzy-Regelung.
Zum einen sind die Mengen am Rand der Grundmenge ,,ausgeklappt®, d. h., sie haben am
duflersten Rand einen Wert von 1. Auflerdem ist nicht nur die gesamte Grundmenge ab-
gedeckt, sondern fiir jedes Element der Grundmenge ist die Zugehdorigkeit zu mindestens
einem linguistischen Term bei mindestens 0,5. Es ist sogar fiir jedes Element die Summe
der Zugehorigkeitsgrade exakt 1.

1.3.4 Fuzzy-Logik

Mit der Fuzzy-Mengenlehre haben wir die Moglichkeit, unscharfe Informationen darzu-
stellen. Um einen Fuzzy-Regler zu entwerfen, brauchen wir noch eine Moglichkeit, Regeln
zu verarbeiten. Ein Regler im Allgemeinen ist ein System, das in Abhangigkeit von einem
Messwert eine bestimmte Stellgrofie ausgibt. Ein Fuzzy-Regler verwendet dazu eine belie-
bige Anzahl an Implikationen (Regeln), die wie folgt aufgebaut sind:

WENN < Pramisse > DANN < Konklusion > .

Sofern die Primisse wahr ist, folgt daraus, dass auch die Konklusion wahr ist. Sowohl die
Pramisse als auch die Konklusion sind Fuzzy-Aussagen. Eine Fuzzy-Aussage A hat die Form

x=A, (11.36)
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wobei x ein scharfer Wert aus der Grundmenge einer linguistischen Variablen ist, und A
ein zu der linguistischen Variablen geh6render Term. Analog zur normalen Aussagenlogik
nehmen Fuzzy-Aussagen einen Wahrheitswert v 4 an. Dieser entspricht dem Zugehérig-
keitsgrad des Wertes x zur Fuzzy-Menge A:

v =pi(x). (11.37)

Beispiel Temperaturregelung Ein einfaches Beispiel ist eine primitive Temperaturrege-
lung, die bei zu geringer Raumtemperatur das Ventil an der Heizung aufdreht, d. h., der
Messwert ist die Temperatur und die Stellgrofie ist die Ventilstellung. Wir haben also die
beiden linguistischen Variablen ,Temperatur und ,Ventilstellung® Fiir beide Variablen
miissen die linguistischen Terme festgelegt werden. Fiir die Variable Temperatur seien das
z. B. die Terme T; bis T5 und fiir die Ventilstellung die Terme V; bis V5. Jedem dieser Terme
ist eine Fuzzy-Menge zugeordnet. Eine mdgliche Regel konnte jetzt wie folgt aussehen:

WENNT =T, DANN V =V}

Praktisch kann man diese Regel lesen als ,Wenn die Temperatur den unscharfen Wert T,
annimmt, dann muss die Ventilstellung den Wert V; annehmen® Die Pramisse kann auch
aus mehreren Aussagen zusammengesetzt sein, daher werden wir als néchstes anschauen,
wie Fuzzy-Aussagen verkniipft werden konnen.

Operationen auf Fuzzy-Aussagen Analog zur klassischen Logik konnen auch auf Fuzzy-
Aussagen Operationen angewandt werden:

« -A: Die Negation entspricht dem Komplement einer Fuzzy-Menge. Der Wahrheitswert
berechnet sich daher durch

V_‘AZI—VA.

« A B: Die Konjunktion entspricht dem Schnitt von Fuzzy-Mengen. Der Wahrheitswert
ergibt sich daher aus
Vg =min(v 4, vg) (11.38)

« Av B: Die Disjunktion entspricht der Vereinigung von Fuzzy-Mengen. Der Wahrheits-
wert ergibt sich daher aus

vy = max(p 4, p) -

Die letzte fiir uns relevante Operation ist die Implikation, also die Fuzzy-Regel an sich.
Allerdings sind wir nicht am Wahrheitswert der Implikation interessiert, dieser entspréche
dem Wahrheitswert der aufgestellten Regeln. Nun ist es zwar denkbar, dass die aufgestellten
Regeln nicht korrekt sind, beispielsweise beim automatischen Erstellen von Regeln (sie-
he [63]). Wir gehen aber davon aus, dass die Regeln von einem Experten erstellt werden
und dieser zumindest keine schwerwiegenden Fehler macht. Damit wissen wir, dass der
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Tab.11.2 Implikation in der Aussagenlogik
A B (A-B)

-l o

0
1
0
1

— o = =

Tab.11.3 Wahrheitswert der Konklusion

A (A—-B) B
0 0 unmoglich
0 1 beliebig
1 0 0
1 1 1

Wahrheitswert der Implikation immer eins ist. Den Wahrheitswert der Pramisse konnen
wir durch den entsprechenden Zugehorigkeitsgrad bestimmen, das einzige, was noch nicht
bekannt ist, ist der Wahrheitswert der Konklusion. Um diesen zu erhalten, verwendet man
das sogenannte Approximative Schlieffen. Wir werden an dieser Stelle auf eine detaillierte
mathematische Begriindung verzichten, sie ldsst sich beispielsweise in [9] finden. Es wird
aber gezeigt, wie es funktioniert und auch eine kurze anschauliche Begriindung gegeben.
Dazu schauen wir uns zunichst die Wahrheitswertetafel (Tab. 11.2) der klassischen Impli-
kation (A — B) aus der zweiwertigen Aussagenlogik an. In den ersten beiden Zeilen ist der
Wabhrheitswert von A null. Unabhingig vom Wahrheitswert von 5 ist der Wahrheitswert
der Implikation (A — B) eins, denn aus dem Falschen folgt das Beliebige. In den letzten
beiden Zeilen ist der Wahrheitswert von A eins, der Wahrheitswert der Implikation ist in
diesen Fillen identisch mit dem Wahrheitswert von .

Im Rahmen der Fuzzy-Regelung wollen wir den Einfluss des Wahrheitswertes v 4 von A
auf B beschreiben. Betrachten wir dazu Tab. 11.3, in der fiir gegebene Wahrheitswerte der
Primisse A und der Implikation (A — B) der Wahrheitswert der Konklusion /3 angegeben
ist. Da wir von der Richtigkeit der Implikation A — B ausgehen, sind nur die zweite und
vierte Zeile relevant, und sie legen nahe, dass ein grofSer Wahrheitswert v 4 einen grofSen
Wabhrheitswert von B bewirkt. Das wird dadurch realisiert, dass v 4 die Zugehorigkeit zu
B beschrénkt:

pp(x) :==min{pp(x),va} . (11.39)

Diese Strategie zum Approximativen Schlieflen nennt sich Mamdani-Implikation. Sie ist in
Abb. 11.10 grafisch dargestellt. Die bisherige Fuzzy-Menge B wird nach oben beschrankt,
d. h., der Zugehorigkeitswert eines Wertes zur neuen Menge B kann den Wahrheitswert der
Pramisse nicht tibersteigen. Zur praktischen Umsetzung sei auf Abschn. 11.4.2 verwiesen.



268 1 Regelung

Abb. 11.10 Implikation nach
Mamdani

11.4 Regelbasiertes Fuzzy-System

Nachdem wir jetzt die mengentheoretischen Grundlagen betrachtet haben, kénnen wir
den nichsten Schritt hin zu einem Fuzzy-Regler machen. Aus Abschn. 11.1.1 wissen wir,
dass sowohl Regelstrecke und Regler als auch der geschlossene Regelkreis Systeme sind.
Unser Ziel ist es, einen Regler auf Grundlage der Fuzzy-Mengenlehre zu entwickeln. Da-
zu kldren wir in diesem Abschnitt, wie ein solches Fuzzy-System denn iiberhaupt aussieht.
Der schematische Aufbau eines regelbasierten Fuzzy-Systems ist in Abb. 11.11 zu sehen.
Wie bei anderen Systemen auch, ist eine beliebige Anzahl an scharfen Eingdngen und Aus-
gingen moglich. Intern arbeitet ein Fuzzy-System aber mit Fuzzy-Mengen. Die scharfen
Eingangsgrofien miissen daher zunéchst in unscharfe Groélen transformiert werden. Die-
sen Prozess nennt man Fuzzifizierung. Mit den daraus erhaltenen unscharfen Grofien wird
die Regelbasis des Systems ausgewertet. Dieser Prozess wird Inferenz genannt. Das Ergebnis
sind wieder unscharfe Grof3en, die durch die Defuzzifizierung in scharfe Ausgangsgrofien
transformiert werden.

Wir betrachten im Folgenden nur noch Fuzzy-Systeme mit zwei Eingéngen x und y und
einem Ausgang z. Den Eingéngen und dem Ausgang sind je eine linguistische Variable mit
zugehorigen linguistischen Termen (Fuzzy-Mengen) zugeordnet. Diese seien:

Al,Az, .. .,A~n fir x s
B, B,,...,B, fir y,
61,62,...,61 firz.
Fiir jeden Ein-/Ausgang lisst sich der Zugehorigkeitsgrad zu den jeweiligen linguistischen

Termen berechnen. Daraus lisst sich auch der Wahrheitswert der folgenden Aussagen be-
rechnen.

Ait(x=4A;),ie{ln}, (11.40)
Bj:(y=B)),je{lim}, (11.41)
Cri(z=Ci), ke {L;1}. (11.42)

Die Regeln des Fuzzy-Systems haben die Form
WENN A; A B DANNC; jy .

Dabeiisti € {l;n},je {L,m} und(f(,»,j) € {Ci, k € {1;1}}. Statt der Konjunktion in der Pri-
misse konnten natiirlich auch noch die anderen Operationen (Negation und Disjunktion)
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verwendet werden. Der Einfachheit halber beschranken wir uns in diesem Kapitel aber auf
die konjunktive Verkniipfung zweier Aussagen. Im Idealfall gibt es fiir jede Kombination
(A;, B;) eine Regel. In diesem Fall lisst sich die gesamte Regelbasis als Tabelle darstellen.
Fiir n = 3 und m = 4 ist dies in Tab. 11.4 zu sehen.

11.4.1 Fuzzifizierung

Jeder Eingangsgrofle eines Fuzzy-Systems muss eine linguistische Variable mit ihren zu-
gehorigen linguistischen Termen zugeordnet sein. Bei der Fuzzifizierung wird der Zuge-
horigkeitsgrad der Eingangsgrofle zu jedem der linguistischen Terme berechnet. Abbil-
dung 11.12 zeigt eine Fuzzy-Variable Temperatur mit ihren drei linguistischen Termen kalt,
angenehm und warm.

Der scharfe Messwert der Temperatur betrdgt T* = 19,5°C. Daraus ergeben sich die
Zugehorigkeitsgrade g1 (T™) = 0,75, pangenehm (T™) = 0,25 und pyarm (T7) = 0,0.
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11.4.2 Inferenz
Die Inferenz ist die Auswertung der Regelbasis und ldsst sich in drei Schritte unterteilen:

o Aggregation: Wahrheitswert der Pramisse aller Regeln bestimmen
o Implikation: Durchfithrung der Konklusion fiir alle Regeln
o Akkumulation: Gesamtergebnis fiir die Regelbasis ermitteln

Als Eingabe von der Fuzzifizierung erhilt die Inferenz die Zugehorigkeitsgrade der schar-
fen Messwerte zu den linguistischen Termen der jeweiligen linguistischen Variablen. Diese
Zugehorigkeitsgrade lassen sich als Wahrheitswerte von zugeh6rigen Fuzzy-Aussagen deu-
ten (siehe (11.36) und (11.37)).

Aggregation Allgemein konnen in einer Pramisse beliebig viele Aussagen auf beliebige
Weise miteinander verkniipft sein. Da wir uns auf Systeme mit zwei Eingangsgrofien und
auf Regeln mit konjunktiver Verkniipfung beschrinken, hat die Primisse immer die Form
A B. Der Wahrheitswert der Pramisse ist daher nach (11.38) zu v 4,5 = min(v 4, v) Bei
der Aggregation muss auf diese Weise der Wahrheitswert der Pramissen sdmtlicher Regeln
bestimmt werden.

Implikation In Abschn. 11.3.4 wurde das Grundprinzip des Approximativen Schlief3ens
bereits erklirt. Gleichung (11.39) muss daher fiir jede Regel aus der Regelbasis angewandt
werden. Da wir uns auf Systeme mit einem Ausgang beschrinken, treffen alle Regeln Aussa-
gen tiber die selbe linguistische Variable (z. B. Ventilstellung). Fiir diese Variable gibt es eine
bestimmte Anzahl linguistischer Terme. Jede Regel beschriankt einen dieser Terme. Nun
kann es vorkommen, dass ein linguistischer Term in mehreren unterschiedlichen Konklu-
sionen auftaucht. In diesem Fall wird das Maximum der beiden abgeschnittenen Mengen
ermittelt.

Akkumulation Nach Auswertung simtlicher Regeln liegt fiir jeden linguistischen Term
eine neue Zugehorigkeitsfunktion vor und damit eine neue Fuzzy-Menge. Bevor ein schar-
fer Ergebniswert berechnet werden kann, miissen diese Mengen zu einer zusammengefasst
werden. Dies geschieht durch die Bildung der Vereinigungsmenge nach (11.35). Da die
Mengen natiirlich tiber der selben Grundmenge definiert sind, ist dies problemlos mdglich.
Anschaulich sieht man dies im rechten Teil von Abb. 11.13. Bei Systemen mit mehreren
Ausgiéngen miisste die Vereinigung jeweils fiir die zu einer Ausgangsgrofie, d. h. einer lin-
guistischen Variablen, gehérenden linguistischen Terme durchgefiihrt werden.
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11.4.3 Defuzzifizierung

Aus der unscharfen Ergebnismenge der Inferenz wird wieder eine scharfe Ausgangsgro-
e gebildet. Dazu gibt es wieder verschiedene Verfahren (siehe [11]), von denen wir uns
nur die Schwerpunktmethode anschauen. Bei dieser Methode wird der Abszissenwert des
Schwerpunkts der durch die Akkumulation erstellten Fliche berechnet. Mathematisch be-
rechnet sich dieser Wert fiir eine iiber z definierte Ergebnismenge C wie folgt:

oo Jeape(2)dz
Juc(z)dz

Anhand dieser Formel sieht man den Nachteil der Schwerpunktmethode, ndmlich eine re-
lativ aufwendige Berechnung. Andere Methoden verwenden beispielsweise direkt das z,
fiir das p (z) maximal ist. Dies ist zwar sehr viel leichter zu berechnen, hat allerdings den
Nachteil, dass nur eine einzige Regel das Ergebnis bestimmt. Das hat zur Folge, dass leich-
te Anderungen in den Eingangsgréfien grofle Spriinge in der Ausgangsgrofie verursachen
kénnen. Die Schwerpunktmethode wird trotz jhrer Komplexitat haufig gewidhlt, da bei ihr
immer samtliche Regeln einen Teil zum Ergebnis beitragen.

11.4.4 Beispiel

Fir die linguistischen Variablen A, B und C seien je drei linguistische Terme definiert
(A;,B;, Cj;i € 1,3). Den Eingidngen x und y sind die Variablen A und B zugeordnet und
dem Ausgang z die Variable C. Abbildung 11.13 zeigt den kompletten Ablauf eines regel-
basierten Fuzzy-Systems fiir gegebene Messwerte x* und y* und eine Regelbasis mit den
folgenden zwei Regeln:

WENN A, A B, DANN(, ,
WENN A, A B; DANN G, .

Die Aussagen A;, B; und Cy werden gemif3 (11.40)-(11.42) gebildet.

1.5 Fuzzy-Regelung des invertierten Pendels

Nun haben wir endlich die theoretischen Voraussetzungen, um einen Fuzzy-Regler zu ent-
werfen. Wir werden in diesem Abschnitt ein Beispiel ndher betrachten, nidmlich das in
Abschn. 11.2 vorgestellte invertierte Pendel. Wie schon erwéhnt, wird fiir den Entwurf des
Fuzzy-Regler kein mathematisches Modell der Regelstrecke bendtigt. Dennoch muss na-
tirlich Wissen {iber das Verhalten der Regelstrecke einflieflen, um regelnd eingreifen zu
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Abb. 11.13 Beispiel fur die I DU | SP
: 14 4, 4,1 B B C,C,C,
Auswertung zweier Regeln 1
V4]
vy min
T % Ty >
A A A
14 4 4 4] B, B; C,C,C,4
v B min z* z
4 (Defuzzifizierung)
— y'* o -
Fuzzifizierung Aggregation Implikation Akkumulation

kénnen. In einer Regelbasis (sieche Tab. 11.4) wird dieses Wissen dargestellt. Die Erstel-
lung der Regelbasis entspricht damit in gewisser Weise der Modellierung der Regelstrecke.
Das invertierte Pendel ist schon ein relativ schwierig zu regelndes System, da der Zustand,
den wir durch den Regler halten wollen, instabil ist. Schwieriger wiirde das Problem noch,
wenn man von dem Regler verlangte, das System von jedem beliebigen Startpunkt aus in
die senkrechte Position zu bringen und dort zu stabilisieren. In einem realen Fall hingt das
Pendel zu Beginn schliefSlich nach unten und muss daher erst aufgeschwungen werden.

Vom Standpunkt eines menschlichen Reglers lassen sich die beiden Aufgaben ,auf-
schwingen® und ,,stabilisieren” jedoch besser getrennt behandeln, man kann also fiir jede
einen separaten Regler entwerfen, und zwischen beiden umschalten. Da die Regelbasis
eines Fuzzy-Regler unter anderem aus menschlichem Erfahrungswissen aufgebaut wird,
schadet es nicht, sich einmal Gedanken zu machen, wie man als Mensch diese beiden
Regelprobleme 16sen wiirde. Das Stabilisieren entspricht in etwa dem Problem, einen Blei-
stift (natiirlich auf dem spitzen Ende) auf einer Fingerkuppe zu balancieren. Wer es schon
einmal ausprobiert hat, weif3, dass man es ungetibt eigentlich nicht schaffen kann. Im Ge-
gensatz dazu ist das Aufschwingen wirklich einfach. Wer gerade kein Stab-Pendel mit frei
drehbarem Gelenk zur Verfiigung hat, kann stattdessen versuchen, ein Stiick Seil durch
horizontale Bewegung der Hand so zu schwingen, dass es eine komplette 360°-Drehung
durchlduft. Uns geht es in diesem Abschnitt nicht darum, zwei Regler im Detail zu ent-
werfen, die dann sofort auf ein tatsichliches System angewendet werden konnen, das wiir-
de den Rahmen dieses Beispiels sprengen. Wir wollen aber exemplarisch die prinzipielle
Vorgehensweise zur Losung eines Regelungsproblems mit Hilfe der Fuzzy-Regelung vom
Anfang bis zum Ende durchgehen.

11.5.1 Parameter und Randbedingungen

Bevor wir mit dem Entwurf des Reglers beginnen, miissen wir noch kurz die Randbe-
dingungen festlegen. Zum einen sind da die direkten Parameter des Pendels, namlich die
Masse my, des Wagens, die Masse mg des Pendelstabs und die Linge I des Pendelstabs.
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Je nach Wahl dieser Parameter wird sich das Pendel natiirlich anders verhalten. Nun ist
ein Fuzzy-Regler oftmals relativ robust gegeniiber leichten Anderungen des Systems, ei-
ne Auswirkung hat die Anderung der Parameter aber dennoch. Wenn beispielsweise die
Masse von Wagen und Stab verdoppelt wird, der Regler aber dennoch nur dieselbe Kraft
aufbringt, so ist die Beschleunigung des Wagens bzw. die Drehbeschleunigung des Pendels
auch nur noch halb so grofi.

Eine weitere Randbedingung bei einem realen System ist natiirlich auch die Beschrin-
kung der Eingangs-, Ausgangs- und Zustandsgrofien. Beim invertierten Pendel haben wir,
wie wir in Abschn. 11.2.3 gezeigt haben, die Zustandsgroéfien ¢, w, x und v. Einzig der
Winkel ¢ unterliegt dabei eigentlich keiner Beschridnkung, das Pendel kann sich beliebig
drehen. Die Position x hat iiblicherweise eine sehr harte Begrenzung, namlich die Lénge
der Schiene, auf der sich der Wagen bewegt. Die Geschwindigkeit v hangt sowohl von der
maximalen Umdrehungszahl des antreibenden Motors als auch von der generellen Qua-
litdt des Gerits ab. Die Winkelgeschwindigkeit w wird hauptsachlich begrenzt durch das
Verhiltnis von Stabmasse zu Wagenmasse. Dreht sich das Pendel zu schnell, so kann der
Wagen abheben, sofern er nicht mechanisch unten gehalten wird. Da wir davon ausge-
hen, dass sich die Zustinde des Systems direkt messen lassen, gibt es keine zusitzlichen
Ausgangsgrofien. Die einzige Eingangsgrofle ist die durch den Motor ausgeiibte Kraft, die
natiirlich wieder durch die Eigenschaften des Motors begrenzt ist. Man konnte stattdessen
auch die an den Motor angelegte Spannung oder evtl. sogar die Geschwindigkeit des Wa-
gens als Eingangsgrofle verwenden. Letzteres wiirde alles erheblich vereinfachen, ist aber
nur fir sehr spezielle Pendel realistisch. Wir bleiben im Weiteren bei der Kraft als Ein-
gangsgrofie.

Durch die Menge an méglichen Parametern und Randbedingungen wird klar, dass auch
der Entwurf eines Fuzzy-Reglers nichts ist, was man einmal macht und das dann fiir samt-
liche dhnlichen Systeme geeignet ist. Obwohl keine mathematische Modellierung noétig
ist, miissen natiirlich trotzdem die spezifischen Eigenschaften des betrachteten Systems
beriicksichtigt werden. Wir legen an dieser Stelle daher keine bestimmten Werte fiir die
Parameter und Randbedingungen fest und entwerfen auch spater die linguistischen Varia-
blen iiberwiegend qualitativ und nicht quantitativ.

11.5.2 Aufschwingen des Pendels

Da das Aufschwingen das aus menschlicher Sicht einfacher zu 16sende Problem ist, wol-
len wir uns zunichst damit beschéftigen. Der erste Schritt hin zu einem Regler ist die
Einfithrung linguistischer Variablen fiir die Zustandsgrofien ¢, w, x und v des Systems.
Als Namen fiir die zugehorigen linguistischen Variablen nehmen wir naheliegenderwei-
se die Bedeutung der Variablen, also ,Winkel®, ,Winkelgeschwindigkeit®, ,,Position“ und
»Geschwindigkeit®. Nun miissen diesen Variablen linguistische Terme zugeordnet werden.
Dies ist einer der kritischsten Schritte beim Entwurf des Fuzzy-Reglers und ist eine Art
Systemmodellierung, da hier bereits viel Wissen sowohl iiber das System als auch tiber das
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Abb.11.14 Linguistische Ter-

me der Variable ,Winkel“ § - — 4 /A\ § - &

NG NM NK Null PK PM PG

spatere Reglerkonzept einfliefen muss. Um die linguistischen Terme fiir den Winkel fest-
zulegen, sollten wir vorher bereits wissen, in welchem Bereich der Regler iiberhaupt aktiv
sein soll. Dazu bendtigen wir ein grundsitzliches Wissen tiber die physikalischen Zusam-
menhinge. Das Ziel ist, dem Pendel eine solche Drehgeschwindigkeit zu geben, dass es
gerade so in die aufgerichtete senkrechte Position kommt. Eine Verdnderung der Drehge-
schwindigkeit erreicht man durch eine entsprechende Drehbeschleunigung. Es bleibt also
dir Frage, wie wir die Drehbeschleunigung nach unseren Vorstellungen beeinflussen kon-
nen. Die Drehbeschleunigung hiangt tiber (11.2) von den wirkenden Momenten ab, ein
Moment wiederum entsteht, wenn eine Kraft auf den Stab wirkt, deren Wirkungslinie nicht
durch den Schwerpunkt geht. In unserem Beispiel iiben wir immer eine horizontale Kraft
aus, die an einem Ende des Stabes angreift. Wenn der Stab selbst horizontal ausgerichtet ist,
kénnen wir die Drehbeschleunigung also gar nicht beeinflussen. Das hort sich im ersten
Moment nachteilhaft an, kann aber auch als Vorteil begriffen werden. Da die Linge der
Fithrungsschiene tiblicherweise begrenzt ist, sollte der Regler auch dafiir sorgen, dass der
Wagen moglichst in der Mitte der Scheine bleibt. Wenn sich das Pendel in einer annéhernd
horizontalen Lage befindet, kann der Wagen also in Richtung der Schienenmitte beschleu-
nigt werden, ohne dass dadurch das Verhalten des Pendels stark beeinflusst wird. Auch der
Bereich oberhalb der Horizontalen kann wieder benutzt werden, um die Drehung je nach
Bedarf zu beschleunigen oder abzubremsen.

Eine Moglichkeit, Terme fiir die linguistische Variable ,Winkel“ zu vergeben, ist die in
Abb. 11.14 dargestellte. In dem Bereich, in dem das Pendel nahe an der nach unten gerich-
teten senkrechten Position ist, ist der Winkel ungefdhr null. Wir decken diesen unscharfen
Bereich durch die linguistische Variable ,Null“ ab, und verwenden dazu die tibliche lineare
Hiitchenfunktion, die im unteren Viertel des Kreises ungleich null ist. Bei den ibrigen Ter-
men steht der erste Buchstabe (N oder P) fiir negativ bzw. positiv und der zweite Buchstabe
(K, M, G) fiir klein, mittelgrof8 oder grof3. So decken wir die komplette Grundmenge mit
iiberlappenden Fuzzy-Mengen ab (siehe Abb. 11.9 fiir eine andere Darstellung von linguis-
tischen Termen und der zugehdrigen Variablen). Nur die senkrecht nach oben gerichtete
Position wurde ausgelassen, aber die soll ja der zweite - fiir die Stabilisierung verantwort-
liche - Regler tibernehmen.

Wihrend beim Winkel die Grundmenge im Wesentlichen durch den kompletten Kreis
vorgegeben ist, ist es bei der Winkelgeschwindigkeit schwieriger festzulegen, was beispiels-
weise eine ,,grofSe Winkelgeschwindigkeit® tiberhaupt ist, d. h., iber welchen Werten wir
die Terme definieren. Ein kleines Experiment hilft da aber schnell weiter. Wir lassen einfach
das Pendel aus einer nahezu aufgerichteten Position los und messen die Drehgeschwindig-
keit fiir verschiedene Winkel. Mit betragsmifiig gleicher Geschwindigkeit in umgekehrter
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Tab. 11.5 Regelbasis fiir den aufschwingenden Regler; in der obersten Zeile stehen die Terme des
Winkels und in der linken Spalte die Terme der Winkelgeschwindigkeit

NG NM NK Null PK PM PG

NG 2 - -1 0 1 - -2
NK 1 - 0 1 2 - -1
Null 0 - -2 0 2 - 0
PK -1 - -2 -1 0 - 1
PG -2 - -1 0 1 - 2

Drehrichtung gelang man dann genau zuriick in die Ausgangsposition. Damit ldsst sich
leicht abschitzen, bei welchem Winkel welche Winkelgeschwindigkeit notig ist. Die lin-
guistischen Terme fiir die Winkelgeschwindigkeit miissen nun so gewahlt werden dass
sowohl etwas zu kleine als auch etwas zu groflie Geschwindigkeiten abgedeckt sind. Die
Regeln werden dann so entworfen, dass versucht wird, die zuvor gemessene optimale Dreh-
geschwindigkeit in Abhiangigkeit vom Winkel zu erreichen. Wir nehmen im Folgenden an,
dass fiir die Drehgeschwindigkeit und auch fiir die auszuiibende Kraft je fiinf linguistische
Terme mit den Bezeichnern ,NG® ,NK¢ ,Null, ,PK“ und ,PG* festgelegt sind. Damit
ldsst sich beispielsweise Regelbasis aus Tab. 11.5 aufstellen, bei der in der ersten Zeile die
linguistischen Terme fiir den Winkel und in der ersten Spalte diejenigen fiir die Winkelge-
schwindigkeit stehen. In den sonstigen Zellen stehen die Konklusionen der Fuzzy-Regeln,
also die auszuiibende Kraft. Fiir eine bessere Ubersichtlichkeit verwenden wir statt der lin-
guistischen Terme die Zahlen -2 bis 2, wobei z. B. -1 fiir ,NK* steht:

Wir wollen nun nicht genau auf die einzelnen Werte eingehen, sondern im Gegenteil
auf die nicht vorhandenen Werte hinweisen. Die beiden leeren Spalten entsprechen den
horizontalen Winkelpositionen. Diese wollten wir verwenden, um den Wagen in der Mitte
zu halten. Dazu missen wir natiirlich als zweite Variable nicht die Winkelgeschwindigkeit
betrachten, sondern die Position. Eigentlich brauchten wir also eine vierdimensionale Ta-
belle, um jede Kombination aus den linguistischen Termen der vier Variablen abzudecken.
Normalerweise ist das aber weder moglich noch nétig. Stattdessen erstellt man je nach Be-
darfRegeln, deren Primisse 2, 3 oder 4 Terme enthilt. Je weniger Terme die Pramisse dabei
enthilt, desto grofier ist der durch die Regel abgedeckte Teil des Zustandsraumes, da ja die
Priamisse bei weniger Termen fiir viel mehr Zustande erfiillt ist.

11.5.3 Stabilisieren des Pendels

Wie schon beim aufschwingenden Regler miissen auch beim stabilisierenden Regler zu-
nichst die linguistischen Variablen und die zugehorigen Terme definiert werden. Die Va-
riablen bleiben natiirlich dieselben, da sie den Zustandsgrofien entsprechen. Nur die lin-
guistischen Terme und deren Werte dndern sich. Fiir den Winkel ist ein sehr viel kleinerer
Bereich um die instabile senkrechte Ruhelage herum nétig, und auch die Werte fiir die
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Tab. 11.6 Regelbasis fir den stabilisierenden Regler; in der obersten Zeile stehen die Terme des
Winkels und in der linken Spalte die Terme der Winkelgeschwindigkeit

NG NK Null PK PG
NG - - 2 1 0
NK - 2 1 0 -1
Null 2 1 0 -1 -2
PK 1 0 -1 -2 -
PG 0 -1 -2 - -

Geschwindigkeit sollten kleiner sein, da das Pendel auf dem Weg nach oben abgebremst
wird.

Wir wollen hier auch nicht im Detail auf die Erstellung der Regelbasis eingehen, sondern
abschlieflend nur noch kurz erwahnen, dass es bei einer guten Festlegung der linguisti-
schen Terme nicht mehr unbedingt nétig ist, jede Regel einzeln aufzustellen. Die Regelba-
sis in Tab. 11.6 offenbart eine sehr systematische Struktur, die im Wesentlichen auf zwei
Grundgedanken beruht. Zum einen ist die Kraft umso gréfer, je mehr das Pendel von der
Ruhelage abweicht und zum anderen ist die Kraft umso grofier, je schneller sich das Pendel
von der Ruhelage wegbewegt (bzw. umso kleiner, je schneller sich das Pendel auf selbige
zubewegt).

Das hort sich nun fast schon zu einfach an, um wahr zu sein. Zwar muss die Regelbasis
aus Tab. 11.6 an das jeweilige System angepasst werden, es bedarf einer sehr griindlichen
Auswahl der linguistischen Terme und auch einige trial-and-error-Experimente sind not-
wendig, im Grunde geniigt aber die einfache Regelbasis. Und das war ja auch genau das
Ziel, das wir mit der Fuzzy-Regelung erreichen wollten - uns die exakte Modellierung des
Systems und die anspruchsvolle klassische Regelung zu sparen und dennoch das System
zu regeln. Was damit allerdings nicht mehr moglich ist, ist eine Simulation des Pendels, da
wir ja gar kein exaktes mathematisches Modell mehr haben.

11.6 Ausblick

Die Regelungstechnik ist ein sehr grofles und an vielen Stellen auch sehr anspruchsvolles
Themengebiet. Eine sehr ausfiihrliche Einfithrung in die systemtheoretischen Grundlagen
bietet [41], einen etwas starkeren Schwerpunkt auf Anwendungen und Rechnerumsetzung
setzt [16], des Weiteren gibt es ein Fiille an Literatur auch zu spezielleren Aspekten der
Regelungstechnik. Das Ziel war es nicht, dieses Gebiet hier in seiner vollen Breite und
Tiefe abzudecken, sondern zunichst ein gewisses Grundverstindnis zu vermitteln, was
Regeln tiberhaupt ist, um dann den Aspekt der Modellierung zum einen mit Methoden
der technischen Mechanik, zum anderen mit Hilfe der Fuzzy-Logik ndher zu betrachten.
Auch hier empfiehlt sich fiir ein tieferes Verstindnis weitere Literatur, neben den schon
genannten bietet [11] eine solide Einfithrung in die Theorie und hat ansonsten die Schwer-
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punkte Regelung und Mustererkennung. In [17] wird die Theorie der Fuzzy-Mengen nicht
ganz so ausfithrlich behandelt, dafiir werden viele Aspekte der Fuzzy-Regelung betrach-
tet, beispielsweise nichtlineare und adaptive Fuzzy-Regelung und die Stabilitdt von Fuzzy-
Reglern.
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Bei der Erwihnung des Begriffs Chaostheorie denken viele vielleicht zunichst an faszi-
nierende Bilder von Fraktalen, wie z.B. das ,,Apfelmannchen Diese Bilder zeigen aber
nur einen Teilbereich dessen, worum es bei der Chaostheorie geht. Sie beschiftigt sich
im Wesentlichen mit der Untersuchung nichtlinearer dynamischer Systeme, also von Sys-
temen, deren Dynamik z. B. durch nichtlineare Differentialgleichungen beschrieben wird.
Nahezu jedes in der Realitit vorkommende System zeigt nichtlineares Verhalten, daher be-
schiftigen sich Menschen aus den verschiedensten Bereichen der Wissenschaft mit solchen
Systemen. Ein prominentes Beispiel ist natiirlich das Wetter, das sich auch mit noch so viel
Rechenleistung niemals beliebig lange vorhersagen ldsst, da eben hin und wieder in Chi-
na ein Sack Reis umfillt. Oftmals ldsst sich bei den untersuchten Systemen in manchen
Situationen scheinbar regelloses, so genanntes chaotisches Verhalten beobachten.

Was hat nun Chaos mit Modellbildung und Simulation zu tun? Zunichst geht es dar-
um, chaotisches Verhalten zu verstehen, in solchem Verhalten Strukturen zu entdecken
- die klassische Aufgabe der Chaostheorie. Systeme mit chaotischem Verhalten zu mo-
dellieren und zu simulieren - trotz der Unzuganglichkeit - ist fiir viele wissenschafliche
Gebiete von Bedeutung. In der Finanzmathematik versucht man, aus chaotischem Verhal-
ten Riickschliisse auf die Entwicklung von Geldmirkten zu ziehen; in der Neurologie wird
die Chaostheorie dazu verwendet, epileptische Anfille vorherzusagen. Der Grund, wes-
halb sich die Chaostheorie als eigenstidndiges Forschungsgebiet etabliert hat, ist, dass sich
solch seltsam anmutendes Verhalten bei den verschiedensten Anwendungen findet und
sich dabei héufig dhnliche Strukturen entdecken lassen. Bei der Untersuchung nichtlinea-
rer Systeme ist man fast zwangsldufig auf Computersimulationen angewiesen, da sich nur
die wenigsten nichtlinearen Gleichungen analytisch 16sen lassen.

Sowohl bei diskreten (z. B. diskrete Abbildungen) als auch bei kontinuierlichen (z. B. Dif-
ferentialgleichungen) Systemen tritt Chaos auf. Die wesentlichen Merkmale des Chaos wie
Bifurkationen und seltsame Attraktoren werden wir aufgrund der besseren Anschaulichkeit
anhand einfacher diskreter Abbildungen erkldren. Aber auch bei kontinuierlichen Syste-
men lassen sich die gleichen Effekte beobachten. Wir werden daher im letzten Teil des
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Kapitels ein mechanisches System - ein angetriebenes Pendel - zunéchst kurz modellieren
und dann mit Hilfe von Simulationsergebnissen das chaotische Verhalten des Systems be-
trachten. Zum leichteren Verstandnis dieses Kapitels sind die Abschnitte zur Analysis und
zur Numerik gewohnlicher Differentialgleichungen aus Kap. 2 hilfreich.

12.1 Einleitung

Es existiert keine einheitliche Definition, was die Chaostheorie bzw. das Chaos selbst genau
ist. Der Begriff Chaos wird sehr oft falsch verwendet, vor allem auch im Zusammenhang
mit zufilligem Verhalten. Wenn wir von Chaos sprechen, geht es vielmehr immer um ein
Verhalten deterministischer Systeme ohne jeglichen stochastischen Einfluss. Wir fithren
daher kurze informelle Definitionen ein, um ein Gespiir dafiir zu vermitteln, worum es in
diesem Kapitel tiberhaupt geht.

Chaos Ein deterministisches System verhélt sich chaotisch, wenn es sehr empfindlich auf
leichte Anderungen in den Anfangsbedingungen reagiert. Wenn man dasselbe System zwei
Mal mit minimal verschiedenen Anfangszustinden fiir einen lingeren Zeitraum simuliert,
so ist an den beiden Endzustinden nicht mehr erkennbar, dass die beiden Systeme mit
nahezu gleichem Anfangszustand gestartet wurden. Wihrend gleiche Ursachen bei einem
chaotischen System wie bei jedem anderen deterministischen System auch zu gleichen Wir-
kungen fiihren, konnen dhnliche Ursachen zu vollig unterschiedlichen Wirkungen fiihren.
Man kann auch sagen, dass ein solches System unvorhersagbar ist. Dies wird schon in der
berithmten Frage ausgedriickt, ob der Fluigelschlag eines Schmetterlings einen Orkan am
anderen Ende der Welt auslosen kann, es hat jedoch nichts mit Zufall zu tun, sondern mit
den besonderen Eigenschaften der zugrunde liegenden nichtlinearen Gleichungen.

Chaostheorie Die Chaostheorie ist die Theorie der dynamischen nichtlinearen Systeme.
Sie beschiftigt sich also nicht nur direkt mit chaotischem Verhalten, sondern mit jeglichem
Verhalten nichtlinearer Systeme. Dazu gehdren auch Fixpunkte sowie deren Stabilitit, und
Zyklen, auf die wir auch kurz eingehen werden.

Es gibt sowohl diskrete als auch kontinuierliche Systeme, die chaotisches Verhalten auf-
weisen. Bei diskreten Systemen, sogenannten Iterationsfunktionen, kann schon bei einer
einzigen Zustandsvariablen Chaos auftreten, bei kontinuierlichen Systemen sind mindes-
tens drei Zustandsvariablen nétig. Bei einem diskreten System (auch Abbildung genannt)
wird der Zustand nur zu diskreten Zeitpunkten ¢, berechnet. Dabei wird der Zustand zum
Zeitpunkt t,,,; aus dem Zustand zum Zeitpunkt ¢, berechnet. Wir werden uns hauptsach-
lich mit einer ausgewéhlten Abbildung beschiftigen, ndmlich mit der logistischen Abbil-
dung. Der Vorteil dieser Abbildung ist, dass sie sehr einfach ist, an ihr aber alle wichtigen
Eigenschaften chaotischer Systeme erkldrt werden kénnen. Dann werden wir noch kurz
auf ein diskretes System mit zwei Zustidnden eingehen, da sich daran manche Dinge auf-
grund der zwei Dimensionen leichter visualisieren und damit veranschaulichen lassen.
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Gegen Ende des Kapitels werden wir noch ein relativ einfaches mechanisches System -
ein angetriebenes Pendel - vorstellen, einerseits um zu zeigen, dass die Effekte, die bei den
diskreten Systemen beobachtet wurden, auch in kontinuierlichen Systemen auftreten, an-
dererseits um ein reales System zu haben, das sich auch jeder bildlich vorstellen kann.

12.2 Von der Ordnung zum Chaos

Wie schon erwidhnt lisst sich sowohl bei diskreten als auch bei kontinuierlichen Syste-
men Chaos beobachten. Sowohl die Methoden zur Untersuchung der Systeme als auch die
beobachteten Effekte dhneln sich. Eindimensionale diskrete Systeme sind aufgrund der ge-
ringen Komplexitit noch einfach nachzuvollziehen und auflerdem auch besonders einfach
zu simulieren. Wir konzentrieren uns daher hauptsichlich auf ein solches eindimensio-
nales diskretes System, anhand dessen wir die grundsitzlichen Phanomene kurz erldutern
wollen.

12.2.1 Logistische Abbildung und deren Fixpunkte
Eine Iterationsfunktion ®(x) (oder auch diskrete Abbildung) sei wie folgt definiert:

Xne1 = O(x,) (12.1)

wobei x, und x,,,; die Werte zu den Zeitpunkten n und » + 1 bezeichnen. Im Kapitel iiber
die Populationsdynamik wurden solche Iterationsfunktionen beispielsweise benutzt, um
die Entwicklung einer Population {iber einen gewissen Zeitraum zu untersuchen. Die dis-
kreten Zeitpunkte kénnen dabei z. B. Jahre oder auch andere Zeiteinheiten sein, die mit
dem Fortpflanzungszyklus der Spezies zusammenhingen. Bei der Untersuchung von Ite-
rationsfunktionen ist man oftmals an den Fixpunkten interessiert. Fixpunkte sind Punkte,
die auf sich selbst abgebildet werden, fiir die also

D(x)=x (12.2)

gilt. Sofern ein Fixpunkt anziehend und damit auch stabil ist, wird eine im Startwert x
aus einer gewissen Umgebung um den Fixpunkt startende Folge im Laufe der Zeit immer
gegen den Fixpunkt konvergieren. Beim Beispiel der Populationsdynamik wire das eine
bestimmte Anzahl an Tieren, bei der in jedem Jahr gleich viele Tiere sterben, wie neue gebo-
ren werden. Ob ein Fixpunkt anziehend oder abstoflend ist, hingt von der ersten Ableitung
der Iterationsfunktion ab. Ist deren Betrag kleiner als eins, so ist der Fixpunkt anziehend,
ist er grof3er als eins, so ist der Fixpunkt abstoffend. Auf den Sonderfall, dass der Betrag ge-
nau eins ist, gehen wir nicht ein. Bei anziehenden Fixpunkten lasst sich das Verhalten des
Systems in zwei Bereiche einteilen. Ausgehend von einem beliebigen Startwert wird der
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Fixpunkt @iblicherweise nicht in einem einzigen Iterationsschritt erreicht, sondern es gibt
ein gewisses Ubergangsverhalten, auch transiente Dynamik genannt. Sobald der Fixpunkt
erreicht wird, geht die transiente Dynamik gegen null, und das System hat ein stationdres
Verhalten (asymptotische Dynamik).

Wir betrachten die folgende Iterationsfunktion, die auch logistische Abbildung genannt
wird und die z. B. zur diskreten Modellierung von Populationswachstum verwendet wird:

O(x)=rx(1-x). (12.3)

Fiir unsere Untersuchungen beschrinken wir uns auf Startwerte xq € [0,1]. Je nach Wahl
des Parameters r € [0, 4] verhilt sich die logistische Abbildung sehr unterschiedlich. Die
Beschrankung von r auf Werte zwischen null und vier sorgt dafiir, dass Werte fiir ®(x)
innerhalb des Intervalls [0,1] bleiben. Zunichst bestimmen wir die Fixpunkte, also die
Punkte, fiir die gemaf3 (12.2)

x=rx(1-x)

gilt. Der erste Fixpunkt ist damit x, = 0. Fiir weitere Fixpunkte kiirzen wir auf beiden Seiten
x,16sen nach x auf und erhalten damit einen zweiten Fixpunkt
r—1

Xp=——.
r

Um dje Stabilitit der beiden Fixpunkte zu untersuchen, benétigen wir die Ableitung
D' (x)=r-2rx<3
von (12.3). Fiir den ersten Fixpunkt x, = 0 gilt also

, <1 fur 0<r<1,
[ (0)|‘|r|{ >1 fir 1<r<4.
Fiir Werte r < 1ist x, also ein anziehender Fixpunkt. Dies wird auch leicht klar, wenn man
sich die drei Faktoren r, x und (1 - x) in der Iterationsfunktion (12.3) anschaut. Fiir r < 1
und xo € [0,1] sind alle drei Faktoren kleiner als eins, und damit muss der Betrag von
x durch fortgesetztes Iterieren immer kleiner werden und damit gegen null konvergieren.
Fiir den zweiten Fixpunkt x;, = r—;l gilt

re1 >1 fir 0<r<l1,
®'(—)‘:|2—r| <1 fir 1<r<3,
r >1 fir 3<r<4.

Fiir Werte von r zwischen null und eins ist der zweite Fixpunkt x; instabil, zwischen ein
und drei ist er jedoch stabil. In Abb. 12.1 ist die Stabilitdt der beiden Fixpunkte in Ab-
héngigkeit von r dargestellt. Dabei stellt man fest, dass an der Stelle r = 1 die beiden
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Fixpunkte ihr Stabilitdtsverhalten tauschen. Man spricht in einer solchen Situation von
einer transkritischen Bifurkation. Im Allgemeinen bezeichnet eine Bifurkation eine qua-
litative Verinderung des dynamischen Verhaltens eines Systems bei der Anderung eines
Systemparameters. Die transkritische Bifurkation ist dabei nur ein Beispiel, wie solch eine
qualitative Verdnderung aussehen kann.

12.2.2 Numerische Untersuchung und Bifurkationen

Die bisherige Untersuchung der logistischen Abbildung haben wir rein analytisch durch-
gefiihrt und damit die Fixpunkte und deren Stabilitét fiir Werte des Parameters r € [0, 3]
bestimmt. Die stabilen Fixpunkte entsprechen dabei der asymptotischen Dynamik der lo-
gistischen Abbildung. Interessant wird das Verhalten der logistischen Abbildung fiir Para-
meterwerte r € [3,4)]. Fiir diesen Bereich gibt es keine stabilen Fixpunkte. Allerdings wissen
wir aufgrund des Aufbaus der Abbildung, dass auch fiir diese Parameterwerte ein Start-
wert xo € [0,1] wieder auf das Intervall [0,1] abgebildet wird. Die Frage ist also, welches
asymptotische Verhalten sich ergibt. Um dies zu untersuchen, verwenden wir im Folgen-
den keine analytischen Methoden mehr, da diese entweder gar nicht oder nur mit sehr
groflen Aufwand anwendbar sind, sondern numerische. In diesem Fall heif3t das, dass wir
die Iterationsfunktion so oft anwenden, bis die transiente Dynamik abgeklungen ist und
nur noch die asymptotische Dynamik sichtbar ist.

In Abb. 12.2 (links) ist dies fur die logistische Abbildung mit Parameter r = 1,5 und
Startwert x, = 0,1 dargestellt. Man sieht, wie sich fiir fortschreitende Iteration der aktuel-
le Wert x; monoton dem Fixpunkt x;, anndhert. Dieselbe Iteration ldsst sich auch grafisch
konstruieren (rechts in Abb. 12.2), indem man mit einem Punkt auf der Diagonalen bei
xo = 0,1 startet und von diesem Punkt zunichst eine vertikale Linie zum Graph der Iterati-
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onsfunktion @ (x) zieht. Von dem erreichten Schnittpunkt aus zieht man eine horizontale
Linie zuriick zur Diagonalen. Durch wiederholtes Anwenden erhilt man die gezeigte gra-
fische Iteration. Der Fixpunkt entspricht natiirlich genau dem Schnittpunkt von @ (x) mit
der Diagonalen, denn da ist ®(x) = x. Die Vorteile der grafischen Iteration werden spiter
noch verdeutlicht. Zunéchst wollen wir aber noch zu einem zweiten Beispiel mit Parameter
r = 2,7 die transiente Dynamik betrachten. Wir wissen bereits, dass es fiir diesen Parame-
ter auch einen stabilen Fixpunkt gibt, die asymptotische Dynamik unterscheidet sich also
zumindest qualitativ nicht.

Allerdings sieht man in Abb. 12.3, dass die Annéherung an den Fixpunkt nicht mehr
monoton ist. Die Werte pendeln um den Fixpunkt herum, die Folge konvergiert aber im-
mer noch gegen selbigen. Anhand der grafischen Iteration wird deutlich, dass die Ursache
fiir das Springen um den Fixpunkt die negative Ableitung der Iterationsfunktion ®(x) an
der Stelle x;, ist. Wird nun der Parameter r weiter vergrof3ert auf einen Wert grofer als drei,
so wird der Betrag der Ableitung am Fixpunkt grofier als eins, und damit gibt es keinen sta-
bilen Fixpunkt mehr.

Normalerweise wiirde man bei instabilen Fixpunkten ein exponentielles Wachstum der
Wertes erwarten. Wir haben allerdings schon festgestellt, dass die logistische Abbildung
bei r < 4 und 0 < xq < 4 das Intervall [0, 1] nicht verlésst. Fiir r = 3,2 stellen wir fest, dass
die Iterationsfunktion nach einer gewissen Ubergangsphase zwischen zwei Werten hin und
her springt (siche Abb. 12.4). Es gibt also einen Zyklus mit der Periode 2. Das ist qualitativ
ein deutlich anderes Verhalten als fiir Parameterwerte r < 3. Damit haben wir erneut eine
Bifurkationsstelle gefunden.

Diese Art der Bifurkation nennt sich superkritische Gabelbifurkation und istin Abb. 12.5
(links) dargestellt. Man sieht, dass der Fixpunkt x;, ab r = 3 instabil wird und sich zugleich
ein stabiler Zyklus bildet. Diese Bifurkationstyp ist ,,harmlos, da sich bei leichter Ande-
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rung des Parameters zwar das qualitative Verhalten dndert, das quantitative Verhalten sich
jedoch auch nur leicht dndert, da der entstehende Zyklus in einer kleinen Umgebung um
den instabilen Fixpunkt liegt. Ganz anders sieht das bei der subkritischen Gabelbifurkati-
on aus. Diese ist schematisch in Abb. 12.5 (rechts) dargestellt. Der Verlauf der Kurven ist
wie bei der superkritischen Gabelbifurkation, allerdings ist die Stabilitdt invertiert. Dies hat
gravierende Folgen bei einem realen System. Wihrend bei Parameterwerten auf der einen
Seite der Bifurkationsstelle ein stabiler Fixpunkt existiert, gibt es auf der anderen Seite we-
der stabile Fixpunkte noch stabile Zyklen. Im schlimmsten Fall ,,explodiert” das System,
indem x exponentiell wichst. Wenn wir uns vorstellen, dass x die Amplitude der Vibrati-
on einer Flugzeugtragfliche und der Parameter die Fluggeschwindigkeit ist, dann wird uns
klar, dass eine solche Bifurkation in technischen Anwendungen katastrophale Auswirkun-
gen haben kann. Hier wird deutlich, weswegen die Untersuchung nichtlinearer Systeme so
wichtig ist.

Es gibt noch einige weitere Bifurkationstypen, auf die wir allerdings nicht eingehen wer-
den. Stattdessen wollen wir uns auf die weitere Untersuchung der logistischen Abbildung
konzentrieren. Bei weiterer Vergréfierung des Parameters r wird das Verhalten zunehmend
komplexer. Um dennoch die Ubersicht zu behalten, werden wir nur noch das asymptoti-
sche Verhalten betrachten. Dazu beginnen wir einfach mit einem beliebigen Startwert x,
(Es sollte allerdings nicht ausgerechnet einer der Fixpunkte sein) und simulierten zunéchst
ein paar hundert Zeitschritte, bis die transiente Dynamik abgeklungen ist. Von dem dann
erreichten x-Wert aus berechnen wir noch einige weitere Schritte und visualisieren diese.

Abbildung 12.6 zeigt die grafische Iteration des asymptotischen Verhaltens fiir die Para-
meterwerte r = 3,46 bzw. r = 3,56. Es treten weitere Bifurkationen auf, die die Periode des
Zyklus verdoppeln. Der Abstand, bei dem eine weitere Bifurkation eintritt, wird allerdings
immer kiirzer.
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Abb. 12.7 Asymptotische Dynamik der logistischen Abbildung (grafische Iteration) fir r = 3,57,
r=3,58 und r = 3,59

12.2.3 Ubergang ins Chaos

Erhohen wir den Wert des Parameters r weiter in kleinen Schritten um jeweils 0,01, so
erhalten wir Abb. 12.7.

Hierbei wurden zunichst 10° Schritte simuliert, bevor die nichsten 10* Schritte zur
Visualisierung verwendet wurden. Je dunkler ein Punkt im Bild ist, desto 6fter kam die
Iteration in die Nahe dieses Punktes. Wie man an der mittleren Abbildung sieht, bildet sich
spétestens ab r = 3,58 kein stabiler Zyklus mehr. Allerdings ist die Verteilung der Punk-
te auch nicht zufillig, es gibt durchaus Bereiche, die von der Iteration 6fter durchlaufen
werden als andere. Es gibt also keinen klassischen Attraktor (Fixpunkt, stabiler Zyklus)
mehr, auf dem man von jedem Startzustand aus irgendwann mal landet, sondern einen
sogenannten seltsamen Attraktor. Ein seltsamer bzw. chaotischer Attraktor zeichnet sich
unter anderem dadurch aus, dass er das Gebiet, in dem der Zustand des Systems sich be-
wegt, einschrankt und auch innerhalb des eingeschrinkten Gebiets manche Bereiche 6fters
durchlaufen werden als andere. Wir werden spater noch anhand eines zweidimensionalen
Systems seltsame Attraktoren betrachten, wenden uns bis dahin aber wieder der logisti-
schen Abbildung zu. Spitestens jetzt stellen wir fest, dass wir durch einzelne Experimente
mit verschiedenen Parameterwerten nicht die ganze Vielfalt an moglichem Verhalten der
logistischen Abbildung erfassen konnen. Stattdessen nutzen wir ein sogenanntes Bifurka-
tionsdiagramm, wie es ansatzweise schon in Abb. 12.1 und in Abb. 12.5 verwendet wurde.
In der horizontalen Richtung variieren wir also den Parameter r, und in der vertikalen
Richtung tragen wir das zugehorige asymptotische Verhalten (den Zyklus bzw. chaotischen
Attraktor) auf. Wie schon in Abb. 12.7 sind diejenigen Punkte dunkler, denen die Iteration
ofter nahe kommt.

Damit erhalten wir das Bifurkationsdiagramm der logistischen Abbildung in Abb. 12.8.
Am linken Rand sieht man den 4er-Zyklus fir r = 3,5, der bei ca. r = 3,55 in einen 8er-
ZyKlus tibergeht. Dieser wiederum geht dann bei ca. r = 3,565 in einen 16er-Zyklus iiber.
Wir beobachten also eine Kaskade von Periodenverdopplungen, wobei der Abstand zwi-
schen den Verdopplungen immer kleiner wird. Wiirden wir den Bereich zwischen r = 3,56
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Abb. 12.8 Bifurkationsdiagramm der logistischen Abbildung mit r € [3,5,4,0]

Abb. 12.9 Bifurkationsdiagramm der logistischen Abbildung mit r € [3,67,3,71], x € [0,68,0,76]
(links), r € [3,7,3,704], x € [0,7,0,708] (rechts)

und r = 3,57 immer weiter vergroflern, so wiirden wir feststellen, dass dieser Prozess sich
fortsetzt und im Grenzwert einen Zyklus mit unendlicher Periode erreicht. Da der Ab-
stand zwischen den Verdopplungen immer mit dem gleichen Faktor (ca. 4,67) abnimmt,
ist dieser Grenzwert bei ca. 3,57 erreicht. Bei diesem Wert finden dann ein Ubergang zu
»chaotischem® Verhalten statt. Dabei ist dieses Verhalten zwar durchaus sehr komplex, aber
man sieht auch sofort, dass es sich nicht um ein zufilliges Verhalten handelt. Wenn man
das gesamte Bild betrachtet stellt man fest, dass an einigen Stellen zyklisches Verhalten vor-
kommt. Dazwischen scheinen kontinuierliche Spektren mit chaotischem Verhalten zu sein.
Bei niherer Betrachtung stellt sich dies aber als falsch heraus.

Der eingerahmte Teilbereich aus Abb. 12.8 ist vergroflert in Abb. 12.9 (links) zu sehen.
In diesem Bild sieht man wieder einige vertikale weifle Striche, in denen kein chaotisches
Verhalten herrscht. Die weitere Vergrolerung des eingerahmten Teilbereichs in Abb. 12.9
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(rechts) zeigt einen sehr interessantes Effekt. Es entspricht genau der urspriinglichen lo-
gistischen Abbildung, gespiegelt an der horizontalen Achse. Was in diesem Bild aber bei-
spielsweise wie ein Fixpunkt aussieht, ist natiirlich keiner, sondern Teil eines Zyklus mit
viel groflerer Periode, da das Bild ja nur ein kleiner Ausschnitt der gesamten Abbildung
ist. Trotzdem sind wir hier auf eine bemerkenswerte Eigenschaft chaotischer Systeme ge-
stof8en, ndmlich die Selbstidhnlichkeit. Egal wie stark wir das Bild vergréfiern, wir werden
immer wieder auf die gleichen Strukturen stof3en, wir finden tiberall periodische Berei-
che, Bifurkationskaskaden und seltsame Attraktoren. Dabei ist es auch vollig egal welchen
Teilbereich aus dem chaotischen Spektrum wir zur Vergréflerung auswéhlen.

12.3 Seltsame Attraktoren

Wir haben das Konzept des seltsamen Attraktors schon kurz vorgestellt. Bevor wir néher
darauf eingehen, miissen wir die Begriffe etwas besser erldutern.

Attraktor Anhand der logistischen Abbildung haben wir bereits anziehende Fixpunkte
und Zyklen untersucht; beides sind spezielle Attraktoren. Voraussetzung fiir einen Fix-
punkt war, dass er auf sich selbst abgebildet wird. Um anziehend zu sein, muss zusitzlich
eine Umgebung um den Fixpunkt herum fiir t - oo auf den Fixpunkt abgebildet werden.
Diese beiden Bedingungen gelten ebenso fiir allgemeine Attraktoren, die eine Menge aus
beliebig vielen Punkten umfassen. Es kommt jedoch noch eine weitere Eigenschaft hinzu:
Es darf keine Teilmenge geben, die die beiden ersten Eigenschaften ebenso erfillt — sonst
wire ja die Menge der reellen Zahlen ein Attraktor fiir jede beliebige Funktion. Bei einem
Fixpunkt kann es keine Teilmenge geben, da es keine nicht leere Menge mit weniger als
einem Punkt gibt. Bei einem Zyklus der Periode k gehoren auch genau k Punkte zum At-
traktor.

Bei bestimmten Parameterbereichen geht das System von einem zyklischen Verhalten
iiblicherweise tiber eine Bifurkationskaskade in einen chaotischen Zustand iiber. Die Zu-
standspunkte, die ein solches System bei fortgesetztem Iterieren durchlduft, bilden gemein-
sam den seltsamen (bzw. chaotischen oder fraktalen) Attraktor.

Seltsamer Attraktor Zusitzlich zu den Eigenschaften eines Attraktors hat ein seltsamer
Attraktor noch eine weitere Eigenschaft, namlich die starke Empfindlichkeit gegeniiber An-
derungen in der Anfangsbedingung. Zwei Punkte, die urspriinglich sehr nah beieinander
liegen, entfernen sich mit der Zeit sehr weit voneinander. Eine hiaufige Auswirkung dieser
Empfindlichkeit ist die fraktale Dimension (siche Abschn. 12.3.1) des Attraktors und seine
Selbstihnlichkeit.

Da die logistische Abbildung ein eindimensionales System ist, entspricht der seltsame
Attraktor der unterschiedlichen Hiufung von Punkten auf einer Linie. Dies hat gereicht,
um zu erkennen, dass es keine zufillige Punkteverteilung ist. Viel mehr sieht man daran
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Abb.12.10 Konstruktionsver- o
fahren fiir die Cantor-Menge C,

allerdings nicht, und so recht wird nicht klar, warum sich dieses Verhalten seltsamer At-
traktor nennt, und was die besonderen Eigenschaften sind. Diese seltsamen Attraktoren
treten aber bei allen chaotischen Systemen auf, so natiirlich auch bei Systemen mit meh-
reren Zustdnden. Wir werden in diesem Abschnitt daher die seltsamen Attraktoren einer
diskreten Abbildung mit zwei Zustinden betrachten. Zum einen sind zweidimensionale
diskrete Abbildungen immer noch relativ einfach, zum anderen eignen sie sich natiirlich
besonders fiir die Visualisierung, da die beiden Zustdnde fiir die beiden Koordinaten eines
Bildes verwendet werden kénnen. Bevor wir uns den zweidimensionalen Attraktoren zu-
wenden, werden wir noch ein paar Begriffe definieren und kurz auf Fraktale eingehen, die
fiir das Verstidndnis von seltsamen Attraktoren ein grofie Rolle spielen.

12.3.1 Selbstdhnlichkeit und fraktale Dimension

Es wurde bereits erwihnt, dass seltsame Attraktoren eine fraktale Dimension haben und
auflerdem héufig selbstdhnlich sind. Um eine anschauliche Vorstellung davon zu bekom-
men, was diese Begriffe bedeuten, wollen wir eine einfache fraktale und selbstdhnliche
Menge vorstellen.

Cantor-Menge Die Cantor-Menge ist eine Menge, die sich durch ein rekursives Verfahren
konstruieren lasst. Wir beginnen mit der Menge C,, die aus einer Linie besteht, die das
Intervall [0,1] abdeckt. Von dieser Linie wird das mittlere Drittel entfernt, um die Menge
C, zu erhalten. Aus den beiden verbleibenden Teilen wird wiederum jeweils das mittlere
Drittel entfernt, um die Menge C, zu erhalten, usw.

Abbildung 12.10 veranschaulicht diese Vorgehensweise. Dabei ist Co, die eigentliche
Cantor-Menge. Anhand dieses Konstruktionsprinzips wird der Begrift der Selbstihnlichkeit
klar. Nimmt man ein beliebiges Linienstiick aus Abb. 12.10, so ist dieses wieder genauso
unterteilt wie die urspriingliche Linie. Auf beliebig kleinen Skalen wiederholen sich die
Muster. In diesem Fall sind die Muster exakt identisch, da jedes Linienstiick auf exakt die
gleiche Weise verfeinert wird. Bei komplexeren Systemen kann es auch sein, dass die Muster
in veranderter Art vorkommen. Aber auch dann spricht man noch von Selbstahnlichkeit.



290 12 Chaostheorie

Tab. 12.1 Zusammenhang zwischen dem Verkleinerungsfaktor eines Objekts, der Anzahl an klei-
nen Kopien, die benétigt werden, um das urspriingliche Objekt abzudecken, und der Dimension des
Objekts

Objekt  Verkleinerungsfaktor Anzahl Kopien Dimension

Linie 2 2 1
Linie 3 3 1
Quadrat 2 4 2
Quadrat 3 9 2
Wirfel 2 8 3
Wiirfel 3 27 3

Ein weiterer Begriff, den man sich anhand der Cantor-Menge veranschaulichen kann,
ist der der fraktalen Dimension. Im gangigen Dimensionsbegrift ist eine Linie eindimen-
sional, wohingegen ein Punkt (oder auch eine Menge von Punkten) nulldimensional ist.
Die Zwischenschritte bei der Konstruktion der Cantor-Menge bestehen immer aus end-
lich vielen Linienstiicken. Allerdings hat die eigentliche Cantor-Menge keine Linienstiicke
mehr, stattdessen jedoch unendlich viele Punkte. In einem verallgemeinerten Sinne sollte
ihre Dimension also irgendwo zwischen null und eins sein. Bevor wir eine Formel zur Be-
rechnung der Dimension angeben, machen wir ein paar Gedankenexperimente. Bei dem
Konstruktionsverfahren fiir die Cantor-Menge wird die Menge in jedem Schritt durch zwei
kleinere Kopien ersetzt, wobei die Kopien um einen Faktor 3 verkleinert sind. Wiirden wir
sie stattdessen um den Faktor 2 verkleinern, so hitten wir die urspriingliche Linie und
damit auf jeden Fall etwas Eindimensionales. Verkleinern wir eine Fliche (also ein zwei-
dimensionales Objekt) um den Faktor 2, so brauchen wir vier verkleinerte Exemplare, um
die urspriingliche Fliche abzudecken. Bei einem Wiirfel (dreidimensional) werden acht um
den Faktor zwei verkleinerte Exemplare benotigt, um den Ursprungswiirfel zu rekonstru-
ieren.

Tabelle 12.1 gibt eine Ubersicht iiber die Verkleinerungsfaktoren und die Anzahl an
notigen Kopien fiir die verschiedenen Dimensionen. Dabei fillt auf, dass sich die Werte in
der Tabelle leicht durch folgende Formel ausdriicken lassen:

Dimension

Anzahl Kopien = Verkleinerungsfaktor

Daraus ldsst sich eine Formel fiir einen verallgemeinerten, nicht mehr ganzzahlingen Di-
mensionsbegrift herleiten:

In(Anzahl Kopien)

Dimension = .
In(Verkleinerungsfaktor)

Wenden wir diese Formel auf die Cantor-Menge an, so erhalten wir eine fraktale Dimension
von

In2
dcantor = — = 0,63093 .
In3
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Abb.12.11 Konstruktion einer ,,zweidimensionalen“ Cantor-Menge

Die Cantor-Menge hat also einige Eigenschaften, die auch seltsame Attraktoren haben.
Als ndchsten Schritt betrachten wir ein einfaches dynamisches System mit einem seltsa-
men Attraktor, der fast der Cantor-Menge entspricht. Analog zur eindimensionalen Itera-
tionsfunktion (12.1) lasst sich auch fiir den zweidimensionalen Fall eine Iterationsfunktion

aufstellen:
( Xn+1 ) 0 (( Xn )) .
Yn+1 Vn

Wir wihlen nun die Funktion so, dass sie fiir die x-Koordinate dem Konstruktionsverfah-
ren der Cantor-Menge entspricht:

1 T .. 1
T _ (3%n>2yn) fir 0<y,<5,
(Xn+1> Yns1) { (%xn + %)zyn ~)T fir % <<l (12.4)

Die Abbildung aus (12.4) ist auf dem Einheitsquadrat definiert und bildet dieses auf sich
selbst ab. Anschaulich kann man sich diese Abbildung so vorstellen, dass das Einheits-
quadrat in x-Richtung um den Faktor drei gestaucht und in y-Richtung um den Faktor 2
gestreckt wird. Der obere Teil, der durch die Streckung nicht mehr im Einheitsquadrat ist,
wird abgeschnitten und in den freien rechten Teil des Einheitsquadrats gesetzt.

Abbildung 12.11 zeigt die Auswirkung dieses Prozesses nach einigen sukzessiven Schrit-
ten.

Man sieht sofort, dass diese zweidimensionale Abbildung im Wesentlichen das Kon-
struktionsschema der Cantor-Menge verwendet, nur dass eben noch eine y-Komponente
hinzugekommen ist. Ein beliebiger Startpunkt aus dem Einheitsquadrat nahert sich al-
so immer mehr der ,,zweidimensionalen® (sie ist ja eben nicht zweidimensional, sondern
fraktal) Cantor-Menge an. Damit ist diese Menge ein Attraktor der Abbildung (12.4). Au-
Berdem ist sie auch ein seltsamer Attraktor, da zwei dicht beieinander liegende Punkte aus
dem urspriinglichen Einheitsquadrat nach einer gewissen Zeit durch das wiederholte Stre-
cken in vollig unterschiedlichen Bereichen des Attraktors liegen.

12.3.2 Hénon-Abbildung

Die Abbildungsvorschrift (12.4) ist nur an der Stelle y = 0,5 nichtlinear, ansonsten be-
schreibt sie eine lineare Abbildung. Wir betrachten stattdessen eine Abbildung, die sich
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Abb.12.12 Viermalige Anwendung der Hénon-Abbildung auf ein rechteckiges Gebiet

geschlossen darstellen lisst und auf dem gesamten Gebiet nichtlinear ist, die Hénon-

Abbildung
Xn4l 1+y, - axﬁ
= . 12.5
( Yni1 ) ( bx, ) (12

Diese Abbildung hat keine besondere physikalische Bedeutung, eignet sich aber sehr gut
dazu, die Entstehung seltsamer Attraktoren zu zeigen. Die hiufigste Parameterwahl fiir die
Hénon-Abbildung ist a = 1,4 und b = 0,3, die wir auch im Folgenden verwenden werden.
Trotz der Einfachheit der Iterationsvorschrift ist es nicht mehr ganz einfach, sich vorzustel-
len, was sie bewirkt. Fiir einige Punkte wird der Wert aufgrund des quadratischen Terms
sehr schnell explodieren. Es gibt aber auch einen grofien Bereich, der selbst nach langem
Iterieren nicht mehr verlassen wird.

Um besser zu verstehen, was die Hénon-Abbildung macht, untersuchen wir ihre Aus-
wirkung auf ein rechteckiges Gebiet. Abbildung 12.12 zeigt das initiale Gebiet und dessen
Transformation durch viermaliges Anwenden der Hénon-Abbildung.

Die Breite des gesamten Gebiets ist in jedem der finf Bilder 2,6, die Hohe ist 0,8; da-
her ist die Darstellung etwas verzerrt. Durch wiederholtes Dehnen und Falten bekommt
der sich bildende Bogen immer mehr Schichten. Hier deutet sich wieder an, dass man im
Grenzwert auch einen Attraktor erhalt.

Statt nun aber eine komplette Fliche mehrfach abzubilden, wollen wir sehen, ob sich
durch Iteration aus einem einzigen Startpunkt ebenfalls ein Attraktor bildet. Wahlt man
als Startpunkt den Ursprung und iteriert die Hénon-Abbildung oftmals, so bildet sich auch
tatsiachlich derselbe Attraktor. Im linken Teil von Abb. 12.13 ist dieser dargestellt. In dem
eingerahmten Teil, der in der Mitte um einen Faktor von 15 und rechts um einen Faktor von
250 vergroflert ist, kann man wieder gut die fraktale Struktur erkennen. Diese entsteht auch
hier durch das andauernde Verzerren und Falten des Gebiets durch die Iterationsfunktion.

12.3.3 Allgemeine zweidimensionale quadratische Abbildung
Die logistische Abbildung ist eine eindimensionale quadratische Abbildung, wahrend die

Hénon-Abbildung eine zweidimensionale quadratische Abbildung darstellt. Es gibt aller-
dings noch eine Vielzahl weiterer zweidimensionaler quadratischer Abbildungen. Die all-
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Abb.12.13 Hénon-Attraktor mit zwei Vergréflerungen (Faktor 15 bzw. Faktor 250) der jeweils ein-
gerahmten Teilbereiche

gemeine Form einer solchen Abbildung lautet

2 2
Xpy1 = a1+ dpXx, + asyn +agx, + asy, + aA6XnYn >

Yui1 = b1+ bax, + b3y, + b4xﬁ + bsyfl +beXnYu -

Hierbei sind a;,i € 1,...,6,und b;,i € 1,...,6, frei wihlbare Parameter. Bei der logisti-
schen Abbildung gab es einen solchen Parameter. Durch Abtastung dieses einen Parameters
haben wir Bifurkationsdiagramme erzeugt, die einen relativ guten Einblick in das Verhal-
ten des Systems geben. Bei zwolf Parametern und zwei Zustdnden ist das natiirlich nicht
mehr moglich. In einem Bild l4sst sich entweder ein variabler Parameter zusammen mit ei-
nem Zustand zeigen, oder beide Zustinde fiir einen konstanten Satz von Parametern. Wir
machen Letzteres, da es uns im Moment darum geht, etwas mehr tiber seltsame Attrakto-
ren zu erfahren. Wie schon erwahnt, beschreibt ein seltsamer Attraktor den Teilraum des
durch die beiden Zustandsvariablen aufgespannten Raums, der nach Abklingen der transi-
enten Dynamik von der Iterationsfunktion abgelaufen wird. Bislang wissen wir aber noch
gar nicht, fiir welche Parameterkombination sich das System tiberhaupt chaotisch verhalt.
Wir konnen aber sicher sein, dass es Parameterkombinationen gibt, fiir die chaotisches Ver-
halten auftritt, denn sowohl die logistische Gleichung als auch die Hénon-Abbildung sind
als Sonderfall in der allgemeinen Form der zweidimensionalen quadratischen Funktion
enthalten.

Man erhilt die logistische Gleichung, indem man a, aufr, a4 auf —r und allen restlichen
Parameter auf null setzt. Wir nehmen an, dass es weitere Parameterkombinationen gibt, fiir
die chaotisches Verhalten auftritt, und ebenso andere, fiir die periodisches Verhalten oder
Fixpunkte auftreten. Wahlt man beispielsweise alle Parameter sehr klein, so ist auch hier
wieder ein stabiler Fixpunkt bei null. Fiir sehr viele Parameterkombinationen werden die
Zustinde aber auch gegen unendlich gehen, insbesondere wenn die Parameter grofier als
eins sind. Dennoch gibt es noch geniigend Parameterkombinationen, fiir die chaotisches
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Abb. 12.14 Ein seltsamer At- _ “"’7
traktor der zweidimensionalen - 4
quadratischen Abbildung

Verhalten auftritt. Dazu betrachten wir das folgende Beispiel:

Xps1 = 0,6 — 0,6x, — 0,4y, + 0,4x2 — 0,42 +0,3x,y,
Yus1 = =10+ 0,5x, — 0,2y, + 0,2x% — 0,99% + 0,3x,, y,, . (12.6)

Wie tiblich simulieren wir zunéchst einige tausend Schritte, bis die transiente Dynamik ab-
geklungen ist, um dann die darauf folgenden Schritte zu visualisieren. Bei der logistischen
Gleichung haben dazu einige tausend Schritte geniigt. Nun haben wir allerdings eine zwei-
dimensionale Gleichung und wollen diese natiirlich auch zweidimensional visualisieren.
Dazu konnen je nach Parameterwahl und Auflsung mehrere Millionen Schritte notwen-
dig sein.

Das System (12.6) ergibt dann den seltsamen Attraktor aus Abb. 12.14. Wie schon bei
der logistischen Abbildung gibt es auch hier wieder Bereiche, die von der zweidimensiona-
len Iterationsfunktion ofter getroffen werden als andere. Man konnte beim Betrachten des
Bildes den Eindruck bekommen, dass sich Kurven durch das Gebiet ziehen. Dieser Ein-
druck tduscht aber, schliellich handelt es sich um ein diskretes System, es konnen durch
dieses System also keine kontinuierlichen Kurven erzeugt werden. In den meisten Fillen
werden zwei aufeinanderfolgende Funktionswerte in vollig unterschiedlichen Bereichen
des Zustandsraumes liegen. Wenn wir zuriickdenken an das Bifurkationsdiagramm der
logistischen Abbildung in Abb. 12.8, bei dem eine Spalte des Bildes gerade dem Attrak-
tor fiir eine Parameterkombination entspricht, so stellen wir fest, dass die Attraktoren dort
nichtimmer aus zusammenhangenden Bereichen bestehen. Beispielsweise direkt nach dem
Ubergang ins Chaos ist der seltsame Attraktor in viele kleine Bereiche unterteilt. Ebenso
gibt es bei der allgemeinen zweidimensionalen quadratischen Abbildung Parameterkom-
binationen, bei denen der seltsame Attraktor in viele Bereiche unterteilt ist.

In Abb. 12.15 sind fiir sechs weitere Parameterkombinationen die zugehérigen seltsa-
men Attraktoren dargestellt.
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Abb. 12.15 Weitere seltsame Attraktoren der zweidimensionalen quadratischen Abbildung

£

Bei dem Attraktor rechts unten sieht man genau diesen Effekt, dass der Attraktor aus
vielen kleinen Gebieten besteht. Die Iterationsfunktion springt stdndig zwischen diesen
Bereichen hin und her. Die anderen fiinf Bilder zeigen ein ganz anderes, aber dennoch
faszinierendes Verhalten. Da insgesamt 12 frei wihlbare Parameter zur Verfiigung stehen,
gibt es eine riesige Menge an méglichen Kombinationen und daher auch sehr viele unter-
schiedliche Attraktoren.

An dieser Stelle ist es kaum sinnvoll, Bifurkationsdiagramme aufzustellen und das Ver-
halten in Abhingigkeit von Parameterinderungen darzustellen, da wir hierzu ja nur einen
Parameter variieren konnen und die anderen elf festlegen miissten. In diesem Beispiel
haben wir den Parametern keine explizite physikalische Bedeutung zugeordnet, daher kén-
nen wir auch keine sinnvolle Parameterwahl durchfithren. Deswegen wenden wir uns im
nichsten Abschnitt einem mechanischen System zu, bei dem sdmtliche Parameter einen
konkreten physikalischen Hintergrund haben.

12.4 Chaotisches Verhalten eines angetriebenen Pendels

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir anhand von Iterationsfunktionen ver-
schiedene Eigenschaften nichtlinearer Abbildungen und Methoden zur Analyse solcher
Eigenschaften kennen gelernt. Nun wenden wir uns einem kontinuierlichen Beispiel zu und
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wollen herausfinden, wie gut sich die Erkenntnisse aus den diskreten Beispielen iibertragen
lassen. Wir betrachten dazu ein einfaches mechanisches Beispiel, ndmlich ein geddmpftes
Pendel, das von einer Kraft angetrieben wird. Im néchsten Abschnitt werden wir sehen,
dass sich dieses System mit drei Zustandsvariablen modellieren lasst. Es wurde bereits
erwihnt, dass nur kontinuierliche Systeme mit mindestens drei Zustandsvariablen chao-
tisches Verhalten zeigen. In vielen Biichern, die sich mit Chaos beschiftigen, so auch in
diesem, werden nur Systeme mit Reibung betrachtet. Reibungsfreie chaotische Systeme
verhalten sich anders, Details dazu finden sich in [48].

12.4.1 Modell des Pendels

Unser Pendel ist ein Stab, der an einem Ende an einem frei drehbares Gelenk fixiert ist,
um das sich der Stab beliebig - also volle 360° — drehen kann. Die Dampfung des Pen-
dels ist proportional zur Drehgeschwindigkeit. Auflerdem wirkt natiirlich die Schwerkraft
auf das Pendel. Das auf das Pendel ausgeiibte Antriebsmoment sei proportional zu einer
sinusférmigen Funktion. Das System besteht aus drei Zustandsgréflen, der Phase y des
Antriebsmoments, dem Winkel ¢ des Pendels und der Winkelgeschwindigkeit w des Pen-
dels. Diese drei Groflen sind ausreichend, den Zustand des Systems zu jedem Zeitpunkt zu
beschreiben. Wir gehen an dieser Stelle nicht auf die Herleitung des Modells ein. Die Her-
leitung zu einem dhnlichen Beispiel findet sich in Abschn. 11.2. Fiir weitere Informationen
iiber die Modellierung dynamischer Systeme (auch chaotischer) sei auf [7] verwiesen. Nach
der Modellierung erhilt man die folgenden gewohnlichen Differentialgleichungen (bereits
in dimensionsloser Form), die das System beschreiben:

d
dut/ T oM (127
d¢

—w, 12.
dt @ (128
i—t} =-Dw-sin¢ + Acosy . (12.9)

Gleichung (12.7) ist sehr einfach, die Anderung der Phase y entspricht der Frequenz
wy des treibenden sinusférmigen Moments. Ebenso entspricht natiirlich die Anderung
des Winkels ¢ der Winkelgeschwindigkeit w (siehe (12.8)). Die letzte Differentialglei-
chung (12.9) beschreibt die Anderung der Winkelgeschwindigkeit w. Der erste Term auf
der rechten Seite steht fiir die Ddmpfung in Abhangigkeit von der Winkelgeschwindigkeit.
Je schneller sich das Pendel dreht, desto stirker wird es abgebremst. Der zweite Term
entspricht dem Einfluss der Erdanziehungskraft, und der letzte Term ist das antreibende
Moment. Das System hat also drei freie Parameter, die Frequenz w s des antreibenden Mo-
ments, eine Dampfungskonstante D und die Amplitude A des Moments. Beim Betrachten
der Gleichungen fillt auf, dass die Zustandsvariable ¥ nicht von den beiden anderen Va-
riablen abhingt, sondern nur von der Frequenz w s, was natiirlich daran liegt, dass das
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Moment immer von auflen auf das Pendel einwirkt, v6llig unabhéngig davon, in welchem
Zustand sich das Pendel befindet. Das erleichtert uns die spateren Untersuchungen sehr,
da wir uns auf die beiden verbleibenden Zustinde ¢ und w konzentrieren kénnen. In
samtlichen Bildern werden wir also stets nur diese beiden Zustinde verwenden.

12.4.2 Diskretisierung

Ein kontinuierliches System — bzw. das Modell eines solchen Systems — muss fiir eine Simu-
lation immer diskretisiert werden. Welche Diskretisierungsmethode dabei verwendet wird,
héngt natiirlich vom System ab, aber auch von der gewiinschten Genauigkeit und den zur
Verfiigung stehenden Rechnerkapazititen. Da es uns nur darum geht, beispielhaft chaoti-
sches Verhalten anhand eines kontinuierlichen Systems aufzuzeigen, machen wir uns um
die Diskretisierung nicht viele Gedanken. Mit den Differentialgleichungen (12.7) bis (12.9)
haben wir drei kontinuierliche Gleichungen, die das System beschreiben. Da es sich um ge-
wohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung handelt, ist die Diskretisierung ohnehin
relativ einfach. Mit dem Euler-Verfahren diskretisieren wir die drei Gleichungen einzeln.
Bei dieser Methode wird die Ableitung approximiert durch den Differenzenquotient

dx | X0 - X,

de ot
Wenn wir diese Methode auf (12.7) bis (12.9) anwenden, erhalten wir die diskretisierten
Gleichungen

Vi1 = Y +0t-wy,
¢n+1 :¢n+6t'w:
Wpy1 = W, + 0t (-D-w, —sing, + A-cosy,) .

Durch die Diskretisierung haben wir einen weiteren Parameter erhalten, namlich die Zeit-
schrittweite dt. Einerseits sollten wir diese natiirlich moglichst klein wihlen, um den Dis-
kretisierungsfehler gering zu halten, vor allem auch, da wir mit der Euler-Methode ein
Verfahren mit relativ groflem Diskretisierungsfehler gewéhlt haben. AufSerdem reagieren
chaotische Systeme ja sehr empfindlich auf leichte Anderungen in den Anfangsbedingun-
gen und damit auch auf Fehler wihrend der Simulation. Andererseits miissen wir sehr viele
Zeitschritte berechnen. Fiir die verschiedenen seltsamen Attraktoren der zweidimensiona-
len quadratischen Abbildung wurden bereits mehrere Millionen Iterationen durchgefiihrt.
Wie wir spéter noch sehen werden, benétigen wir bei kontinuierlichen Systemen ein Vielfa-
ches davon, die Rechenzeit durch zu feine Zeitschritte kann also nicht mehr vernachléssigt
werden. Wir verwenden hier fiir simtliche Untersuchungen die Zeitschrittlinge 8¢ = 107>,
Durch Verwendung besserer Diskretisierungsmethoden wie z. B. Heun oder Runge-Kutta
ldsst sich die Schrittlinge noch vergroflern und dadurch Rechenzeit sparen.
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Abb.12.16 Asymptotische Dynamik des angetriebenen Pendels fiir A = 1,8 (links), A = 1,87 (Mitte)
und A = 1,89 (rechts)

12.4.3 Zyklen und Attraktoren

Das Modell des angetriebenen Pendels enthélt drei Parameter. Will man das System fiir eine
realistische Anwendung untersuchen, muss man natiirlich bestimmte Einschrdnkungen fiir
die Parameter festlegen, bzw. manche der Parameter konnten auch durch die Beschaffen-
heit des Systems fest vorgegeben sein. Fiir die ersten Experimente legen wir die Ddmpfung
und die Frequenz des Antriebsmoments fest und wihlen D = 0,7 und w; = 0,8. Wir wollen
die Auswirkung verschiedener Amplitudenstirken auf das Verhalten des Pendels untersu-
chen. Dazu simulieren wir das System mit verschiedenen Werten fiir A jeweils so lange,
bis die transiente Dynamik abgeklungen ist, und plotten die verbleibende asymptotische
Dynamik. Dazu projizieren wir die Trajektorie auf die ¢/w-Ebene.

In Abb. 12.16 ist das dynamische Verhalten fiir A = 1,8, A = 1,87 und A = 1,89 einge-
zeichnet.

Fir A = 1,8 ergibt sich ein Zyklus, bei A = 1,87 hat sich dieser Zyklus verdoppelt und bei
A = 1,89 vervierfacht. Dieses Verhalten erinnert an die Periodenverdopplungskaskade bei
der logistischen Abbildung, mit dem Unterschied, dass die logistische Abbildung zwischen
2’ Punkten hin und her gesprungen ist, hier aber ein kontinuierliches System vorliegt, was
die Vergleichbarkeit etwas schwierig macht. Beim diskreten System war es leicht zu sagen,
welche Periode ein Zyklus hat, indem einfach die Punkte gezihlt wurden. Beim kontinuier-
lichen System ist die Periode aber nicht mehr die Anzahl an Iterationen, sondern eigentlich
die Dauer eines Zyklus’. Anschaulich konnte man natiirlich sagen, dass die Periode der An-
zahl an ,,Runden” entspricht, also in den drei obigen Fillen 1, 2 und 4. Allerdings ist das
mathematisch schwer zu fassen, vor allem bei komplizierteren Trajektorienverldufen. Auch
das Erstellen von Bifurkationsdiagrammen zur Untersuchung des Verhaltens fiir ein ganzes
Parameterintervall ist beim kontinuierlichen System nicht direkt méglich. Beide Probleme
lassen sich aber durch die im Folgenden beschriebene Dimensionsreduktion 16sen.

Poincaré-Schnitt Der Poincaré-Schnitt ist eine Methode, ein n-dimensionales kontinuier-
liches System auf ein (n—1)-dimensionales diskretes System zu reduzieren. Bei dreidimen-
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Abb.12.17 Poincaré-Schnitt z
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Abb.12.18 Schematische Darstellung eines Poincaré-Schnitts beim angetriebenen Pendel; aufgrund
der Periodizitit des Antriebs wird jede der eingezeichneten Ebenen immer wieder von der Trajektorie
durchstoflen; sobald die Trajektorie das Gebiet rechts verldsst, tritt sie an gleicher Stelle links wieder
ein

sionalen Problemen wird eine Ebene gewihlt, die moglichst senkrecht zur Trajektorie liegt,
daher also von dieser geschnitten wird.

Sofern die Trajektorie zyklisch ist, wird die Ebene mindestens ein Mal von der einen
Seite durchstoflen. Im linken Teil von Abb. 12.17 ist dies dargestellt. Es gibt einen geschlos-
senen Zyklus, der die Ebene immer wieder im Punkt Py durchst6flt. Genau genommen
miisste es in diesem Bild noch einen zweiten Punkt geben, an dem die Ebene von der an-
deren Seite durchstof3en wird, wir betrachten aber nur die Punkte, bei denen die Ebene
von vorne durchstoflen wird. Benotigt die Trajektorie nun zwei ,,Runden’, bevor sich der
Zyklus wiederholt, so wird die Ebene, sofern sie richtig platziert wurde, an zwei Punkten
durchstofien.

Bei unserem Pendel sind die Werte fiir y und ¢ jeweils begrenzt auf das Intervall [ -7, 7].
Sobald einer der Zustinde dieses Intervall auf einer Seite verlisst, wird er auf der anderen
Seite wieder eingesetzt. Dies wird sofort klar, wenn man sich die Bewegung des Pendels
vorstellt. Bei ¢ = 0 hdngt das Pendel senkrecht nach unten. Sowohl bei ¢ = 7 als auch bei
¢ = —m steht das Pendel senkrecht nach oben, und somit ist das System im selben Zustand.

Fiir die Konstruktion des Poincaré-Schnitts unseres Systems miissen wir die genaue Po-
sition der Ebene festlegen. An (12.7) sieht man, dass auch y linear wichst. Da y eben auch
begrenzt ist und der Wert bei Verlassen des Intervalls immer wieder zuriickgesetzt wird,
wird derselbe Wert fiir y in genau gleichen Zeitabschnitten immer wieder erreicht. Wir
wihlen als Ebene daher eine beliebige Ebene mit konstantem v, oder mit anderen Worten
eine Ebene, die von ¢ und w aufgespannt wird. Dies fithrt auch dazu, dass die Ebene, wie
man in Abb. 12.18 sehen kann, immer von der gleichen Seite durchstoflen wird.
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Fiir die Trajektorien aus Abb. 12.16 ist ein solcher Poincaré-Schnitt natiirlich unspekta-
kuldr, da die Ebene nur ein- bis viermal getroffen wird. Fiir h6here Werte von A erwarten
wir aber aufgrund der vermuteten Bifurkationskaskade wieder chaotisches Verhalten. Dies
tritt auch tatsdchlich ein. Der Poincaré-Schnitt fiir A = 2,04 ist in Abb. 12.19 zu sehen.
Ahnlich wie schon beim diskreten Hénon-Attraktor aus Abb. 12.13 gibt es auch hier wie-
der einen seltsamen Attraktor.

Statt der Untersuchung einzelner Parameterkombinationen haben wir bei der logisti-
schen Abbildung Bifurkationsdiagramme verwendet, um das Systemverhalten fiir ganze
Parameterintervalle zu analysieren. Die logistische Abbildung ist allerdings eindimensio-
nal, und daher lief} sich ein solches Diagramm sehr leicht erstellen. Durch den Poincaré-
Schnitt haben wir die Dimension bereits von drei auf zwei reduziert, fiir das Bifurkations-
diagramm miissen wir aber eine weitere Dimension verlieren. Die einfachste Moglichkeit,
dies zu tun, ist die Projektion auf eine der beiden verbleibenden Koordinatenachsen. Da
man nicht an quantitativen, sondern normalerweise nur an qualitativen Aussagen inter-
essiert ist, schrankt diese Projektion die Aussagekraft meistens nicht stark ein. Ein Zyklus
mit Periode k entspricht im Poincaré-Schnitt gerade k Punkten in der Ebene. Sofern diese
Punkte nicht gerade vertikal bzw. horizontal angeordnet sind, bleiben bei einer Projektion
auf eine der beiden Achsen immer noch k Punkte.

Fiir die bisherigen Experimente hatten wir die Ddmpfung und Antriebsfrequenz fest-
gelegt mit D = 0,7 und wy = 0,8. Dies behalten wir bei und erstellen ein Bifurkations-
diagramm mit variabler Amplitude zwischen A = 1,8 und A = 2,8. Fiir jede ,,Spalte® des
Diagramms erstellen wir einen Poincaré-Schnitt und projizieren ihn auf die ¢-Achse. Diese
Achse hat den Vorteil, das die Werte auf das Intervall [, 7] begrenzt sind und wir uns
daher keine Gedanken um das darzustellende Intervall machen miissen. Damit erhalten
wir das Bifurkationsdiagramm aus Abb. 12.20.

Natiirlich gibt es bei drei Parametern schon sehr viele Kombinationsméglichkeiten, bei
denen sich das System jeweils vollig unterschiedlich verhdlt. Abbildung 12.21 zeigt bei-
spielsweise ein weiteres Bifurkationsdiagramm fiir feste Antriebsfrequenz und Antrieb-
samplitude und variable Ddmpfung. Um aus den Bifurkationsdiagrammen eine niitzliche
Erkenntnis zu ziehen, muss man sich zuvor allerdings sehr viel mehr Gedanken iiber die
zu untersuchenden Parameterkombinationen machen als wir das hier getan haben. Es ging
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Abb. 12.21 Bifurkationsdiagramm fiir A = 1,0, D € [0,0,0,7] und wy = 0,5

uns in diesem Kapitel hauptsachlich darum zu veranschaulichen, was man tiberhaupt unter
Chaos versteht und charakteristische Eigenschaften eines solchen Verhaltens aufzuzeigen
- insbesonders im Kontext zur Modellbildung und zur Simulation einfacher technischer
Systeme wie des betrachteten Pendels.



Teil IV

Physik im Rechner: Aufbruch zum Zahlenfressen




304 Teil IV Physik im Rechner: Aufbruch zum Zahlenfressen

Einleitung

Der letzte Teil unseres Buches schliefSlich ist Anwendungen der Modellbildung und Si-
mulation mit stark physikalischem Hintergrund gewidmet. Der Untertitel ,, Aufbruch zum
Zahlenfressen® bringt dabei zum Ausdruck, dass es nun ,,PC ade!* heift. Obwohl wir es
auch in den vorigen Kapiteln durchaus mit anspruchsvoller Simulationsmethodik zu tun
hatten, so blieb doch der Berechnungsaufwand zumeist tiberschaubar. Das dndert sich nun
grundlegend, denn wir betreten das Gebiet des Hochleistungsrechnens (High-Performance
Computing (HPC)). In den Jahren 2000, 2005 und 2007 wurde beispielsweise der renom-
mierte Gordon-Bell-Award, sozusagen der Nobelpreis der Simulanten, fiir molekulardyna-
mische Berechnungen vergeben. Mit der Molekulardynamik befassen wir uns denn auch
zuerst: ein Partikelansatz, der zwar noch auf gewohnlichen Differentialgleichungen beruht
(wobei zwischen den Wechselwirkungen zwischen Molekiilen und denen zwischen Pla-
neten durchaus erstaunliche Analogien bestehen), der aber dennoch die Auflosung des
Raums ins Spiel bringt. Weiter geht’s mit der Wirmeleitung, einem Klassiker in zahlrei-
chen Biichern zur mathematischen Modellierung. Zwar ist das kontinuumsmechanische,
jetzt voll raumaufgelste Modell recht einfach, thermodynamische Berechnungen kénnen
aber durchaus auch ihre Zeit dauern.

Anschlieflend - natiirlich - Stromungsmechanik. Auch sie war hochst erfolgreich im
Sammeln von Gordon-Bell-Preisen, z. B. 1987, 1995, 1996, 1999 und 2002. Insbesondere
wenn Turbulenz im Spiel ist, sind numerische Stromungsmechaniker gern gesehene oder
gefiirchtete Kunden in Rechenzentren (je nach freien Kapazititen ...).

Auf den ersten Blick sicher etwas ungewohnt ist dann unsere letzte Anwendung, die
aus der Computergraphik stammt. Allerdings wirklich nur auf den ersten Blick, denn man
denke nur an die diversen einschlidgigen Hollywood-Produktionen, von Jurassic Park tiber
Toy Story bis zu Cars, oder an die Flut von Computerspielen: Wabbelnde Dinosaurierbiu-
che werden modelliert und berechnet, die elegante Bewegung von Vorhingen im Wind
wird modelliert und berechnet, Gelindemodelle werden modelliert, der Flug iiber sie wird
simuliert. Ganz zu schweigen von der Beleuchtung - ohne Beleuchtungsmodelle bleibt’s
ndmlich stockfinster auf dem Bildschirm. Und mit der globalen Beleuchtung darzustellen-
der Szenen wollen wir uns zum Abschluss noch etwas niher befassen. Damit soll natiirlich
auch eine wichtige Zielgruppe dieses Buchs bedient werden, die sich bei all den mathemati-
schen Grundlagen und technisch-naturwissenschaftlichen Anwendungen bisher vielleicht
als etwas zu kurz gekommen ansehen mag: die Studierenden der Informatik. Denn dass
diese Art von Physik im Rechner Informatik in Reinkultur ist, l4sst sich kaum bestreiten.
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Die Molekulardynamik beschiftigt sich mit der Simulation von Stoffen auf molekularer bzw.
atomarer Ebene. Das bedeutet, dass zumindest jedes Molekiil, wenn nicht sogar jedes ein-
zelne Atom, im Simulationsgebiet getrennt betrachtet wird. Damit ist sofort klar, dass die in
Frage kommenden Gebiete sehr klein sein miissen. Ein Mol eines Stoffes enthalt ca. 6-10%
Partikel. Bei einem idealen Gas entspricht ein Mol 22,4 Litern, bei Feststoffen ist das Volu-
men dieser Stoffmenge natiirlich noch sehr viel geringer. Da auflerdem fiir die Simulation
nennenswerter Zeitraume sehr viele Simulationszeitschritte berechnet werden miissen, ist
an die Simulation grofler Gebiete gar nicht zu denken. So wird man wohl niemals (zumin-
dest nicht zu einer Zeit, die die Autoren dieses Buches erleben werden) einen Windkanal
komplett auf molekularer Ebene simulieren — und das wére wohl auch, wenn es technisch
moglich wire, ein Overkill. Dennoch gibt es eine Menge Anwendungsfelder, in denen eine
molekulare Betrachtung auch mit den gegebenen Einschrankungen sinnvoll, ja notwendig
ist. Sie ist beispielsweise in biologischen oder medizinischen Anwendungen notig, um die
Funktion von Proteinen oder anderen Makromolekiilen zu untersuchen, oder auch in der
Nanotechnik. Auch in Feldern, wo normalerweise Simulationen auf kontinuierlicher Ebene
eingesetzt werden, also beispielsweise Stromungssimulationen, kann manchmal eine Mo-
lekulardynamiksimulation sinnvoll sein. Denn auch dort treten Phanomene auf, die auf der
kontinuierlichen Ebene nicht aufgelost werden konnen, beispielsweise das genaue Verhal-
ten an der Grenze zwischen zwei unterschiedlichen Stoffen. Des Weiteren gewinnt die Mo-
lekulardynamik auch in den Materialwissenschaften und der Verfahrenstechnik zunehmend
an Bedeutung. Bei Letzterer steht das Wechselspiel zwischen verschiedenen Aggregatszu-
standen, also z. B. Verdunstung, Verdampfung und Destillationsvorgange, im Vordergrund.
Aus den vielen verschiedenen Anwendungebereichen ist dies das Gebiet, auf das wir uns in
diesem Kapitel konzentrieren werden. Ein wichtiges Merkmal dabei ist, dass tiblicherweise
zwar - im Vergleich etwa zu Proteinen - sehr kleine Molekiile betrachtet werden, davon
aber jede Menge.

Wir werden, ausgehend von den physikalischen Gesetzmafligkeiten, Modelle fiir die
Interaktion von Atomen herleiten. Diese Modelle tiberfithren wir in eine Differentialglei-
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chung, die wir fiir die Simulation diskretisieren. Vorwissen aus den Gebieten Analysis
und Numerik gew6hnlicher Differentialgleichungen (siehe Kap. 2) ist dazu hilfreich. Im
Anschluss an die Diskretisierung beschiftigen wir uns mit dem Aufbau eines Simulations-
gebiets und den dafiir nétigen Parametern und Randbedingungen. Zuletzt gehen wir auf
Methoden zur effizienten Implementierung und zur Parallelisierung, d. h. zur Verteilung
des Rechenaufwands auf viele Prozessoren, ein.

13.1 Modellierung von Molekiilen und Wechselwirkungen

Wir haben bereits geklirt, dass es bei der Molekulardynamik im Grunde darum geht,
die Bewegung einer Vielzahl von Molekiilen zu simulieren. Der Zustand eines Molekiils
ist durch die Position des Molekiils im Raum und seine Geschwindigkeit vollstindig
bestimmt. Die Geschwindigkeit ist die erste Ableitung der Position, die Anderung der Po-
sition kann daher mit Hilfe der Geschwindigkeit berechnet werden. Fiir die Anderung der
Geschwindigkeit wiederum brauchen wir deren erste Ableitung, und das ist die Beschleu-
nigung des Molekiils. Nach dem zweiten Newtonschen Axiom ist die Beschleunigung a
eines Korpers mit Masse m proportional zu der auf dem Korper wirkenden Kraft F, daher
gilt

F=m-a. (13.1)

Die wesentliche Herausforderung bei der Molekulardynamik ist es, fiir jedes Molekiil die
einwirkende Kraft zu berechnen. Wie wir im Folgenden sehen werden, hingt diese Kraft
von den umgebenden Molekiilen ab. Molekiile tiben aufeinander eine Kraft aus, wir spre-
chen deshalb von Wechselwirkungen zwischen den Molekiilen. Im Folgenden werden wir
der Einfachheit halber nur noch Atome und keine beliebigen Molekiile mehr betrachten.
Auf manche kleinen Molekiile lisst sich vieles davon sehr leicht iibertragen, generell - und
insbesondere fiir Makromolekiile — gilt das aber nicht.

Vor einer Modellierung von Atomen und den Wechselwirkungen zwischen ihnen miis-
sen wir zunéchst kliaren, wie exakt die Realitit mit den Modellen nachgebildet werden soll.
Fiir eine hochstmogliche Genauigkeit miissten wir beim Aufstellen der Modelle die Gesetze
der Quantenmechanik verwenden. Damit wiirde aber schon die Simulation eines einzelnen
Atoms derart aufwindig, dass die Simulation von Millionen von Molekiilen reine Uto-
pie bliebe. Das wohl einfachste Modell wire, sich einzelne Atome als Kugeln vorzustellen,
die nur dann interagieren, sobald sie zusammenstoflen (sie wiirden sich also wie Billard-
Kugeln verhalten; ein solches Modell wird Hard-sphere-Modell genannt). Allerdings stellt
man fest, dass man mit einem solch einfachen Modell nur sehr wenige und sehr spezielle
Szenarien nachbilden kann. Wir wollen uns in den néchsten Abschnitten daher ndher mit
den physikalischen Wechselwirkungen zwischen Atomen beschiftigen.
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13.1.1 Fundamentale physikalische Krafte

In der Physik gibt es vier fundamentale Krifte. Alle Krifte, die irgendwo auftreten, lassen
sich auf diese vier Krifte zurtickfithren:

o Gravitationskraft: Diese Kraft ist zwar nur sehr schwach, ihre Wirkung lasst aber bei
wachsendem Abstand nur sehr langsam nach, weswegen sie auch als langreichweitige
Kraft bezeichnet wird. Sie wirkt immer anziehend und ist verantwortlich fiir die Bah-
nen der Himmelskorper und auch fiir die Schwerkraft, der wir auf der Erde ausgesetzt
sind (Erde und Mensch ziehen sich gegenseitig an). Genau genommen wirkt diese Kraft
zwischen allen Korpern, also auch zwischen jedem beliebigen Paar von Atomen im
Universum. Auf kurze Reichweite (in der Gréflenordnung von Molekiilen) ist sie aber
gegeniiber den anderen Kriften vernachlissigbar und spielt in den von uns betrachteten
Simulationen daher keine Rolle.

o Elektromagnetische Kraft: Die elektromagnetische Kraft wirkt z. B. zwischen elektrisch
geladenen Teilchen (Teilchen kénnen positiv oder negativ geladen sein oder auch neu-
tral sein). Gleiche Ladungen stoflen sich hierbei ab, und entgegengesetzte Ladungen
ziehen sich an. Diese Kraft ist sehr viel stirker als die Gravitationskraft und ebenfalls
langreichweitig. Allerdings heben sich in den meisten Korpern negative und positive
Ladungen nahezu auf. Damit heben sich auch die anziehenden und abstoflenden elek-
tromagnetischen Krifte, die solche Korper auf andere ausiiben, auf — zumindest bei
groflem Abstand. Die meisten Krifte, die sich im Alltag beobachten lassen, beruhen
auf der elektromagnetischen Kraft. Sie ist auch verantwortlich fiir die Krifte zwischen
Atomen. Darauf werden wir im Verlauf dieses Kapitels noch ausfiihrlicher eingehen.

o starke Kernkraft: Die starke Kernkraft ist die stirkste der vier Krifte. Thre Reichweite ist
aber so kurz, dass sie eigentlich nur innerhalb des Atomkerns wirkt. Fiir die von uns im
Rahmen dieses Kapitels betrachtete Simulation interessieren uns aber nur Krifte zwi-
schen Atomen, daher werden wir auf die starke Kernkraft im Weiteren nicht eingehen.

o schwache Kernkraft: eine Kraft mit ebenfalls sehr kurzer Reichweite, die unter anderem
fiir Zerfallsprozesse im Atomkern verantwortlich ist. Auch sie spielt im Weiteren keine
Rolle.

13.1.2 Potenziale fiir ungeladene Atome

Zunichst miissen wir den Begriff Potenzial kurz kliren. Potenziale bei Partikel-Simula-
tionen beschreiben die ,,Fihigkeit“ der Partikel, Kraft aufeinander auszuiiben. In unserem
Fall verwenden wir nur Paar-Potenziale, das sind Potenziale die nur vom Abstand zwischen
zwei Partikeln abhangen. Fiir manche Stoffe sind aber auch komplexere Potenziale nétig,
die z. B. von mebhr als zwei Partikeln abhangen und evtl. auch nicht nur vom Abstand.
Um aus dem Potenzial zwischen zwei Partikeln i und j die Kraft F zu bestimmen, die
die beiden Partikel aufeinander ausiiben, berechnen wir den negativen Gradienten des Po-
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Abb. 13.1 Schematische Darstellung zur Entstehung der van-der-Waals-Kraft durch temporire Di-
pole

tenzials U,
Fy=-v0(r).

wobei r;; der Abstand zwischen den Partikeln i und j bezeichnet. Durch den Gradienten er-
halten wir einen Kraftvektor, d. h. sowohl Richtung als auch Stirke der Kraft. Die Richtung
entspricht immer genau dem Abstandsvektor zwischen den beiden Molekiilen, was uns in
diesem Abschnitt beschiftigt ist daher nur die Stirke der Kraft. Deswegen betrachten wir
im Folgenden die Kraft als skalare Grofle (F), die der negativen Ableitung des Potenzials
entspricht.

Im letzten Abschnitt haben wir festgestellt, dass nur die elektromagnetische Kraft fiir
uns relevant ist. Die anderen drei Krifte vernachlissigen wir bei der weiteren Modellie-
rung. Auflerdem betrachten wir im Folgenden auch nur noch ungeladene Atome. Diese
sind - zumindest in einer uns geniigenden vereinfachten Anschauung - aufgebaut aus
einem durch die Protonen positiv geladen Kern und einer negativ geladenen Elektronen-
hiille. Die Anzahl an Protonen und Elektronen ist gleich, die Elektronen verteilen sich im
Mittel gleichmiflig um den Kern, dadurch ist das Atom insgesamt neutral. Bei groflem Ab-
stand zwischen den Atomen wirken daher nahezu keine Krifte.

Anziehende Krifte Sobald sich die Atome aber naher kommen, ist dies nicht mehr der
Fall. Es wirkt die sogenannte van-der-Waals-Kraft, durch die sich die Atome anziehen. An-
hand von Abb. 13.1 versuchen wir kurz zu kliren, wodurch diese Kraft entsteht und warum
sie auf die elektromagnetische Kraft zurtickgeht.

Die Elektronen bewegen sich ja relativ frei in der Hiille eines Atoms. Dadurch ist die ne-
gative Ladung auch nicht gleichméfig in der Hiille verteilt und variiert stindig. Das Atom B
in Abb. 13.1 sei jetzt ein solches Atom, in dem sich die Ladung etwas stérker auf der ,lin-
ken Seite“ konzentriert, es entsteht ein sogenannter tempordrer Dipol. Wenn das Atom B
in dieser Situation in der Nahe des Atoms A ist, hat es einen Effekt auf dessen Elektro-
nen. Da negative Ladungen sich gegenseitig abstoflen, werden die Elektronen im Atom A
nach links gedriickt. Beide Atome sind jetzt temporare Dipole, wobei der positive Pol von
Atom A auf den negativen Pol von Atom B trifft. Dies bewirkt eine Anziehung der Atome
insgesamt, die umso starker wird, je ndher sich die Atome kommen. Mathematisch lasst
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Abb. 13.2 Anziehende van-der-Waals-Kraft (links) und AbstofSung durch Pauli-Repulsion (rechts);
jeweils Kraft und zugehoriges Potenzial

sich das zugrunde liegende van-der-Waals-Potenzial folgendermaflen beschreiben:

Ul(r,-j) = —4€(i) .

T,'j
Die zugehorige Kraft

LY
Fl(rij) = 2460'6 (—)
ri j
ist die negative Ableitung dieses Potenzials. Die Parameter ¢ und o beschreiben die Energie
bzw. die Grofle des Atoms. Man sieht in Abb. 13.2 (links), dass fiir grofle Abstinde r;; die
Kraft aufgrund der hohen Potenz im Nenner gegen null geht.

Abstoflende Krifte Zu dieser anziehenden Kraft kommt aber noch eine abstofSende Kraft,
denn sonst wiirden ja alle Atome ineinander fallen. Diese abstoflende Kraft wird umso gro-
Ber, je ndher sich die Partikel kommen. Anschaulich kann man sich die Ursache als das
Uberlappen der Elektronenwolken vorstellen. Die Elektronen der zwei Atome sind sich
dann so nahe, dass sie sich gegenseitig und damit auch die beiden Atome abstoflen; dieser
Effekt nennt sich Pauli-Repulsion. Das zugehorige Potenzial kann auf verschiedene Arten
modelliert werden. Wichtig ist vor allem, dass die abstoflende Kraft der anziehenden Kraft
entgegengesetzt ist und bei kleinen Distanzen vom Betrag her stirker und bei grofien Di-
stanzen schwicher ist als die anziehende Kraft.

Das Potenzial »
o
Uz(f’,'j) = 46(—)
7’,']'

beispielsweise erfiillt diese Forderung. Dieses Potenzial stellt eine gute Naherung fiir den
tatsichlichen physikalischen Effekt dar und hat den Vorteil, dass es sich relativ schnell

berechnen lasst. In Abb. 13.2 (rechts) kann man sehen, dass es schneller abfillt als das
anziehende Potenzial.
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Abb. 13.3 Kombination A

der an- und abstofflenden 21 — UpAn)
Potenziale zum Lennard-Jones- R F, (r)
Potenzial '

Lennard-Jones Potenzial Durch Kombination der oben eingefiihrten anziehenden und
abstoflenden Potenziale erhalten wir das sogenannte Lennard-Jones-Potenzial

. 12 - 6
UL] (T,’j)=4€((7) _(7’_) ) . (13.2)
ij ij

Anhand der Gleichung sieht man jetzt auch gut den Vorteil des gewéhlten abstoflenden
Potenzials - es lisst sich aus dem anziehenden Teil des Potenzials durch einmaliges Qua-
drieren berechnen. In Abb. 13.3 sind das Potenzial und die resultierende Kraft in Abhan-
gigkeit vom Abstand der beiden Atome dargestellt. Bei sehr groflem Abstand wirken nur
sehr geringe (anziehende) Krifte. Diese werden zunéchst umso starker, je ndher sich die
Atome kommen. Ab einem bestimmten Punkt gleichen sich die anziehenden und die ab-
stoflenden Krifte aus. Dieser Punkt ist genau der Minimalpunkt des Potenzials bzw. der
Nullpunkt der Kraft.

Fiir die Interaktion von Atomen werden wir ausschliefflich das Lennard-Jones Potenzi-
al verwenden. Genau genommen berechnen wir damit nicht Wechselwirkungen zwischen
Atomen, sondern Wechselwirkungen zwischen Atommodellen. Wir werden deswegen des
Ofteren nicht mehr von Atomen, sondern stattdessen von Lennard-Jones-Zentren sprechen.
Ein solches Lennard-Jones-Zentrum kann entweder fiir ein einzelnes Atom oder in man-
chen Fillen auch fiir eine kleine Gruppe von Atomen stehen. Es ist parametrisiert durch e
(Energie) und o (Grofie).

Mischregeln Fiir das Lennard-Jones Potenzial aus (13.2) werden die zwei Parameter €
und o des Lennard-Jones-Zentrums benétigt. Kommen in einer Simulation nur gleiche
Atome vor, so gibt es hier noch kein Problem. Soll allerdings die Kraft zwischen zwei Ato-
men unterschiedlichen Typs berechnet werden, stellt sich die Frage, welche Parameter zur
Auswertung der Gleichung verwendet werden. In diesem Fall wird fiir jede mogliche Kom-
bination von Atomen (und damit Lennard-Jones-Zentren) ein gemittelter Wert berechnet.
Wie genau diese Mittelung zu berechnen ist, lasst sich nicht allgemein sagen und hingt
stark von den beteiligten Stoffen ab, daher wird hier nicht weiter darauf eingegangen.

Abschneideradius Alle bisher betrachteten Potenziale fallen mindestens mit #~° ab, wo-
bei r den Abstand zwischen zwei Partikeln bezeichnet. Das heif3t, die Kraft zwischen zwei
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Partikeln ldsst mit zunehmendem Abstand sehr schnell nach. In diesem Fall spricht man
von einem kurzreichweitigen Potenzial. Eigentlich miisste man, um die Kraft zu berech-
nen, die auf ein einziges Partikel i wirkt, die Kraft zwischen diesem Partikel und jedem
anderen in der Simulation (bzw. im ganzen Universum) berechnen. Fiir eine Simulation
mit N Partikeln miissten daher O(N) Operationen durchgefithrt werden, um die Kraft auf
ein einziges Partikel zu berechnen, und damit O(N?) Operationen, um die Kraft auf alle
Partikel zu berechnen.

Da die Kraft aber mit zunehmendem Abstand schnell nachlésst, gentigt es, nur diejeni-
gen Partikel zu betrachten, die einen kleinen Abstand zum Partikel i haben. Den Abstand,
ab dem Partikel beriicksichtigt werden, nennt man Abschneideradius (r.). Ublicherweise
entspricht der Abstand mehreren ¢, wobei ¢ der Groflenparameter der Atome in (13.2)
ist. Damit ist die Anzahl an Partikeln, die sich innerhalb des Abschneideradius’ befinden
und fiir die daher eine Kraftberechnung durchgefiithrt werden muss, durch eine Konstante
begrenzt. Die Kraft auf ein Partikel ldsst sich also mit O(1) Operationen berechnen und
folglich die Kraft auf alle Partikel mit O(N) Operationen. Durch Verwendung des Ab-
schneideradius lassen sich also die Kosten fiir die Kraftberechnung in einen Zeitschritt der
Simulation von O(N?) auf O(N) reduzieren. Die Frage ist jetzt nur noch, wie grof§ der
Abschneideradius wirklich gewéhlt werden kann. Je kleiner er ist, desto weniger Rechen-
aufwand entsteht, allerdings werden die Ergebnisse auch ungenauer. Letztlich hingt die
genaue Wahl des Abschneideradius davon ab, wie genau die Ergebnisse fiir eine konkrete
Anwendung sein miissen. Normalerweise liegt der Wert zwischen 2,50 und 5¢. Es ist auch
iblich, den Einfluss derjenigen Partikel, die durch das Abschneiden ignoriert wurden, ab-
zuschitzen und als Korrekturterm zur Kraft zu addieren.

13.1.3 Berechnung der auf ein Atom einwirkenden Kraft

Im vorigen Abschnitt haben wir uns damit beschiftigt, wie wir die Wechselwirkung zwi-
schen ungeladenen Atomen beschreiben konnen. Aufler der Simulation von Edelgasen sind
mit den bisherigen Uberlegungen kaum weitere Szenarien umsetzbar. Dazu miisste man
die Modellierung noch sehr viel genauer betrachten. Man briuchte z. B. noch eine Model-
lierung von Dipolen, die Berticksichtigung von Molekiilen, statt nur Atome zu betrachten,
usw. Die weitere Vorgehensweise im Rest dieses Kapitels wird aber durch Modellerweite-
rungen kaum beeintrichtigt, sie ist lediglich mit diesem einfachen Modell etwas anschauli-
cher, weswegen uns die bisherige Modellierung geniigt. Die Gleichungen fiir das Potenzial
und die zugehorige Kraft (nun wieder als vektorielle Grofle), auf denen wir im Weiteren
aufbauen, lauten daher

4(r;; 2 -7..7%) forr;:<r,.,

Uiy, (rif) = (ry i) v (13.3a)

J.re ]
0 forrij>r.,
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24 (2rij_12 - rij_6) :—])2 forrij <r., (13.3b)

Fij’rc (rij) = {

0 forrij>r. .
Mit (13.3b) ldsst sich die Kraft zwischen zwei Partikeln i und j berechnen. Um die gesamte

Kraft F; zu berechnen, die auf ein Partikel P; wirkt, miissen alle paarweisen Krifte, bei
denen P; eines der beteiligten Partikel ist, aufsummiert werden:

Fi=) Fj.
]

13.2 Bewegungsgleichung und deren L6sung

Wir sind jetzt so weit, dass wir wissen, wie die auf die Molekiile wirkenden Krifte mit Hilfe
eines physikalischen Modells der Wechselwirkungen berechnet werden kénnen. In diesem
Abschnitt beschiftigen wir uns damit, wie aus den Kriften die Bewegung der Molekiile
berechnet werden kann. Dazu wird zunéchst eine Differentialgleichung fir die Position
der Partikel aufgestellt und diese dann mit verschiedenen numerischen Verfahren gelost.
Die Verfahren unterscheiden sich zum einen durch Eigenschaften, die von der konkreten
Anwendung unabhingig sind, z. B. Genauigkeit und Zeitumkehrbarkeit, aber auch durch
Eigenschaften, die speziell fiir Molekulardynamiksimulationen wichtig sind, z. B. Energie-
erhaltung und Symplektik. Wir werden nur kurz die Vor- und Nachteile der Methoden
nennen, ohne im Detail auf die jeweiligen Eigenschaften einzugehen.

13.2.1 Bewegungsgleichung

Unser Ziel ist ja die Simulation der zeitlichen Entwicklung eines Stoffes auf molekularer
Ebene. Dazu muss ein Anfangszustand vorgegeben werden, in dem fiir alle Molekiile ei-
ne Position und eine Geschwindigkeit festgelegt wird. Davon ausgehend kann mit Hilfe
der Uberlegungen aus dem letzten Abschnitt die Kraft auf jedes einzelne Molekiil berech-
net werden. Aus den Kriften wiederum lésst sich mit (13.1), tibertragen auf die vektorielle
Darstellung, die Beschleunigung

a=—
m

jedes Molekiils berechnen. Damit kénnen wir fiir einen gegebenen Zeitpunkt die Beschleu-
nigung samtlicher Molekiile berechnen. AufSerdem wissen wir, dass die Beschleunigung die
zweite Zeitableitung der Position ist:

a=7V.

Fiir jedes Molekiil erhalten wir daher eine gewdhnliche Differentialgleichung zweiter Ord-
nung, also insgesamt ein System von N Differentialgleichungen zweiter Ordnung, dessen



13.2 Bewegungsgleichung und deren Lésung 313

Losung die Bahn der Molekiile beschreibt. Allerdings lasst sich dieses System von Diffe-
rentialgleichungen schon ab drei beteiligten Partikeln nicht mehr analytisch 16sen. Daher
miissen wir ein numerisches Verfahren zur Losung verwenden. Die prinzipielle Vorgehens-
weise sieht dabei folgendermaflen aus:

» Gegeben sind die Positionen und Geschwindigkeiten aller Partikel zu einem bestimm-
ten Zeitpunkt ¢.

o Daraus werden die Krifte und damit die Beschleunigungen aller Partikel zum Zeitpunkt
t berechnet.

« Ausdiesen drei Groflen werden die Positionen und Geschwindigkeiten zu einem spite-
ren Zeitpunkt ¢ + 't bestimmt.

+ Nun beginnt die Schleife von neuem fiir den Zeitpunkt ¢ + 8t.

Wir benétigen folglich ein Verfahren, dass uns die neuen Positionen und Geschwindig-
keiten berechnet. Im Folgenden werden wir zwei verschiedene Verfahren herleiten und uns
ihre Vor- und Nachteile anschauen.

13.2.2 Euler-Verfahren
Ein sehr einfaches Verfahren, das in diesem Buch schon mehrfach aufgetaucht ist, ist das
Euler-Verfahren (siehe Abschn. 2.4.5). Es kann mit Hilfe der Taylor-Entwicklung hergeleitet
werden, indem die Terme hoherer Ordnung vernachléssigt werden. Fiir die Position r zum
Zeitpunkt (¢ + 8t) ergibt sich damit
r(t+6t) =r(t)+0tv(t).
Ebenso ldsst sich eine Formel fiir die Geschwindigkeit v zum Zeitpunkt (¢ +&t) berechnen:
v(t+6t) =v(t) + dta(t) .

Dieses Verfahren ist sehr einfach herzuleiten und auch umzusetzen, hat allerdings auch
einige Nachteile. Neben der geringen Genauigkeit hat es auch noch andere Eigenschaften,
die seinen Einsatz im Bereich der Molekulardynamiksimulation erschweren. Es eignet sich
daher nur fiir kleine Anschauungsbeispiele, nicht aber fiir realistische Simulationen.

13.2.3 Velocity-Stormer-Verlet

Es gibt eine ganze Reihe besserer Diskretisierungsverfahren mit ganz unterschiedlichen
Eigenschaften. Wir wollen uns hier eines der am haufigsten verwendeten Verfahren niher
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r(t + At) a(t + At) v(t + At) neuer Zeitschritt
r —

v |
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Abb. 13.4 Einzelne Schritte und zugehorige belegte Speicherstellen beim Velocity-Stérmer-Verlet-
Verfahren

anschauen, das sogenannte Velocity-Stormer-Verlet-Verfahren. Auch hier ist der Ausgangs-
punkt wieder die Taylor Entwicklung, allerdings wird sie diesmal bis zu den Termen zweiter
Ordnung durchgefiihrt:

ot
r(t+8t):r(t)+8tv(t)+7a(t). (13.4)

Diese Formel benotigt Position, Geschwindigkeit und Beschleunigung zum Zeitpunkt ¢.
Die ersten beiden sind sowieso gegeben, und zur Berechnung der Beschleunigung zum
Zeitpunkt t wird nur die Position zum selben Zeitpunkt benétigt. Das bedeutet auch, dass
aus der nun erhaltenen neuen Position zum Zeitpunkt (¢ + §t) auch gleich die Beschleuni-
gung zum Zeitpunkt (t + §¢) berechnet werden kann. Fiir die noch nétige Berechnung der
Geschwindigkeit zum Zeitpunkt (¢ + §¢) kdnnen also alle diese Werte verwendet werden.

Die Herleitung der Formel fiir die Geschwindigkeit ist etwas aufwandiger. Zunéchst
wird die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt (¢ + %) mit einem expliziten Euler-Schritt aus
der Geschwindigkeit und der Beschleunigung zum Zeitpunkt ¢ berechnet. Zusétzlich wird
mit einem implizitem Eulerschritt die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt (¢ + &¢) aus der
Geschwindigkeit zum Zeitpunkt (¢ + %) und der Beschleunigung zum Zeitpunkt (¢ + §t)
berechnet:

v(t+ %) =v(t)+ %a(t) ,

v(t+6t)=v(t+ %) + %a(t‘F 8t) .

Durch Einsetzen dieser beiden Gleichungen ineinander erhélt man die gesuchte Formel
fiir die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt (¢ + t),

v(t+8t):v(t)+%(a(t)+a(t+6t)), (13.5)

die nur noch von den schon berechneten Werten abhingt. Die beiden Formeln (13.4) und
(13.5) bilden zusammen das Velocity-Stormer-Verlet-Verfahren. In Abb. 13.4 ist der Ablauf
des Verfahrens in vier Schritten veranschaulicht. Die dunkelgrau gefarbten Blocke kenn-
zeichnen dabei die fiir die jeweilige Berechnung notwendigen Daten und die hellgrauen



13.2 Bewegungsgleichung und deren Lésung 315

r(t + At) v(t + At) a(t + At) v(t + At) neuer Zeitschritt
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Abb. 13.5 Velocity-Stérmer-Verlet-Verfahren mit effizienterer (bzgl. Speicherverbrauch) Berech-
nungsreihenfolge

Blocke die zu berechnenden Werte. Man sieht sofort einen Nachteil des Verfahrens in der
jetzigen Form. Zur Berechnung von v(t + §t) wird die Beschleunigung zu zwei verschie-
denen Zeitpunkten verwendet. Beide Beschleunigungswerte miissen dann natiirlich auch
gespeichert sein. Es wire aber effizienter, wenn fiir jedes Molekiil nur eine Beschleuni-
gung und damit eine Kraft gespeichert werden miisste. Dies lasst sich durch eine geschickte
Wahl der Berechnungsreihenfolge erreichen. Vor dem dritten Schritt in Abb. 13.4 fehlt fiir
die Berechnung von (13.5) nur noch a(t + &t). Die anderen Werte werden nur noch fiir
diese Berechnung benétigt. Man kann also die Gleichung schon teilweise auswerten, in-
dem zunichst %a(t) auf v(t) addiert wird. Diese Vorgehensweise ist im zweiten Schritt
von Abb. 13.5 veranschaulicht. Nach diesem Zwischenschritt wird die Beschleunigung zum
Zeitschritt ¢ nicht mehr benétigt, und der zugehorige Speicherplatz kann im dritten Schritt
tiberschrieben werden. Im vierten Schritt wird dann der Rest von (13.5) ausgewertet, und
somit sind alle Werte zum Zeitpunkt (¢ + dt) bekannt.

13.2.4 Bemerkungen

Es gibt noch eine Reihe weiterer Methoden zur Diskretisierung der Bewegungsgleichungen
in der Molekulardynamik. Welche davon verwendet wird, hangt natiirlich auch davon ab,
was genau simuliert wird, ob beispielsweise innermolekulare Krifte berticksichtigt wer-
den, und welche Erkenntnisse durch die Simulation gewonnen werden sollen. Wihrend
bei vielen anderen technischen Problemen die Genauigkeit der Diskretisierungsmethode
sehr wichtig ist, spielt diese bei Molekulardynamiksimulationen meist nur eine unterge-
ordnete Rolle. Man ist nicht an den Bahnen einzelner Partikel interessiert, sondern an
Aussagen iiber das Gesamtsystem, also z. B. Druck, Temperatur, ...Und selbst wenn man
die einzelnen Bahnen bestimmen wollte, so wiére das iiber lingere Zeitrdume auch mit
den genauesten Verfahren nicht méglich. Das liegt daran, dass auf Molekulardynamik be-
ruhende Systeme chaotisch sind (siehe Kap. 12). D.h., ein kleiner Fehler, beispielsweise
ein Rundungsfehler, wirkt sich mit der Zeit sehr stark aus, und die simulierte Trajektorie
entfernt sich exponentiell von der tatsichlichen. Fiir die in diesem Kapitel betrachteten Sys-
teme aus Atomen mit kurzreichweitigen Kriften ist die Velocity-Stormer-Verlet-Methode
auf jeden Fall eine gute Wahl.
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13.3 Simulationsgebiet

Im letzten Abschnitt haben wir uns ausschliefllich mit der Modellierung der physikalischen
Wechselwirkungen zwischen Molekiilen beschiftigt. Dabei haben wir uns auf wenige zu
simulierende Stoffe konzentriert und fiir diese Stoffe versucht, die Wechselwirkungen gut
abzubilden. Wir haben also die physikalischen Grundlagen fiir die Simulation betrachtet,
uns aber noch keine Gedanken gemacht, was mit der Simulation tiberhaupt erreicht werden
soll. Es wird die Kraft auf jedes einzelne Molekiil berechnet und damit letztlich die Bahn je-
des Molekiils im Simulationsgebiet. Wie schon erwahnt interessieren uns nicht die Bahnen
einzelner Molekiile. Viel wichtiger ist die Entwicklung makroskopischer GrofSen, die nichts
iiber einzelne Molekiile aussagen, sondern iiber die Gesamtheit der simulierten Molekii-
le. Beispiele fiir solche Groflen sind die Temperatur, der Druck oder die potenzielle Energie
des simulierten Gebietes. Um fiir diese Grofen verwertbare Ergebnisse zu erhalten, miissen
wir zunéchst die genauen Rahmenbedingungen fiir die Simulation festlegen. Verschiedene
Parameter konnen dabei beriicksichtigt werden, beispielsweise die Grofle des Simulations-
gebiets, die Anzahl an Partikeln, die Anfangskonfiguration der Partikel, die Dichte und der
Druck im Simulationsgebiet, . .. Einige der genannten Parameter hiangen dabei voneinander
ab. So ist z. B. der Druck nicht unabhéngig von der Dichte. Um fiir eine Simulation realisti-
sche Ergebnisse zu erhalten, miissen einige Parameter zu Beginn der Simulation festgelegt
werden und diirfen sich dann im Laufe der Simulation nicht mehr dndern. Es gibt einige
verschiedene Moglichkeiten, die Rahmenbedingungen festzulegen. Eine davon betrachten
wir néher: das sogenannte NVT-Ensemble.

13.3.1 NVT-Ensemble

Die drei Buchstaben stehen fiir die Anzahl an Partikeln (N), das Volumen des Simulati-
onsgebiets (V) und die Temperatur des simulierten Stoffes (T). Bei der Simulation eines
NVT-Ensembles miissen diese drei Groflen wihrend der gesamten Simulation konstant
sein. Als Simulationsgebiet legen wir zu Beginn ein wiirfelformiges Gebiet fest, wodurch
natiirlich das Volumen bestimmt ist. AufSerdem miissen wir spezifizieren, wie viele Partikel
zu Beginn in diesem Wiirfel sind und wo genau sie sich befinden. Diese Anzahl hingt von
der Dichte des zu simulierenden Stoffes ab. Die Position wird zu Beginn beispielsweise so
gewihlt, dass alle Partikel gleichmifig verteilt sind. Da die Partikel sich bewegen, das Si-
mulationsgebiet aber gleich bleibt, werden im Laufe der Simulation Partikel die Grenze des
Gebiets tiberschreiten. Im Gegenzug miissten natiirlich auch Partikel von auflen in das Ge-
biet eindringen. Wie dieses Problem geldst wird, werden wir in Abschn. 13.3.2 betrachten,
vorweg sei aber schon gesagt, dass die Anzahl an Partikeln innerhalb des Gebiets konstant
bleibt.

Unser Ziel ist es, die Simulation eines Stoffes bei einer vorgegebenen Temperatur durch-
zufiithren. Es ist also klar, dass die Temperatur wihrend der Simulation konstant sein muss.
Dazu miissen wir uns klar machen, wie man bei einer Molekulardynamiksimulation iiber-
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haupt die Temperatur misst bzw. einstellt. Die Temperatur eines Stoffes T hiangt von der
Geschwindigkeit v; aller Atome ab. Je hoher die Geschwindigkeit ist, desto wirmer ist der
Stoff. Jedes Atom hat eine kinetische Energie, die durch seine Geschwindigkeit festgelegt
wird. Durch Aufsummieren dieser Energien erhilt man die gesamte kinetische Energie

1
Eyin = 3 Y mwvi
i

des simulierten Bereichs. Aus der kinetischen Energie ldsst sich mit Hilfe der Boltzmann-
Konstanten kg (1,38 - 1072 J/K) die Temperatur

berechnen. Hierbei bezeichnet N die Anzahl an Atomen im Simulationsgebiet. Die Tempe-
ratur ldsst sich also einfach mit Hilfe der beiden obigen Formeln direkt aus der Geschwin-
digkeit der Atome bestimmen.

Normalerweise fluktuiert wahren einer Simulation die Temperatur Ti. Allerdings ha-
ben wir es uns ja als Ziel gesetzt, einen Stoft bei einer vorgegebenen Temperatur zu simulie-
ren. Um dieses Ziel zu erreichen, wird ein Thermostat verwendet: So nennt man Methoden,
die einen Stoff auf eine vorgegebene Temperatur Ty, bringen. Beispielsweise durch Multi-
plizieren aller Geschwindigkeiten mit / Tson / Tist erreicht man das auf sehr einfache Weise.

Wir sind jetzt also so weit, dass wir die Anfangskonfiguration fiir eine Simulation eines
Gebiets mit N Partikeln, Volumen V und Temperatur T erstellen konnen. Das Volumen
bleibt automatisch konstant, die Anzahl an Partikeln durch eine geeignete Randbehandlung
ebenso und die Temperatur wird durch einen Thermostat auf der vorgegebenen Tempera-
tur gehalten.

13.3.2 Randbedingungen

Das gewihlte Simulationsgebiet ist nur ein Teilausschnitt der wirklichen Welt. Norma-
lerweise wiirden sowohl Partikel das Gebiet verlassen als auch Partikel von auflen in das
Gebiet eindringen. Auflerdem sind in der Realitit ja auch aufSerhalb des Simulationsgebiets
Partikel, die mit denen innerhalb des Gebiets interagieren. Wir simulieren also nicht ein ab-
solut abgeschlossenes System und miissen uns daher iiberlegen, was wir an der Schnittstelle
zwischen Simulationsgebiet und umgebendem Gebiet machen. Es sind verschiedenste Vor-
gehensweisen denkbar. Bei reflektierenden Randbedingungen prallen die Partikel, die an den
Rand kommen, von selbigem ab, wohingegen sie bei periodischen Randbedingungen aus
dem Gebiet entfernt werden, um auf der gegeniiberliegenden Seite wieder eingesetzt zu
werden. Wie der Name schon sagt, kdnnen bei aus- bzw. einstrémenden Randbedingun-
gen die Partikel aus dem Gebiet heraus bzw. in das Gebiet hinein stromen.
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Abb.13.6 Periodische Rand- ° °
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Da wir ein NVT-Ensemble benutzen, muss die Randbedingung sicherstellen, dass die
Anzahl an Partikeln konstant bleibt, es kommen also nur periodische oder reflektieren-
de Réinder in Frage. Bei den reflektierenden Randbedingungen verhilt sich der Rand wie
eine Wand, die nicht durchdrungen werden kann. Unser Simulationsgebiet ist aber nur
ein kleiner Ausschnitt aus einem grofleren Gebiet, d. h., wir nehmen an, dass auflerhalb
des Simulationsgebiets die gleichen Bedingungen herrschen wie innerhalb. Die gewihlte
Randbedingung sollte dieses Wissen ausnutzen. Mit den periodischen Randbedingungen
ist dies moglich. Das mittlere Quadrat in Abb. 13.6 entspricht unserem Simulationsgebiet,
alle anderen Quadrate sind virtuelle Kopien davon.

Wenn nun die Kraft auf Partikel A im mittleren Gebiet ausgerechnet werden soll, so
muss unter anderen das Partikel B im linken Gebiet betrachtet werden, da es innerhalb des
Abschneideradius liegt. Da aber das linke Gebiet nur eine virtuelle Kopie des eigentlichen
Simulationsgebiets ist, greifen wir einfach auf das entsprechende Partikel B im mittleren
Gebiet zu. Alternativ kann man auch einen Randbereich anlegen, in dem tatséchliche Kopi-
en der Partikel gespeichert werden. Partikel, die das Gebiet auf einer Seite verlassen, werden
auf der anderen Seite wieder eingefiigt. Der Simulation wird dadurch in gewisser Weise
vorgespielt, dass sich auflerhalb des eigentlichen Gebiets der gleiche Stoff endlos fortsetzt.

13.4 Implementierung

In den vorangegangenen Abschnitten wurden die verschiedenen Aspekte der Modellbil-
dung betrachtet. Ausgehend vom physikalischen Modell (Abschn. 13.1) haben wir uns in
Abschn. 13.2 mit einem mathematische Modell und den zugehérigen Algorithmen be-
schaftigt. Zuletzt haben haben wir uns im vorigen Abschnitt mit Rahmenbedingungen wie
z. B. der Grof3e des Gebiets und den Randbedingungen befasst. Damit kénnen wir uns den
Implementierungsaspekten zuwenden, die fiir eine effiziente Simulation notwendig sind.
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Abb.13.7 Indizierung der
Zellen beim Linked-Cells-
Verfahren
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13.4.1 Linked-Cells-Datenstruktur

Wie bereits in Abschn. 13.1 beschrieben, berticksichtigen wir aufgrund der mit wachsen-
dem Abstand schnell abfallenden Krifte nur Wechselwirkungen von Partikeln, die hochs-
tens einen Abstand von r, haben. Eine Herausforderung ist es daher, diese Nachbarpartikel
zu finden. Man koénnte einfach zu allen Nachbarn den Abstand messen und bei denen
mit kleinem Abstand dann die Krifte berechnen. Damit hitte man zwar fiir die Kraft-
berechnung pro Partikel einen konstanten Aufwand, die Abstandsberechnungen wiirden
allerdings pro Partikel einen linearen (in der Gesamtanzahl an Partikeln) Aufwand und
damit insgesamt einen quadratischen Aufwand erfordern. Um dies zu verhindern, diirfen
zur Nachbarschaftsfindung eines Partikels nur O(1) andere Partikel angeschaut werden.

Gebietsunterteilung Eine einfache Moglichkeit hierfiir ist das sogenannte Linked-Cells-
Verfahren. Hierbei wird das Simulationsgebiet mit Hilfe eines reguldren Gitters in kleine
Zellen eingeteilt, das resultierende Zellgitter hat n Zeilen und m Spalten. Im einfachsten
Fall sind diese Zellen quadratisch, und die Kantenlidnge entspricht exakt dem Abschnei-
deradius r.. Gespeichert werden die Zellen beispielsweise in einem fortlaufenden Array, in
dem die Zeilen des aufgeteilten Gebiets hintereinander folgen. Bei einem Gebiet der Breite
6r. und der Hohe 5, ergibt sich die in Abb. 13.7 dargestellte Aufteilung in 5 x 6 Zellen mit
ihrer zugehorigen Indizierung.

In jedem Zeitschritt der Simulation werden zunichst alle Partikel in ihre zugehérige
Zelle einsortiert. Dazu muss fiir die Position samtlicher Partikel der Index der jeweils zuge-
horigen Zelle berechnet werden. Dies ist bei der gewéhlten Aufteilung durch ein reguldres
Gitter problemlos mit einer konstanten Anzahl an Operationen pro Partikel moglich. Nach
dem Einsortieren werden simtliche Zellen und die darin enthaltenen Partikel durchlaufen.
Da die Lange einer Zelle dem Abschneideradius entspricht, konnen die jeweiligen Nach-
barpartikel nur in den acht direkt benachbarten Zellen sein. Das Problem hierbei ist, dass
die Zellen am Rand des Gebiets keine acht Nachbarzellen haben. Wie allerdings in Ab-
schn. 13.3.2 erldutert wurde, wollen wir periodische Randbedingungen simulieren. Das
bedeutet, dass jedes Partikel und damit auch jede Zelle von Nachbarn umgeben ist. Am
Rand des Gebiets werden gemif3 den periodischen Randbedingungen die Partikel von der
gegeniiberliegenden Seite des Gebiets als Nachbarn gewéhlt. Um am Rand dennoch einen
einfachen Zugriff auf die Nachbarzellen zu haben, wird um das Gebiet herum einfach eine
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weitere Schicht an Zellen gelegt, die auf die jeweils gegeniiberliegenden Zellen verweisen.
Dadurch verandert sich natiirlich die Indizierung der urspriinglichen Zellen.

Die Zelle 0 aus Abb. 13.7 erhélt in Abb. 13.8 den Index 9.

Will man von dieser Zelle die linke Nachbarzelle bestimmen, so ist das zunichst Zelle
8, diese verweist aber auf Zelle 14 auf der gegeniiberliegenden Seite des Gebiets. Fiir die
Ecken muss jeweils die diagonal gegeniiberliegende Zelle verwendet werden. So verweisen
die Zellen 15, 49 und 55 alle auf Zelle 11. Fiir die Berechnung der Krifte, die auf die Parti-
kel wirken, werden in einer dufleren Schleife zunéchst alle Zellen des eigentlichen Gebiets
(Randbereich + Innenbereich in Abb. 13.8) abgearbeitet. Fiir jede Zelle lduft eine weitere
Schleife iiber alle zugehorigen Partikel. Und fiir jedes dieser Partikel wir der Abstand zu
den Partikeln in den Nachbarzellen gemessen. Ist dieser nicht grofler als r, so wird die
Kraft zwischen den beiden Partikeln berechnet und gespeichert.

Zugriff auf Nachbarn Wir wollen uns jetzt dem eigentlichen Zweck des Linked-Cells-
Verfahrens zuwenden, dem Finden von benachbarten Partikeln, d. h. von je zwei Partikeln,
die hochstens einen Abstand von r, zueinander haben. Wie bereits erwiahnt, konnen die
Nachbarpartikel eines bestimmten Partikels nur in der eigenen Zelle und in den umlie-
genden acht Zellen sein. Aufgrund des dritten Newtonschen Gesetzes werden sogar nicht
einmal diese acht Zellen benétigt, da jedes Paar von Partikeln und damit auch jedes Paar
von Zellen nur einmal betrachtet werden muss. Daher werden wir bei der Bestimmung der
relevanten Nachbarn einer Zelle nur noch diejenigen Zellen nehmen, die nach der aktuel-
len Zelle kommen, d. h. deren Index héher ist.

In Abb. 13.9 wird die Nachbarschaftsfindung anhand der Zelle 27 aus Abb. 13.8 veran-
schaulicht.

Die mittlere Zelle 27 ist diejenige, fiir deren Partikel die Krifte berechnet werden sollen,
die hell- bzw. dunkelgrauen Zellen sind die Nachbarzellen mit niedrigerem bzw. hoherem
Index. Schraffierte Zellen kénnen keine Nachbarpartikel enthalten. Da, wie oben erlautert,
nur Zellen mit héherem Index nach Nachbarn durchsucht werden — und natiirlich die Zelle
27 selbst - sind nur die fiinf dunkelgrauen Zellen relevant. Aufgrund der gewahlten Spei-
cherung lassen sich deren Indizes sehr leicht berechnen. Fiir den rechten Nachbarn wird
einfach eins dazu addiert. Die Indexdifferenz zum oberen Nachbarn entspricht der Anzahl
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Abb.13.9 Linked-Cells-
Datenstruktur mit zugehori-
gem Array

an Zellen in einer Zeile, in diesem Fall acht. Fir die diagonal oberhalb liegenden Zellen
muss davon wiederum eins abgezogen bzw. hinzu addiert werden.

13.5 Parallelisierung

Bisher haben wir die wesentlichen Schritte betrachtet, um eine rudimentire Simulation von
Molekiilen durchzufiithren. Wollen wir diese allerdings fiir grofle Teilchenzahlen und eine
lingere Zeit durchfithren, so werden wir scheitern oder zumindest sehr lange auf ein Er-
gebnis warten. Um Millionen von Molekiilen iiber beispielsweise 10° Zeitschritte — was fiir
viele Anwendungen eine verniinftige Groflenordnung ist — zu simulieren, muss die Arbeit
von vielen Prozessoren gemeinsam erledigt werden. Um das Schreiben paralleler Program-
me zu erleichtern, existieren Bibliotheken wie z. B. MPI (Message Passing Interface), die
die Kommunikation zwischen Prozessen erleichtern. Die wesentliche Arbeit besteht darin,
sich zu tiberlegen, welche Prozesse wann welche Informationen austauschen miissen. Dies
wollen wir grob fiir unser Szenario untersuchen, ohne dabei auf die konkrete Umsetzung
mit MPI einzugehen.

Wir miissen uns also zunéchst eine Strategie iiberlegen, wie die Rechenarbeit auf ver-
schiedene Prozessoren verteilt werden kann. Eine sehr verbreitete Strategie ist die rdum-
liche Aufteilung des Gebiets in gleich grof3e Teile, die den einzelnen Prozessen zugewie-
sen werden. Die Aufteilung des Gebietes aus Abb. 13.8 in zwei gleich grofie Teile ist in
Abb. 13.10 dargestellt. Durch diese Aufteilung entsteht an den Schnittstellen ein neuer
Randbereich. Die Molekiile auflerhalb der Schnittkante (weifle Zellen) miissen jeweils vom
anderen Prozess aus dessen Randbereich (dunkelgraue Zellen) geholt werden. Am linken
Rand des linken Gebietes und am rechten Rand des rechten Gebietes gelten nach wie vor
die periodischen Randbedingungen. Die auszutauschenden Daten befinden sich jetzt aber
auch auf dem jeweils anderen Prozess. Wie man anhand des Bildes gut erkennen kann,
haben dadurch beide Prozesse einen linken und einen rechten Nachbarn. Bei der Untertei-
lung in mehr Teilgebiete gilt das ebenso. Fiir den einzelnen Prozess spielt es also gar keine
Rolle mehr, ob er sich am Rand des urspriinglichen Gebietes befindet oder nicht, jeder Pro-
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Abb. 13.10 Aufteilung des Gebietes aus Abb. 13.8 auf zwei Prozesse. Die obere Zahl ist jeweils der
neue lokale Zellindex, die Zahl in Klammern ist der Index der zugehorigen Zelle im urspriinglichen
Gebiet
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Abb.13.11 Unterteilung eines Gebiets in beiden Raumrichtungen auf mehrere Prozesse. Sowohl mit
den direkten Nachbarn als auch diagonal findet ein Datenaustausch statt

zess tauscht am Rand Partikel mit seinen Nachbarn aus. In Abb. 13.10 kann man dies fiir
den zweidimensionalen Fall sehen.

Offensichtlich ist, dass jeder Prozess zusétzlich zum linken und rechten Nachbarn auch
noch einen oberen und einen unteren Nachbarn bekommt. Wie in der Vergrolerung (siehe
Abb. 13.11) zu sehen ist, muss allerdings auch diagonal ein Austausch an Molekiilen statt-
finden. Dies lasst sich entweder mit einer direkten Kommunikation der jeweiligen Prozesse
erreichen, oder aber indem z. B. die Partikel aus der rechten unteren Ecke eines Gebietes zu-
néchst zum rechten Nachbarn verschoben werden, damit dieser sie dann weiter nach unten
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verschickt. Da es im Allgemeinen sinnvoll ist, mit moglichst wenigen anderen Prozessen
zu kommunizieren, ist letztere Methode sinnvoller, da sie die Zahl an Nachbarprozessen
von acht auf vier reduziert.

13.6 Ausblick

Besonders in den letzten Jahren wurden auch speziell im Hochstleistungsrechnen verschie-
denste auf Molekulardynamik beruhende Anwendungen immer wichtiger. Dies sieht man
beispielsweise auch daran, dass unter den Finalisten fiir den Gordon-Bell-Preis, einem der
wichtigsten Preise im Bereich des Hochstleistungsrechnens, zahlreiche solche Anwendun-
gen vertreten waren. Bei Kontinuums-basierten Simulationen wie z. B. der Stromungssi-
mulation lassen sich auch grofie Gebiete durch entsprechend grobe Wahl des Diskretisie-
rungsgitters prinzipiell sogar mit geringer Rechenleistung simulieren. Dies hat natiirlich
Auswirkungen auf die Genauigkeit und die Aussagekraft der Simulation, nichtsdestotrotz
ist die Simulation mdglich. Bei partikelbasierten Simulationen jedoch hat man bei man-
chen Anwendungen gar nicht die Moglichkeit, durch grobere Aufldsung Rechenzeit zu
sparen. Ein Protein beispielsweise besteht nun mal aus einer bestimmten Anzahl an Ato-
men, die alle in der Simulation beriicksichtigt werden miissen. Das ist ein Grund dafiir,
dass durch die steigende Leistungsfihigkeit moderner Rechner partikelbasierte Simulatio-
nen fiir immer neue Anwendungen interessant werden, und es ist der der Grund dafiir,
dass wir den kleinen Exkurs zur Parallelisierung in diesem Kapitel platziert haben.

In diesem Kapitel wurde versucht, eine grofle Breite, ausgehend von physikalischen Be-
trachtungen und der mathematischen Modellierung tiber numerische Verfahren bis hin zu
Implementierungs- und Parallelisierungsaspekten, abzudecken. Es wire noch sehr viel zu
sagen iiber komplexere Potenziale, kleine und sehr grofie Molekiile, fernreichweitige Krifte
und vieles mehr. Eine gute Ubersicht geben [3], [22] und [32]. Die grundlegende Theorie
zur Modellierung findet sich in [27], [52] enthilt viele Code-Beispiele, und eine grundle-
gende Einfithrung mit speziellem Schwerpunkt auf der Numerik findet sich in [29].
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Fiir die molekulardynamischen Simulationen aus Kap. 13 wurden zur Beschreibung der
Teilchenbahnen gewdhnliche Differentialgleichungen (ODE) verwendet. Diese hidngen nur
von einer unabhéngigen Variablen ab, in diesem Fall der Zeit. Es gibt aber auch eine sehr
grofle Bandbreite an physikalischen Problemstellungen, bei denen eine Modellierung mit
Hilfe partieller Differentialgleichungen (PDE) irgendwo im Bereich zwischen naheliegend,
angemessen und erforderlich ist. Ein Beispiel hierfiir stellt die Strukturmechanik dar, wo
unter anderem die Verformung von Bauteilen unter dem Einfluss von Kriéften betrachtet
wird. Derartige Untersuchungen sind in ganz unterschiedlichen Szenarien relevant - vom
Bau von Briicken bis hin zur Konstruktion mikroelektromechanischer Sensoren und Ak-
tuatoren (MEMS). Ein weiteres wichtiges Beispiel ist die Stromungsmechanik, mit der wir
uns im nédchsten Kapitel noch beschiftigen werden. Aus Sicht der Simulation sind solche
Probleme, die sich mit PDE modellieren lassen, auch deshalb interessant und herausfor-
dernd, weil fir jhre effiziente numerische Losung in der Regel modernste Methoden und
Rechner unerlisslich sind.

Doch der Reihe nach: Eine relativ einfach herzuleitende Problemstellung wird durch die
Wiirmeleitungsgleichung beschrieben, die in diesem Kapitel prototypisch als Beispiel fiir ein
auf Ausgleichsprozessen beruhendes Phdnomen betrachtet werden soll. In der Thermody-
namik, aber auch in vielen anderen Anwendungsbereichen ist es wichtig, Aussagen tber
die Ausbreitung von Wirme treffen zu konnen. Hiufig geht es darum, Warme entweder
mdoglichst schnell abzufiihren (z. B. bei Klimaanlagen und Kithlgeriten) oder sie moglichst
schnell und verlustfrei zuzufithren (z. B. bei Herdplatten). In anderen Anwendungen kann
es auch wichtig sein, die Verteilung der Wirme in einem Korper zu untersuchen, um Stellen
zu erkennen, an denen beispielsweise eine Uberhitzung droht.

Im Folgenden wird zunichst kurz in die physikalischen Grundlagen der Warmeleitung
eingefithrt. Da die Komplexitat der spéteren Simulation sehr entscheidend von der Anzahl
an unabhingigen Variablen, in diesem Fall der alleinigen Betrachtung der Temperatur also
von der Anzahl der im Modell beriicksichtigten Dimensionen (Raum und Zeit) abhéngt,
wird auch die Wahl der Dimensionalitit betrachtet. Abschlieflend beschiftigen wir uns na-
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tirlich mit der Simulation der (stationdren) Wirmeleitungsgleichung. Dazu gehéren zum
einen die Diskretisierung und zum anderen die Losung des sich ergebenden linearen Glei-
chungssystems.

Aus dem Instrumentarium in Kap. 2 werden dazu neben der Analysis weite Teile des
Abschnitts zur Numerik benétigt. Natiirlich ist die Betrachtung hier wieder relativ knapp
gehalten. Ausfiihrlicher sowohl bei der physikalischen Beschreibung als auch bei der Dis-
kretisierung ist [61].

14.1 Herleitung der Warmeleitungsgleichung

Die Herleitung partieller Differentialgleichungen zur Beschreibung physikalischer Prozes-
se kann sehr kompliziert sein. Vor einer Modellierung sollte man zunichst das konkret
interessierende Anwendungsgebiet moglichst weit eingrenzen: Je mehr mogliche Szenari-
en und Effekte durch das Modell abzudecken sind, desto aufwandiger wird natiirlich auch
die Modellierung. Ausgangspunkt sind ganz grundlegende physikalische Gesetze, oft in
Form von Bilanz- oder Erhaltungsgleichungen. In diesem Kapitel sind dies Betrachtungen
iiber Warmemenge und Warmetransport. Typischerweise treten in solchen Gesetzen Dif-
ferentialoperatoren auf (als einfaches Beispiel aus der klassischen Mechanik kann man
hier an den Zusammenhang zwischen zuriickgelegtem Weg und Geschwindigkeit bzw.
Beschleunigung denken), sodass die mathematische Behandlung zu Systemen von Diffe-
rentialgleichungen fiihrt, oft in Verbindung mit algebraischen Gleichungen, die z. B. Ne-
benbedingungen (maximale Auslenkungen, ...) beschreiben.

Im Fall der Ausbreitung von Wirme in einem Gegenstand, im Folgenden Korper ge-
nannt, ist die gesuchte Grofle die Temperatur T(x;t) in Abhidngigkeit vom Ort x und der
Zeit t. Die Zeitkoordinate und die Raumkoordinaten sind in der folgenden Herleitung se-
parat zu behandeln: Bei den Operatoren wie V (Gradient), div (Divergenz) und A = div- V
(Laplace-Operator) beziehen sich die partiellen Ableitungen nur auf die Raumkoordinaten.

Fiir die Herleitung der Wirmeleitungsgleichung betrachten wir die im jeweiligen Kor-
per gespeicherte Warmemenge, fiir die wir eine Bilanzgleichung erhalten werden. Wir neh-
men an, dass diese Warmemenge pro Volumen proportional zur Temperatur ist, wobei der
Proportionalititsfaktor das Produkt ist aus der Dichte p des Korpers und der spezifischen
Wiirmekapazitit ¢ (einer Materialeigenschaft des Stoffes, die beschreibt, wie viel Energie
benotigt wird, um eine bestimmte Menge des Stoffes um eine bestimmte Temperatur zu
erhohen). Dann erhilt man die in einem Volumenstiick V' (Referenzvolumen) des Kérpers
gespeicherte Warmemenge Q durch Integration iiber das Volumenstiick:

Q= /v cpT(x;t)dx . (14.1)

Wir nehmen im Folgenden an, dass der Kérper homogen ist, sodass p und ¢ (positive reelle)
Konstanten sind; sie werden daher im Weiteren keine besondere Rolle spielen.
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Nun #dndere sich die Temperaturverteilung — und somit die Warmemenge - tiber die
Zeit. Wir leiten dazu eine Gleichung her, die den Wirmetransport iiber die Oberflidche 0V
unseres Volumenstiicks beschreibt. Der Warmetransport wird getrieben von Ausgleichs-
prozessen (hier aufgrund von Temperaturunterschieden innerhalb des Korpers), wir neh-
men ihn daher proportional an zur Normalenableitung g—: an der Oberfliche, also dem
Skalarprodukt aus Gradient VT und dem nach auflen gerichteten Normalenvektor n (eine
positive Normalenableitung beschreibt also den Fall von Wirmetransport in das Volumen
V hinein). Den Proportionalititsfaktor liefert hier die so genannte Weirmeleitfihigkeit k > 0
(in einem gut Wirme leitenden Stoff, z. B. in einem Metall, ist k also grof3, wihrend in ei-
nem Wirme isolierenden Stoff k nur wenig grofler als null ist). Wir nehmen an, dass die
Wirmeleitfahigkeit im ganzen Korper konstant und zudem isotrop, d. h. nicht richtungs-
abhéngig ist. Den Zufluss an Wérme in das Volumen V iiber seine Oberfliche und somit
die zeitliche Anderung der Wiarmemenge (andere Einfliisse, wie z. B. chemische Reaktio-
nen innerhalb von V, seien hier ausgeschlossen) erhalten wir nun als Oberflichenintegral
iiber den Temperaturgradienten (k ist ja nur eine Konstante), das sich mit dem Gaufschen
Integralsatz in ein Volumenintegral tiberfiihren lasst:

dQ _ N\ To .
E_favkw(x,t) dS—kaAT(x,t) dx . (142)

Ableiten von (14.1) nach ¢ und Einsetzen in (14.2) ergibt

oT
[v cpg(x, t)dx = fv KAT(x;t) dx .

Da diese Gleichung fiir jedes beliebige Volumenstiick V erfiillt ist, miissen die beiden In-
tegranden {ibereinstimmen:

oT(x;t)

———= =kAT(x;t) .
P, (x51)
Mit k = k/(cp) erhilt man daraus unmittelbar die Wiirmeleitungsgleichung

oT(x;t)

Fra kAT(x;t), (14.3)

bzw., fiir drei Raumkoordinaten x, y und z ausgeschrieben:

oT(x,y,z;t) . *T(x,y,zt) . *T(x,y,zt) . *T(x,y,zt)
ot - ox? dy? 022 ‘

Es handelt sich hierbei um eine PDE vom parabolischen Typ (vgl. Abschn. 2.4.6), fiir die
Rand-Anfangswertprobleme typisch sind: Gegeben sind in diesem Fall die Temperaturver-
teilung T'(x; ty) fir den Anfang ¢, des betrachteten Zeitintervalls sowie fiir alle ¢ > #, Be-
dingungen fiir die Oberfliche des Gesamtkorpers (z. B. Dirichlet-Randbedingungen, die die
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Temperatur selbst festlegen, oder Neumann-Randbedingungen, die den Wirmefluss fest-
legen). Die Differentialgleichung selbst gibt an, wie sich unter diesen Bedingungen die
Temperaturverteilung dndert.

Ohne einschrankende Randbedingungen lassen sich manchmal auch ohne numerische
Berechnungen, also auf analytischem Wege oder ,,mit Papier und Bleistift“, Lésungen fiir
diese Gleichung bestimmen. Man rechnet z. B. leicht nach, dass fiir beliebige v, v,, v, € N
die Funktionen

e(eied)e g (vxx)sin (v, y)sin (v,2)

T(x,y,z;t)=e
die Warmeleitungsgleichung erfiillen.

In der bisherigen Form hingt die Warmeleitungsgleichung von drei rdumlichen und ei-
ner zeitlichen Variablen ab. Im Folgenden werden wir allerdings nur noch ein oder zwei
Raumdimensionen betrachten. Die prinzipielle Vorgehensweise unterscheidet sich dabei
nicht vom dreidimensionalen Fall. Allerdings ist der zweidimensionale Fall sehr viel leich-
ter vorstellbar.

Oft ist man zudem gar nicht an der zeitlichen Entwicklung der Temperaturverteilung
interessiert, sondern nur an einer Verteilung, die sich im stationdren Grenzfall t - oo ein-
stellt. So eine Verteilung zeichnet sich (analog zu den Gleichgewichtspunkten bei ODE)
dadurch aus, dass keine zeitliche Anderung mehr eintritt. Es gilt also T; = 0, sodass die
Losung die stationdre Wirmeleitungsgleichung

kAT(x) =0, (14.4)

erfiillt. Dies ist eine Differentialgleichung vom elliptischen Typ; es gibt nun keine Anfangs-
werte, sondern nur noch Randbedingungen. Man 16st also ein klassisches Randwertpro-
blem. Um den Aufwand bei der anschlieenden Diskretisierung gering zu halten, werden
wir uns dort auf das stationédre Problem beschrinken.

14.1.1 Anzahl an Dimensionen

Die Anzahl der in einem Modell und der anschlieflenden Simulation zu beriicksichtigen-
den Raumdimensionen hingt im Wesentlichen von vier Dingen ab: von der Form des
Objekts, von den Randbedingungen, von der gewiinschten Genauigkeit und von den zur
Verfiigung stehenden Rechenkapazititen. Zwar sind alle Gegenstidnde des tiglichen Ge-
brauchs dreidimensionale Objekte, manchmal gentigt aber eine vereinfachte Darstellung
vollig. Die Wirmeausbreitung in einem Stab ldsst sich moglicherweise mit nur einer Raum-
dimension darstellen, die in einem Stiick Blech mit zwei. Dazu ist es aber wichtig, dass das
Blech auf der Ober- und Unterseite relativ gut isoliert ist, da sonst iiber diesen Rand, der ja
in der dritten, nicht modellierten, Dimension liegt, Wirme ausgetauscht wird.
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Abb. 14.1 Schematische Dar- Ener ilie?bfuhr AY
stellung von Kochtopf (links) 9y ‘
und Herdplatte (rechts)

Energieabfuhr
<V

"vEnergieabfuhr

Energiezufuhr Heizspirale

Die benotigte Genauigkeit ldsst sich nicht allein an dem zu simulierenden Objekt fest-
machen. Als Beispiel betrachten wir die Simulation der Wirmeausbreitung in einem Koch-
topf, wie er schematisch in Abb. 14.1 dargestellt ist. Wir nehmen dazu vereinfachend an,
dass sich die Warmeverteilung im Topf gemif3 der oben hergeleiteten Formel verhilt. Die
Hauptwirmezufuhr erfolgt von unten tiber die Herdplatte und breitet sich in z-Richtung
aus. Fir den Hobbykoch, der nur grob wissen will, in welcher Hohe welche Temperatur
herrscht, geniigt es, diese eine Dimension zu betrachten. Allerdings verliert der Topf {iber
die Auflenwénde Energie. Fiir den Hersteller des Topfes wire es auf jeden Fall sinnvoll, dies
bei der Modellierung zu berticksichtigen. Daher wird als weitere Koordinate der Radius
verwendet. Wie in Abb. 14.1 auf der rechten Seite schematisch dargestellt ist, ist die Wir-
meverteilung in der Herdplatte selbst aber auch inhomogen. Fiir einen Produzenten von
Herdplatten wire es also wichtig, solche Effekte iber den Winkel als dritte Raumkoordinate
ebenfalls in der Modellierung der Wirmeausbreitung in einem Topf zu beriicksichtigen.

14.2 Diskretisierung

In diesem Abschnitt betrachten wir nun die Modellgleichungen als gegeben und befassen
uns mit ihrer Diskretisierung. Wir verwenden hierfiir finite Differenzen, die uns bereits an
verschiedenen Stellen dieses Buchs begegnet sind. Weil wir uns hier aber auch mit der effi-
zienten Losung der resultierenden linearen Gleichungssysteme auseinandersetzen wollen,
schauen wir uns die Diskretisierung nochmals an.

Bei der Herleitung der Warmeleitungsgleichung haben wir den stationdren Fall aus
(14.4) betrachtet. Die Losung dieser stationdren Gleichung erfordert aus naheliegenden
Griinden eine andere Numerik als die Losung der instationaren Warmeleitungsgleichung.
Im instationdren Fall miissen sowohl der Raum als auch die Zeit diskretisiert werden, im
stationdren Fall gentigt dagegen die Diskretisierung der rdumlichen Koordinaten. Wenn
man beispielsweise untersuchen mochte, wie die Warme in einem Werkstoff verteilt ist,
der an einer Seite an eine Wirmequelle angeschlossen ist, so ldsst sich diese Problemstel-
lung sowohl stationir als auch instationér betrachten. Man kénnte den Werkstoff fiir eine
bestimmte Zeit simulieren, um zu sehen, wie die Warme nach langer Zeit verteilt ist. Das
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Abb.14.2 Niherung der Ab-
leitung durch die Sekante

bedeutet natiirlich, dass die Zeit diskretisiert werden muss und dass damit die Problem-
stellung instationdr ist. Da einen in diesem Fall aber die zeitliche Entwicklung eigentlich
gar nicht interessiert, sondern nur das Endergebnis, lasst sich stattdessen das stationire
Problem l6sen, bei dem diejenige Warmeverteilung gesucht wird, die die Warmeleitungs-
gleichung bei den gegebenen Anfangsbedingungen erfiillt.

Die beiden Ansitze haben sehr unterschiedliche Anforderungen an die zu verwenden-
den numerischen Methoden. Ohne Numerik kommen wir allerdings in keinem der beiden
Falle weiter, da sich die Gleichungen zusammen mit den gegebenen Rand- bzw. Anfangs-
bedingungen praktisch nie analytisch 16sen lassen. Wir beschranken uns fiir das Folgende
auf den Fall der stationdren Wirmeleitungsgleichung. Im Abschn. 2.4.6 wurden bereits ver-
schiedene Diskretisierungsansitze fiir PDE vorgestellt, fiir unser Problem wihlen wir, wie
gesagt, die Methode der finiten Differenzen. Wir erldutern zunachst noch einmal kurz, wie
der 3-Punkte-Stern (eine Raumdimension) bzw. der 5-Punkte-Stern (zwei Raumdimensio-
nen) zur Diskretisierung erzeugt werden.

14.2.1 3-Punkte-Stern

Dem Prinzip der finiten Differenzen liegt die Approximation von Differentialquotienten
durch Differenzenquotienten oder, vereinfachend gesagt am Beispiel der ersten Ableitung,
von Tangenten durch Sekanten zugrunde, wie das in Abb. 14.2 veranschaulicht ist.

Beziiglich der konkreten Approximation der ersten Ableitung wird unter anderem un-
terschieden zwischen dem Vorwidrtsdifferenzenquotienten

. T(.XO + h) - T(Xo)
= p S

T (x0) (14.5)
bei dem der aktuelle sowie ein nachfolgender Gitterpunkt verwendet werden, und dem
Riickwirtsdifferenzenquotienten

. T(x0) ~ T(xo - h)

T'(x0) p , (14.6)

bei dem stattdessen der aktuelle sowie ein vorausgehender Punkt zum Einsatz kommen.
Will man nun die - bei der Warmeleitungsgleichung ja vorliegende — zweite Ableitung
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Abb.14.3 Diskretisierung T, | T, T..| T,| T,, T T,
eines Stabs '1\/’?\/{
o h 't L

entsprechend diskretisieren, so liegt das erneute Bilden eines Differenzenquotienten aus
(14.5) und (14.6) nahe. Diese Vorgehensweise fithrt uns zu

T(xo+h)-T(x0)  T(x0)=T(xo—h)
T”(Xo)i h h

h
T(xg+h)—2T(xp) + T(xo— h)
= =2 h2° . (14.7)

Was nun fiir die Durchfithrung numerischer Berechnungen noch festzulegen ist, ist ein
passender Wert fiir die Maschenweite h. Dieser wird einerseits von der nétigen Berech-
nungsgenauigkeit abhingen (je niher die zur Ermittlung der finiten Differenzen benutzten
Punkte beieinander liegen, desto hoher wird hoffentlich - zumindest asymptotisch gese-
hen - die Genauigkeit sein), andererseits miissen wir natiirlich auch die zur Verfiigung
stehenden Rechenkapazititen im Auge behalten. Im Falle der eindimensionalen Warmelei-
tungsgleichung (beispielsweise zur Berechnung der Warmeverteilung in einem Stab) muss
also festgelegt werden, an wie vielen diskreten Gitterpunkten die Temperatur berechnet
werden soll. Je hoher deren Anzahl ist, desto hoher sind sowohl die zu erwartende Genau-
igkeit als auch der Rechenaufwand. Abbildung 14.3 zeigt einen Ausschnitt aus einem in n
gleich grofle Intervalle unterteilten Stab. In diesem Beispiel berechnen wir naherungswei-
se Temperaturwerte T;,i = 1,...n, in der Mitte der einzelnen Abschnitte. Die einzelnen
Punkte haben somit einen Abstand von h = %

Damit kénnen wir die Diskretisierung auf die eindimensionale Wirmeleitungsglei-
chung tibertragen. Aus (14.4) folgt mit (14.7) fiir die Stelle i

Tin —2T; + Ty
K. —

B =0,

bzw. nach weiterer Vereinfachung
Ti+1 - 2T, + Ti*l =0.

Man sieht, dass fiir die Gleichung an der Stelle i sowohl die Temperatur T; an der Stelle i als
auch die benachbarten Werte T;_; sowie T;,; benotigt werden. Diese Diskretisierung der
zweiten Ableitung wird 3-Punkte-Stern genannt, da eben fiir die Berechnung an der Stelle i
drei benachbarte Punkte benotigt werden, die sternformig — was man zugegebenermafien
im eindimensionalen Fall noch nicht so richtig sehen kann - um i angeordnet sind. Die
diskrete Gleichung muss auf dem gesamten (diskretisierten) Gebiet erfiillt sein, in diesem
Fall also fiir alle i von 1 bis n. Fiir die beiden Randpunkte haben wir aber bislang keine
aufleren Nachbarn. In Abschn. 14.2.3 gehen wir noch naher auf die Randbedingungen ein,
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vorweg sei aber bereits gesagt, dass wir am Rand, also fiirr Ty und T, feste Werte vorge-

ben. Es ergibt sich somit folgendes lineares Gleichungssystem mit n Gleichungen in den n
Unbekannten Ty, ..., Tj:

2 1 0 ... 0 T ~T,
1 -2 1 : T, 0

0 1 -2 0 I

: O | Tpi 0

0 ... 0 1 -2 T, Ty

14.2.2 5-Punkte-Stern

Zur Losung von (14.4) benotigen wir aufgrund der Gestalt des Laplace-Operators die bei-
2 2

den zweiten partiellen Ableitungen ‘37{ und ‘375. Analog zu (14.7) ndhern wir diese an der

Stelle (x, y), bei gleicher Schrittweite 4 in x- und y-Richtung, mittels

BZ_T;T(x+h,y)—2T(x,y) +T(x-h,y)

ox? h?
az_T;T(x,y+ h)—2T(x,y)+ T(x,y—h)
0y h? ‘

Dies wiederum ergibt als Naherung fiir (14.4)

(T(x+h,y)+T(x,y+h)—4T(x,y)+T(x—h,y)+T(x,y—h))
K W =0

und nach Vereinfachung
T(x+h,y)+T(x,y+h)-4T(x,y)+ T(x—h,y)+ T(x,y-h)=0.

Wenn wir nun analog zum Eindimensionalen eine Unterteilung des zweidimensionalen
Simulationsgebiets in ein Gitter aus diskreten Zellen vornehmen, bei dem die Temperatur
im Zellmittelpunkt der Zelle (i, j) mit T; ; angegeben wird, so kommen wir auf die Glei-
chung

Tipj+ Tijy —4T j+ T j+ Tijq = 0.

Dieses Diskretisierungsschema wird 5-Punkte-Stern genannt, wobei die Bezeichnung
»Stern® jetzt schon anschaulicher ist als zuvor im Eindimensionalen.

Im eindimensionalen Fall waren fiir die Berechnung einer Zelle die beiden Nachbarn
links und rechts davon notwendig. Die einzelnen Temperaturwerte wurden in einem Vek-
tor angeordnet, was sowohl wichtig ist beim Aufstellen des Gleichungssystems als auch
beim Abspeichern der einzelnen Werte bei der Implementierung. Fiir den zweidimen-
sionalen Fall wollen wir auch wieder ein lineares Gleichungssystem aufstellen, und wir
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Abb.14.4 Zugriff auf be-
notigte Elemente beim
5-Punkte-Stern

miissen dazu eine Reihenfolge festlegen, in der die Temperaturwerte in einem Vektor an-
geordnet werden. Wir machen dies zeilenweise: Nachbarn, die im Sinne der Geometrie
der zweidimensional angeordneten Zellen in der gleichen Zeile liegen, liegen auch im Vek-
tor nebeneinander. Diejenigen Nachbarn aber, die in der gleichen Spalte liegen, sind im
Vektor weiter voneinander entfernt. Dies liegt zwar sehr nahe, ist einfach umzusetzen und
erfreut sich folglich auch grofler Beliebtheit, es erweist sich allerdings oft als sehr storend im
Hinblick auf eine effiziente Implementierung — wenn wir also wirklich die volle Leistungs-
fahigkeit aus der zur Verfiigung stehenden Rechner-Hardware herauskitzeln wollen oder
miissen. (Fiir die Cache-Hierarchien moderner Prozessoren ist die so genannte rdumliche
Lokalitit wichtig: Rdumlich nahe beieinander Liegendes sollte in numerischen Algorith-
men auch zeitnah bearbeitet werden, um die Verfiigbarkeit der jeweils bendtigten Werte
im Cache zu gewihrleisten und teuere Zugriffe auf den Hauptspeicher zu vermeiden — aber
dies nur am Rande.) In Abb. 14.4 sind der 5-Punkte-Stern fiir die Berechnung des Elements
(k, 1) sowie die Anordnung der entsprechenden Zellen im Vektor dargestellt.

Mit diesen Voriiberlegungen lisst sich nun auch fiir den zweidimensionalen Fall ein
Gleichungssystem aufstellen. Fiir Elemente am Rand wird auch wieder wie zuvor im Eindi-
mensionalen vorgegangen. Fiir ein sehr kleines Testgebiet mit nur drei Zellen - ohne Rand
- in jeder Richtung, wiirde man beispielsweise das folgende Gleichungssystem erhalten:

-4 1 1 T =Toy— Tho
1 -4 1 1 Tis Ty,
1 -4 1 T3 ~Tos—Tha
1 41 1 Ty, Ty,
1 1 4 1 1 Ty 0
1 1 -4 1 Ty Ty,
1 -4 1 T, —Ts0 — Ty
1 1 -4 1 Ty, Ty,
1 1 -4 Ts3 ~Tao— T34

(14.8)
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Die Matrix des Gleichungssystems ist in neun Blocke unterteilt. Die Anzahl an Blécken
entspricht immer dem Quadrat der Zeilenzahl im diskretisierten Gebiet, und die Anzahl
an Eintragen (einschliellich der Nullen) je Block entspricht dem Quadrat der Spaltenzahl.
Durch Losung dieses Gleichungssystems erhélt man die (numerische bzw. diskrete) Losung
der zweidimensionalen stationdren Wirmeleitungsgleichung.

14.2.3 Randbehandlung

Wie wir aus Kap. 2 wissen, gibt es bei PDE verschiedene Moglichkeiten, mit dem Rand
des Gebiets umzugehen bzw. dort Bedingungen zu definieren, um die eindeutige Losbar-
keit des Problems zu gewiéhrleisten. Die Moglichkeit, die wir intuitiv in den beiden letz-
ten Abschnitten gewahlt haben, waren Dirichlet-Randbedingungen. Bei diesen werden fiir
samtliche Randzellen Temperaturwerte fest vorgegeben. Ein paar Details sind dabei noch
zusitzlich zu bedenken. Man muss festlegen, wo tiberhaupt der Rand verlduft. In unserem
Fall haben wir das Gebiet in Zellen aufgeteilt und jeweils die Temperatur in der Zellmit-
te (vgl. Abb. 14.4) berechnet. Prinzipiell gibt es nun zwei Moglichkeiten: Entweder legt
man fiir die duf8erste Schicht dieses Gebiets die Temperatur fest, oder man legt eine zu-
sdtzliche Schicht Zellen um das Gebiet herum, fiir die man dann die Temperatur festlegt.
Wir haben uns fiir Letzteres entschieden, daher rithren auch die Indizes 0 und # + 1. An-
statt die Temperatur in der Zellmitte zu berechnen, was aus Griinden der Anschaulichkeit
sinnvoll sein kann, hitte man aber auch die Eckpunkte der Zellen (bzw. Kreuzungspunk-
te der Gitterlinien) wihlen kénnen. Dann wiren die duflersten Werte wirklich direkt auf
dem Gebietsrand gelandet, wodurch die Randbehandlung etwas einfacher und vor allem
auch sinnvoller geworden wire. Denn schliefllich liegt die vorgegebene Randtemperatur
normalerweise direkt am Rand an, und nicht eine halbe Zellbreite davon entfernt.

Wie man sieht, liegt noch ein gehoriges Stiick Arbeit zwischen dem Ruf ,,Dirichlet-
Randbedingungen!* des Modellierers und einem numerischen Verfahren bzw. seiner Im-
plementierung, die das dann auch zielfithrend umsetzen. Die Frage der Randbedingungen
wird uns auch im Kap. 15 zur numerischen Stromungsmechanik wieder beschiftigen.

14.3 Numerische Losung der PDE

Sowohl im eindimensionalen als auch im zweidimensionalen Fall ist das Ergebnis der Dis-
kretisierung ein grofles lineares Gleichungssystem mit diinn besetzter zugehoriger Koefti-
zientenmatrix — in Zeile k kdnnen von null verschiedene Matrixeintrige nur an mit dem
zu dieser Zeile gehdrenden Gitterpunkt tiber den Diskretisierungsstern verbundenen Po-
sitionen stehen, und das sind maximal lediglich drei bzw. fiinf. An dieser Struktur dndert
sich auch im Dreidimensionalen nichts Wesentliches; es kommen vor allem zwei weite-
re Nebendiagonalen hinzu, da der lokale Gitterpunkt nun auch zwei direkte Nachbarn in
z-Richtung hat. Zur Losung dieses Gleichungssystems bieten sich aufgrund dieser beson-
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Abb.14.5 Simulation einer Fliche aus 40 x 20 Zellen mit Dirichlet-Rand und hoher Temperatur an
der unteren Seite: Warmeverteilung nach 20 (links) und 500 (rechts) Schritten

deren Struktur die in Abschn. 2.4.4 vorgestellten Iterationsverfahren an. Aufgrund der typi-
scherweise sehr grofien Zahl von Gitterpunkten und somit Unbekannten im Gleichungs-
system spielen direkte Loser wie die Gauf3-Elimination hier in aller Regel keine Rolle. Spe-
ziell die Relaxationsverfahren sind sehr einfach anzuwenden und fiir ein nicht zu grofles
zweidimensionales Beispiel auf jeden Fall ausreichend.

14.3.1 Einfache Relaxationsverfahren

Gesucht ist nun also die Losung von (14.8), natiirlich in aller Regel mit etwas mehr diskre-
ten Gitterpunkten. Bei vielen Iterationsverfahren miissen das Gleichungssystem selbst so-
wie insbesondere die zugehdrige Matrix gar nicht explizit aufgestellt werden; es reicht aus,
wenn man die Matrix anwenden, also ihre Wirkung auf einen beliebigen Vektor angeben
kann. Sofern wir alle inneren Zellen und eine weitere Schicht Zellen fiir den vorgegebenen
Rand in einem zweidimensionalen Array abspeichern und dann die Berechnungschleife
nur iiber alle inneren Zellen laufen lassen, muss auch gar nicht mehr unterschieden wer-
den, ob eine Zelle am Rand liegt oder nicht. Fiir jede Zelle wird fiir die entsprechende Zeile
des Gleichungssystems eine Niherungslosung berechnet, wobei die benétigten Elemente
gemill dem 5-Punkte-Stern aus dem zweidimensionalen Array geholt werden. Somit bleibt
noch die Frage, wie oft das Iterationsverfahren tiber die Daten iterieren soll.

In Abb. 14.5 sieht man das Simulationsergebnis fiir ein Gebiet mit 40 x 20 Zellen, bei
dem am unteren Rand eine feste warme (100°) und an allen iibrigen Rdndern eine konstante
kaltere Temperatur (0°) angelegt wird, nach 20 (links) bzw. 500 (rechts) Iterationen mit der
Jacobi-Iteration.

Ublicherweise will bzw. kann man aber nicht die Anzahl an Iterationen einfach vorge-
ben, sondern muss so lange iterieren, bis eine bestimmte Qualitit erreicht ist. Ein Maf fiir
diese Qualitit wire natiirlich der Fehler e zwischen momentaner Naherung und exakter
Losung, den man allerdings im Allgemeinen nicht kennt. Daher greift man auf das Residu-
um r zurick, welches definiert ist als

r:==>b-Ax,
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wobei A die Matrix und b die rechte Seite des Gleichungssystems bezeichne. In dieser Form
ist das Residuum ein Vektor, dessen Elemente aufgrund der bekannten Beziehung r = —Ae
ebenfalls als Indikator fiir den Fehler an jeder diskreten Stelle dienen kénnen. Als Abbruch-
kriterium fiir die Iteration ist ein einzelner Wert wiinschenswert, welcher sich z. B. mittels

— /Zf’ri
r= _
n

berechnen ldsst. Je kleiner 7 ist, desto genauer ist die bisherige Losung - hoftentlich, denn
so ganz sicher kénnen wir ja nicht sein; A knnte ja so geartet sein, dass kleines Residuum
und grofer Fehler gemeinsam auftreten konnen. In obiger Simulation mit Startwerten null
im gesamten Berechnungsgebiet reduzieren 500 Schritte 7 von 22,36 auf 0,0273. Ob dies
nun schon genau genug ist, lasst sich natiirlich nicht allgemein sagen, aber zumindest wird
man auch bei weiterem Iterieren kaum mehr Unterschiede sehen, da die Jacobi-Iteration
ja am Residuum ansetzt. Die bislang berechnete Warmeverteilung entspricht auch in etwa
dem, was man fiir die gegebenen Randbedingungen erwarten wiirde.

Kurz wollen wir auch noch zwei weitere Relaxationsverfahren in diesem Zusammen-
hang erwdhnen, die ebenfalls schon in Kap. 2 im Abschnitt zur Numerik zur Sprache ge-
kommen sind. Fiir dieselbe Genauigkeit wie beim Jacobi-Verfahren benétigt man mit dem
GaufS-Seidel-Verfahren in unserem Beispiel statt 500 nur noch 247 Schritte. Beim SOR-
Verfahren, der so genannten Uberrelaxation, hingt es sehr von der Wahl des Uberrelaxati-
onsfaktors ab. Bekanntlich muss dieser auf jeden Fall kleiner als 2 sein. Wihlt man ihn gro-
Ber, so konvergiert die Losung tiberhaupt nicht mehr. Der optimale Faktor hangt hingegen
vom gegebenen Problem ab, in unserem Beispiel liegt er ungefihr bei 1,77, und die Anzahl
der fiir die obige Genauigkeit erforderlichen Iterationsschritte ist dann 31, was schon eine
signifikante Verbesserung gegeniiber dem Jacobi-Verfahren ist. Dies wird umso wichtiger,
je feiner das Gitter unser zu simulierendes Gebiet auflost, da die Anzahl an Iterationsschrit-
ten ja bei allen Relaxationsverfahren von der Anzahl der (diskreten) Unabhéngigen und
somit von der Grofle der Matrix abhidngt und beim Jacobi-Verfahren schneller steigt als
beim SOR-Verfahren. Diesem duflerst argerlichen Zustand wollen wir im Folgenden mit
einer wesentlich ausgefeilteren Idee, lineare Gleichungssysteme iterativ zu losen, zu Leibe
riicken - den Mehrgitterverfahren.

14.3.2 Mehrgitterverfahren

Im vorigen Abschnitt wurde erneut beklagt, dass der Berechnungaufwand mehr als linear
beziiglich der Anzahl an Diskretisierungspunkten steigt. Fiir die Praxis numerischer Simu-
lationen bedeutet dies, dass mit zunehmender Auflésung (also abnehmender Maschen-
weite und somit zunehmender Genauigkeit) nicht nur jeder einzelne Interationsschritt
aufgrund der nun grofleren Matrix teurer wird, sondern dass zusitzlich auch immer mehr
solcher Schritte erforderlich sind, um den Startfehler um einen vorgegebenen Faktor zu
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A VAR

— Jacobi, 10 Schritte
---- Jacobi, 100 Schritte
Mehrgitter, 1 Schritt

-0.75 -0.75

Abb. 14.6 Zufillige Startwerte (links) und Fehler einer ndherungsweisen Losung eines eindimen-
sionalen Wirmeleitungsproblems mit verschiedenen Iterationsverfahren (rechts)

reduzieren. Bei groflen Problemen ist dies einer der zentralen Einflussfaktoren dafiir, dass
so manches aus Rechenzeitgriinden noch nicht simuliert werden kann.

Ein linearer Rechenaufwand wire fiir ein lineares Gleichungssystem fraglos das Opti-
mum, da jeder Diskretisierungspunkt zumindest einmal verwendet werden muss - und
sei es nur, um den Startwert zu ermitteln. Um zumindest eine grobe Vorstellung davon zu
bekommen, woran dieses mit zunehmender Auflésung immer schlechtere Konvergenzver-
halten der Relaxationsverfahren liegt, empfiehlt es sich, das Verhalten des Losers bei einem
Problem anzuschauen, dessen Losung man schon kennt. Bei der Warmeleitung kann man
dazu beispielsweise saimtliche Rander auf den gleichen Wert setzen und die Anfangsbedin-
gung zufillig wihlen. Die richtige Losung ist natiirlich eine konstante Temperatur — eben
die auf dem Rand vorgegebene Temperatur — im gesamten Gebiet.

In Abb. 14.6 ist das Ergebnis eines solchen Experiments im eindimensionalen Fall doku-
mentiert. An beiden Enden des Stabes liegt fortdauernd die konstante Referenztemperatur
an, wohingegen zu Beginn die Temperaturwerte an den einzelnen inneren Punkten zufél-
lig gewihlt sind (Abb. 14.6 (links)) und daher sehr stark schwanken. Im rechten Teil von
Abb. 14.6 ist der Fehler aufgetragen - nach zehn Jacobi-Schritten, nach hundert Jacobi-
Schritten und nach einem einzigen Mehrgitterschritt. Auch wer an dieser Stelle noch keine
Vorstellung davon hat, wie Mehrgitterverfahren funktionieren, ist hoffentlich beeindruckt!

Was lernen wir aus Abb. 14.6? Nach einigen Iterationen mit dem Jacobi-Verfahren sieht
man, dass die Losung sehr viel glatter (im anschaulichen Sinne) wird. Das tiberrascht nicht:
Die Wirmeleitungsgleichung (14.4) ist ja dann gel6st, wenn die zweiten Ableitungen an
jeder Stelle verschwinden. Diejenigen Komponenten des Fehlers, die nicht glatt sind, wer-
den offensichtlich sehr schnell reduziert, die anderen jedoch nicht. Etwas vereinfachend
ausgedriickt kann man sich den Fehler als aus verschiedenen Frequenzbindern zusam-
mengesetzt vorstellen — die hochfrequenten Anteile werden schnell beseitigt, die nieder-
frequenten nicht. Auch nach 100 Jacobi-Iterationen in obigem Beispiel ist der Fehler daher
noch erschreckend grofl. (Man bedenke, dass 100 Iterationsschritte fiir ein derart banales,
eindimensionales Problem schon eine sehr stolze Zahl sind!)

Nun kann man sich noch tiberlegen, wann eine bestimmte Frequenz iiberhaupt als hoch
anzusehen ist und wann nicht, und kommt damit schon auf den wesentlichen Grund-
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gedanken der Mehrgitterverfahren. Ob eine Fehlerfrequenz hoch ist oder nicht, hingt
niamlich von der Auflosung des Diskretisierungsgitters ab. Laut dem Nyquist-Shannon-
Abtasttheorem muss ein Signal mit mindestens der doppelten Frequenz wie die im Signal
maximal vorkommende Frequenz abgetastet, d. h. diskretisiert, werden, um verlustfrei
rekonstruiert werden zu konnen. Wenn weniger Punkte verwendet werden, so dndert sich
die Funktion zwischen den einzelnen Punkten stirker, die Frequenz ist folglich zu hoch fiir
dieses Gitter — hier machen wir eben einen Diskretisierungsfehler. Diejenigen Frequenzen
aber, die sich prinzipiell auf diesem Gitter darstellen lassen, konnen wiederum in hohe
und niedrige Frequenzen unterteilt werden. Die hohen sind dabei die, fiir die dieses Gitter
angemessen ist; die niederen (bei denen, wie wir gesehen haben, unsere Relaxationsver-
fahren ja jhre Probleme haben) brauchten ein so feines Gitter zu ihrer Darstellung nicht -
sie konnten auch mit einer groberen Diskretisierung leben.

Aus den genannten Griinden liegt es nahe, zunichst die Startlosung zu glitten (d. h.,
die hochfrequenten Komponenten zu entfernen) und dann das Problem auf ein gréberes
Gitter zu transferieren, um die - bzgl. des urspriinglichen (feinen) Gitters — niedrigen Fre-
quenzen wieder in - bzgl. des neuen (groben) Gitters — hohe Frequenzen zu verwandeln
und diese dann dort in Angriff zu nehmen. Dieser zweite Teil des Verfahrens heif3t Grobgit-
terkorrektur — man benutzt das grobere Gitter also, um die momentane Naherung auf dem
feinen Gitter zu korrigieren bzw. zu verbessern. Daher liegt es nahe, das Residuum auf das
grobere Gitter zu transferieren und dort eine so genannte Korrekturgleichung zu 16sen, mit
dem Residuum als rechter Seite. Deren exakte Losung wire dann gerade der Fehler - die
ideale Korrektur.

Natiirlich ldsst sich ein solcher Zwei-Gitter-Ansatz rekursiv fortsetzen, da auch auf dem
groben Gitter wiederum Anteile des Fehlers relativ niedrige Frequenzen haben. Es ge-
langt also eine ganze Hierarchie verschiedener Gitter Q;,1 = 1,2,..., L, mit jeweiliger
Maschenweite h; = 27/ zum Einsatz. Der Ablauf eines prototypischen Mehrgitteralgorith-
mus’, ausgehend von einem feinen Gitter auf Level /, sieht somit wie folgt aus:
multigrid(l, b, x){

x = jacobi(l, b, x) // Vorglatten
if (1>0) { // Abbruchbedingung
r = residual(l, b, x) // Residuum berechnen
b ¢ = restrict(l, r) // Restriktion
e_c = zero_vector(1l-1)
e ¢ = multigrid(l-1, b_c, e c) // Rekursion
x_delta = interpolate(l, e c¢) // Prolongation
X = x + x_delta // Korrektur
}
x = jacobi(l, b, x) // Nachgléatten
return x
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Abb. 14.7 schematische Darstellung des Rekursionsverlaufs bei Mehrgitterverfahren; V-Zyklus
(links) und W-Zyklus (rechts)

Dieser Ablauf nennt sich in Anlehnung an den Verlauf der Rekursion V-Zyklus (siehe
Abb. 14.7 (links)), da die Rekursion zunichst bis zum grobsten Gitter absteigt und danach
direkt zuriick zum feinsten Gitter aufsteigt.

Es gibt noch andere Abldufe, die z. B. beziiglich ihres Konvergenzverhaltens besser sein
kénnen (z. B. der W-Zyklus in Abb. 14.7 (rechts)), diese sollen hier aber nicht weiter be-
handelt werden. Wir gehen allerdings im Folgenden noch kurz auf wichtige algorithmische
Aspekte bei den einzelnen Schritten des V-Zyklus’ ein.

Vorglitten Wenn man davon ausgeht, dass iiber die Losung der PDE nichts bekannt ist, so
muss man auch davon ausgehen, dass im anfédnglichen Fehler e; gleichermaflen verschie-
den hohe Frequenzen vorkommen. Bevor auf einem gréberen Gitter die bzgl. des aktuellen
Gitters Q) niedrigen Frequenzen angegangen werden konnen, miissen also zunichst die
hohen Frequenzen entfernt werden — andernfalls wiirde beim Transport auf das grobere
Gitter Q;_; zwangsldufig Information verloren gehen. Dieses Vorglitten geschieht durch
wenige Iterationen eines Relaxationsverfahrens, beispielsweise Jacobi oder Gauf3-Seidel.
Das Residuum r; der erhaltenen Néherungslosung x; enthélt danach im Idealfall nur noch
signifikante Anteile von (bzgl. Q) niedrigen Frequenzen.

Restriktion Nachdem fiir die vorgeglittete Naherungslosung das Residuum berechnet ist,
muss dieses auf das nichstgrobere Gitter transportiert werden. Dazu gibt es verschiedene
Moglichkeiten; die einfachste ist, lediglich jeden zweiten Punkt auszuwihlen und die rest-
lichen zu vernachlissigen (die so genannte Injektion), wie es in Abb. 14.8 (links) dargestellt
ist. Anstatt die Zwischenpunkte wegzulassen, konnte man den Grobgitterpunkt auch mit-
teln aus dem zugehdrigen Feingitterpunkt (1) und den beiden Nachbarn (je {). Dieser
Ansatz nennt sich Full Weighting und ist in Abb. 14.8 (rechts) dargestellt. Im Hoherdimen-
sionalen miissten dann entsprechend mehr Punkte fiir das Mitteln verwendet werden. Man
erhofft sich natiirlich von dem héheren Aufwand einen Gewinn an Genauigkeit gegentiber
der einfachen Injektion.

Losung auf dem groben Gitter Das grobe Gitter soll ja dazu verwendet werden, eine Kor-
rektur fiir die bisherige Ndherungslosung zu finden, die die niedrigen Fehlerfrequenzen
entfernt. Diese Korrektur erhélt man, indem man Ae = r 16st. Dazu kann ein beliebiges
Verfahren genommen werden, man kénnte also z.B. auch mit dem SOR-Verfahren das
Gleichungssystem auf dem groben Gitter 16sen, womit wir dann einen Zwei-Gitter-Ldser



340 14 Warmeleitung
@} @} o @)
@} @} o @)

Abb.14.8 Verfahren zur Restriktion; Injektion (links) und Full Weighting (rechts)
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hitten. Besser ist es, zur Losung auf dem groberen Gitter gleich vorzugehen wie beim feinen
Gitter, also wieder zu glitten und weiter zu vergrébern. Das entspricht einem rekursiven
Aufruf des Mehrgitterverfahrens. Irgendwann muss diese Rekursion natiirlich enden - ty-
pischerweise dann, wenn das Gleichungssystem nur noch aus wenigen Gleichungen besteht
und billig direkt gelgst werden kann.

Prolongation Das Ziel der Grobgitterkorrektur ist ja, die niedrigen Fehlerfrequenzen zu
entfernen. Wenn das Mehrgitterverfahren wieder aus der Rekursion aufsteigt, also wieder
vom groben zum feinen Gitter iibertritt, muss die auf dem groben Gitter berechnete Kor-
rektur auf das feine Gitter interpoliert oder prolongiert werden. Die einfachste Moglichkeit
hierfiir ist die lineare Interpolation aus Abb. 14.9, bei der die Zwischenstellen dem Mittel-
wert der beiden benachbarten Grobgitterpunkte entsprechen. Dadurch erhdlt man einen
Korrekturterm fiir jeden Punkt auf dem feinen Gitter und kann diesen auf die bisherige
Naherungslosung x; addieren.

Nachglitten Eigentlich sollten somit sowohl hohe als auch niedrige Frequenzen eliminiert
sein. Allerdings konnen sich durch die Prolongation wiederum Fehleranteile mit hoher
Frequenz einschleichen. Diese lassen sich durch erneutes Anwenden weniger Relaxations-
iterationen verringern.

Kosten und Nutzen Im Vergleich zu den tiblichen Relaxationsverfahren ist das hier in al-
ler Kiirze vorgestellte Mehrgitterverfahren algorithmisch komplizierter, und ein einzelner
Mehrgitterschritt — ein V-Zyklus - ist natiirlich aufwéndiger als beispielsweise ein Jacobi-
Schritt. Ein V-Zyklus verwendet ja zum Vor- und Nachglitten schon mehrere (iiblicher-
weise etwa zwei) Iterationen eines Relaxationsverfahrens. Die Kosten fiir die Residuums-
berechnung, Restriktion, Prolongation und Korrektur sind zumindest nicht teurer als die
Glatter, daher wollen wir hier nicht weiter darauf eingehen. Entscheidend fiir eine Gesamt-
bewertung ist aber natiirlich, ob sich der Rechenaufwand insgesamt reduzieren lisst. Dafiir
muss auf jeden Fall untersucht werden, welche Kosten durch die Rekursion verursacht wer-
den.
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Angenommen, die Kosten auf dem feinsten Gitter betragen cn, wobei # die Anzahl an
Gitterpunkten und ¢ eine Konstante ist, so betragen die Kosten auf dem zweitfeinsten Gitter
aufgrund der geringeren Anzahl an Gitterpunkten noch ¢4 (im Zweidimensionalen). Die
Kosten fiir weitere Vergroberungen lassen sich als geometrische Reihe darstellen:

" 1 1 1 4
1 cn(l+—+—+...) = cn—- = —cn.

4 16 1—% 3

cn

[NNgE:

1

Samtliche Vergroberungen zusammen verursachen also nur ein Drittel - im Dreidimen-
sionalen sogar nur ein Siebtel — der Kosten des feinsten Gitters, sind also vernachléssigbar.

Die gesamten Kosten fiir eine Mehrgitteriteration sind also wie bei den Relaxationsver-
fahren O(n), wenn auch mit gréflerem konstanten Faktor. Die Anzahl an nétigen Iteratio-
nen fiir eine vorgegebene Genauigkeit ist allerdings O(1), wodurch das gesamte Verfahren
linear in der Anzahl an Gitterpunkten ist. In Abb. 14.6 (rechts) sieht man, dass in einem
Beispiel mit zufilligen Anfangsfehler eine Mehrgitter-Iteration den Fehler deutlich stéirker
reduziert als 100 Jacobi-Iterationen.

Abschlieflende Bemerkungen Diese kompakten Ausfithrungen zu Mehrgitterverfahren
kénnen kaum mehr als ein ,, Appetizer“ sein. Sie sollen aufzeigen, was an Algorithmik hin-
ter der Schliisselaufgabe, grofie und diinn besetzte lineare Gleichungssysteme schnell zu
16sen, steckt — bzw. stecken kann. Natiirlich gibt es eine Vielzahl von Varianten, Verfeine-
rungen, Anpassungen etc., auf die wir im Kontext dieses Buchs aber nicht niher eingehen
konnen.
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Stromungen zihlen von jeher zu den am meisten modellierten und (numerisch) si-
mulierten Phinomenen. Dabei treten sie in vollig verschiedenen Zusammenhingen
und Disziplinen auf. Astrophysik, Plasmaphysik, Geophysik, Klimaforschung und Wet-
tervorhersage, Verfahrenstechnik und Aerodynamik sowie Medizin - iiberall werden
Stromungen studiert, wenngleich auch ganz unterschiedlicher Materialien bzw. Fluide.
Wie wir im Kap. 7 iiber makroskopische Verkehrssimulation gesehen haben, werden Stré-
mungsvorginge auch als Denkmodell fiir Anwendungen hergenommen, bei denen kein
Stoff im tiblichen Sinn flie8t. Stromungen sind zudem ein Paradebeispiel sehr recheninten-
siver Simulationen - insbesondere, wenn Turbulenz im Spiel ist - und somit sehr oft ein Fall
fiir Hochleistungsrechnen (High Performance Computing (HPC)) und Hochleistungsrechner.
Und so darf natiirlich auch in diesem Buch ein Kapitel zur numerischen Stromungsmecha-
nik (Computational Fluid Dynamics (CFD)) nicht fehlen. Simulationsseitig haben wir es
also wieder mit einem numerischen Simulationsansatz zu tun, modellseitig meistens mit
einem PDE-basierten Modell. Dementsprechend benétigen wir nun vom Instrumentarium
aus Kap. 2 vor allem die Abschnitte zur Analysis und zur Numerik.

Aus der Vielzahl relevanter Szenarien greifen wir im Folgenden den Fall viskoser, d. h.
reibungsbehafteter, laminarer Stromungen inkompressibler Fluide heraus. Die Begriftlich-
keiten werden im néchsten Abschnitt eingefithrt und besprochen, als Faustregel fiir dieses
Kapitel denke man eher an Honig als an Luft. Der Einfachheit halber bewegen wir uns
zudem in einer zweidimensionalen Geometrie. Als Anwendungsbeispiel soll die Umstro-
mung eines Hindernisses dienen. Fiir eine weiterfithrende Diskussion der Thematik sei
auf die Biicher ,,Numerische Simulation in der Stromungsmechanik® von Michael Griebel,
Thomas Dornseifer und Tilman Neunhoeffer [28] und ,,Numerische Stromungsmechanik®
von Joel H. Ferziger und Milovan Peric [19] verwiesen.

H.-J. Bungartz et al., Modellbildung und Simulation, eXamen.press, 343
DOI 10.1007/978-3-642-37656-6_15, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2013
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15.1 Fluide und Stromungen

Ganz allgemein versteht man unter Fluiden Materialien in einem Zustand, in dem sie
Scherkriften keinen Widerstand entgegensetzen konnen. Entscheidend fiir die (beobacht-
baren) Bewegungen von Fluiden sind Krifte — duflere (beispielsweise die Gravitation, wenn
ein Fluss stromabwirts flief3t) oder innere (zwischen Fluidpartikeln untereinander oder
zwischen Fluidpartikeln und Gebietsrand, etwa einem Hindernis). Fiir Letztere zeichnet
die Viskositdt oder Zdihigkeit eines Fluids verantwortlich, welche Reibung erzeugt. Rei-
bung bzw. Viskositit sorgen dafiir, dass (makroskopische) Bewegungen von Fluiden, die
nicht durch duflere Krifte induziert sind, allmahlich zum Erliegen kommen. Gase dage-
gen werden i. A. idealisiert als nicht-viskose Fluide betrachtet; hier dominiert die Trigheit
die Viskositdt. Das Verhaltnis dieser beiden Eigenschaften wird durch die so genannten
Reynolds-Zahl angegeben, in die unter anderem auch Bezugsgrofien fiir Geschwindigkeit
und Gebietsgrofle eingehen. Die Reynolds-Zahl charakterisiert also ein Stromungsszenario
oder kurz eine Stromung und keineswegs nur ein Fluid.

Grundsitzlich unterscheidet man laminare und turbulente Stromungen. Ersteren liegt
die Vorstellung zugrunde, dass sich benachbarte Schichten des Fluids im Strémungsfort-
lauf kaum vermischen - Reibung bzw. Viskositdt sind zu grof$; man denke etwa an Honig.
Ganz anders bei Turbulenz, umgangssprachlich aus dem Flugzeug vertraut: Hier kommt
es zu heftiger Vermischung, und es treten Wirbel unterschiedlicher Gréf8e und Intensitat
auf. Auch wenn wir uns hier mit dieser etwas unprazisen phdnomenologischen Charak-
terisierung prinzipiell zufrieden geben wollen, sei doch auf ein wichtiges physikalisches
Detail verwiesen. Die Wirbel unterschiedlicher Grofle - und das Spektrum kann sich hier
durchaus iiber mehrere Gréflenordnungen erstrecken, etwa im Nachlauf eines startenden
Flugzeugs - existieren nicht nur einfach nebeneinander, sie interagieren vielmehr stark,
beispielsweise durch einen heftigen Energietransport. Fiir die Simulationspraxis bedeutet
dies, dass man sehr kleine Wirbel keinesfalls vernachléssigen darf, selbst wenn man nur an
der groben Skala interessiert ist. Kolmogorov hat diesen Zusammenhang quantifiziert und
in einem berithmten Gesetz formuliert. Und schon hat man eine Multiskalenproblematik,
auf die wir ja bereits im einleitenden Kap. 1 eingegangen sind.

Am Beispiel der Turbulenz ldsst sich sehr schon das Zusammenspiel von Modellie-
rung und Simulation veranschaulichen. Einerseits kann man einfach von einem (noch
zu besprechenden) Basismodell der Stromungsmechanik ausgehen, den Navier-Stokes-
Gleichungen, und auf jede weitere Modellierarbeit verzichten. Der dafiir zu bezahlende
Preis liegt in einem immensen und heute vielfach noch weit jenseits des Machbaren lie-
genden Berechnungsaufwand. Die andere Extremposition zu dieser direkten numerischen
Simulation (DNS) versucht, die Turbulenz komplett modelltechnisch zu erfassen - durch
Mittelungen, zusitzliche Groflen und zusitzliche Gleichungen. Im Gegensatz zur DNS
ist nun viel mehr Modellieraufwand erforderlich, und tatsichlich wurden im Lauf der
Zeit eine Vielzahl von Turbulenzmodellen entwickelt, darunter das beriihmte k-e-Modell.
Auf der Haben-Seite kann man dafiir einen reduzierten Berechnungsaufwand verbuchen:
Die Details stecken quasi im Modell und miissen nicht mehr durch die Auflosung der
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Abb.15.1 Stromung im Nach-
lauf eines Hindernisses bei
unterschiedlichen Reynolds-
Zahlen: von der Langeweile zur
Kérmanschen Wirbelstrafe

()

Diskretisierung wiedergegeben werden. Einen Mittelweg geht der Ansatz der Large-Eddy
Simulation (LES), die Wirbel bis zu einer bestimmten Gréfle direkt auflost und alle da-
durch nicht mehr direkt erfassten Skalen modelltechnisch behandelt. Jede Vorgehensweise
hat ihre Verfechter: Naturgemaf3 neigen mathematische Modellierer und Analytiker eher
zu einer modellseitigen Losung — der DNS-Ansatz wird da schon mal geringschitzig als
»Holzhammermethode® verunglimpft. Umgekehrt verkennen Numeriker gerne geflissent-
lich den Wert hochqualitativer Modelle und weisen gebetsmiihlenartig auf die immanenten
Modellfehler hin. Wie so oft gibt es aber eben kein ,richtig“ und kein ,falsch®, sondern
nur verschiedene Wege zum (unerreichbaren) Ziel.

Das Anschauungsbeispiel schlechthin fiir laminare bzw. turbulente Stromungen stellt
die so genannte Kdrmdnsche Wirbelstraf$e dar, die im Nachlauf umstromter Hindernisse
auftritt. Bei viskosen Fluiden bzw. geringen Geschwindigkeiten schmiegt sich das Fluid
eng an das Hindernis an, und bereits kurz hinter dem Hindernis ist die Welt wieder in
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Ordnung. Bei abnehmender Viskositdt bzw. wachsender Geschwindigkeit 16sen sich all-
mihlich Wirbel vom Hindernis ab, und eine recht regelmiaflige Wirbelformation entsteht.
Das regelméflige Muster weicht dann, bei weiter wachsender Geschwindigkeit, einer stark
unregelmifligen und schlieSlich, bei Turbulenz, chaotisch anmutenden Gestalt — der Wir-
belstrafle. Abbildung 15.1 zeigt unterschiedliche Auspragungen der Strémung im Nachlauf
eines Hindernisses bis hin zur Kairmanschen Wirbelstrafle.

Noch ein drittes Begriffspaar gilt es einzufithren: kompressibel und inkompressibel. Von
einem kompressiblen Fluid spricht man, wenn es ,zusammengedriickt* werden kann,
wenn also eine bestimmte Masse nicht automatisch ein bestimmtes Volumen annehmen
muss, sondern Letzteres vom Druck abhingt. Gase bei hohen Geschwindigkeiten sind
das Standardbeispiel fiir kompressible Fluide, Flissigkeiten dagegen sind inkompressibel.
Gase bei niedrigen Geschwindigkeiten werden typischerweise auch als inkompressible
Fluide modelliert — was auf den ersten Blick einfacher ist, da die Dichte hier als konstant
angenommen werden kann.

Im Folgenden durchlaufen wir wieder die Pipeline: Beginnend mit einem etablierten
Modell, den Navier-Stokes-Gleichungen, stellen wir anschlieflend ein Diskretisierungsver-
fahren vor, das auf dem so genannten Marker-and-Cell-Ansatz (MAC) beruht, und widmen
uns dann der numerischen Losung der diskretisierten Gleichungen. Anhand des bereits
mehrfach erwihnten Beispiels der Umstromung eines Hindernisses demonstrieren wir
die Tauglichkeit des gewéhlten Ansatzes, bevor dann in einem abschlieflenden Ausblick
noch kurz darauf eingegangen wird, was sonst noch so alles moglich ist, wenn man nicht
den Restriktionen einer kompakten und lediglich einfithrenden Befassung mit dem Thema
Strémungen unterworfen ist.

15.2 Mathematisches Modell

Nun also zu dem bereits seit langem etablierten Modell fiir die raum- und zeitaufgeldste
Beschreibung laminarer, viskoser Stromungen inkompressibler Fluide, den Navier-Stokes-
Gleichungen. Wir beginnen mit der Formulierung der Gleichungen und schlieflen einige
Bemerkungen zu deren Herleitung an.

15.2.1 Navier-Stokes-Gleichungen

Allgemein wird die Strémung eines Fluids in einem zweidimensionalen Gebiet Q c R?
tiber ein Zeitintervall [0, T] vor allem durch drei physikalische Groflen charakterisiert: das
Geschwindigkeitsfeld u(x, y;t) = (u(x, y;t),v(x, y;t))7, den Druck p(x, y;t) sowie die
Dichte p(x, y; t), wobei Letztere im inkompressiblen Fall als konstant angenommen wird,
also p(x,y;t) = po. In der so genannten dimensionslosen Form sind die Navier-Stokes-
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Gleichungen gegeben als

0 1
§u+(u-v)u = —Vp+R—eAu+g,

divu = 0. (15.1)

Hierbei bezeichnen Ree R die bereits erwihnte dimensionslose Reynolds-Zahl und g =
(x> &y) T die Summe der duferen Krifte wie beispielsweise der Gravitation. Die erste Glei-
chung wird dabei Impulsgleichung genannt, die zweite Kontinuitditsgleichung. Verwendet
man Letztere oben im Term (u - V)u zu Umformungen, so erhilt man die dquivalente
Formulierung

ou L o(u*) 9d(uv) ap

ot T Re T Tox oy ox &
2
1, ) A
ot Re ox oy dy
O—a—u+ﬁ (15.2)
Cox 9y’ ’

Zur eindeutigen Fixierung der Unbekannten — damit sind wir inzwischen schon ver-
traut - sind zusétzlich zu den Gleichungen Anfangswerte fiir die Unbekannten zu Beginn
(typischerweise werden Werte fiir die Geschwindigkeitskomponenten vorgegeben, die die
Kontinuitatsgleichung erfiillen) sowie Randwerte am Gebietsrand zu allen Zeitpunkten er-
forderlich. Um die Randbedingungen unabhingig vom jeweiligen Verlauf des Gebietsrands
kompakt formulieren zu kénnen, fithren wir ¢, := u”-n mit dem duSeren Normalenvektor
n als Normalkomponente (senkrecht zum Rand) und ¢, als Tangentialkomponente (tan-
gential zum Rand) der Geschwindigkeit ein. Im achsenparallelen Fall Q = [x;, x, ][y, ¥o |
gilt somit, je nach Randstiick, ¢, = +u und ¢, = +v oder umgekehrt.

Folgende Randbedingungen sind vor allem gebrauchlich, wobei (x, y) € T := dQ) einen
Punkt auf dem Gebietsrand 02 bezeichne:

o Haftbedingung (no slip): die Idee einer Wand - kein Fluid kann durchdringen, und Haft-
reibung verhindert jede Tangentialbewegung unmittelbar am Rand, also

Pn(x,5t) = @o(x,p5t) = 0;

o Rutschbedingung (free slip): die Idee eines virtuellen Randes (z. B., wenn bei einem ach-
sensymmetrischen Kanal aus Kostengriinden nur das halbe Gebiet simuliert wird) -
kein Fluid kann durchdringen, jedoch ist nun eine Tangentialbewegung moglich, also

99 (x, y;t)

= 0;
on

ou(x, y5t) = 0,
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o Einstrombedingung (inflow): die Idee eines Einlasses — klassische Dirichlet-Randbedin-
gungen fiir beide Geschwindigkeitskomponenten, also

Pa(xy5t) = @y @o(x,131) = @)

mit gegebenen Funktionen ¢° und ¢%
o Ausstrombedingung (outflow): die Idee eines Auslasses — keine Anderung beider Ge-
schwindigkeitskomponenten in Ausflussrichtung, also

0pn(x,y3t) _ 09x(x, y3 1)
on on

= 0;

o periodische Randbedingungen (periodic): die Idee eines periodisch fortgesetzten Simu-
lationsgebiets — Geschwindigkeiten und Druck miissen am Ein- und Auslass iiberein-
stimmen, also

u(xr,yst) = uxr yst), vl yst) = v(xnpst), p(eyst) = p(xr yst)
bei Periodizitit in x-Richtung.

Sind an allen Réndern die Geschwindigkeitskomponenten selbst vorgegeben, erfordert die
Divergenzfreiheit des Geschwindigkeitsfeldes zusitzlich die Bedingung

frfpndS:O

an die Randwerte. D. h., es flief3t gleich viel Fluid in das Gebiet hinein wie aus ihm heraus.

Weit reichende Aussagen zur Existenz und Eindeutigkeit von Losungen konnten fiir den
zweidimensionalen Fall bewiesen werden. Im Dreidimensionalen konnten dagegen Exis-
tenz und Eindeutigkeit der Losung fiir beliebige Zeitintervalle bisher nicht gezeigt werden.
Was nun die Berechnung von Lésungen in konkreten Szenarien angeht, stofit freilich die
Analysis auch im Zweidimensionalen rasch an ihre Grenzen - hier ist ein numerisches
Vorgehen in aller Regel unabdingbar.

15.2.2 Anmerkungen zur Herleitung

In diesem Abschnitt konnen wir uns kurz fassen, da eine vergleichbare Herleitung schon
im vorangegangenen Kapitel zur Warmeleitung schematisch vorgefithrt wurde. In der Tat
ist die Vorgehensweise eng verwandt: Ausgangspunkt sind wieder Erhaltungssditze — im
Fall von Strémungen nun die Massenerhaltung, die letztendlich zur Kontinuititsgleichung
fithrt, sowie die Impulserhaltung, die in der Impulsgleichung resultiert. Die Masse erhalt
man zu jedem Zeitpunkt durch Integration der Dichte iiber das momentane Simulations-
gebiet (welches sich z. B. im Falle beweglicher Rinder ja dndern kann), der Impuls ergibt
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sich aus einem entsprechenden Volumenintegral iiber das Produkt aus Dichte und Ge-
schwindigkeitsfeld. Wieder kann man Erhaltungs- oder Bilanzgleichungen aufstellen, da
die Ableitungen der jeweiligen Integrale als Anderungsindikatoren einerseits aufgrund des
Erhaltungsprinzips verschwinden miissen und andererseits verschiedene Ursachen haben.
Hier betrachtet man allerdings Fluidportionen, die sich in der Strémung mitbewegen, und
keine rdumlich fixierten Gebiete. Anschlieflend entledigt man sich des Integrals mit dem
Standardargument ,muss fiir alle Integrationsgebiete gelten und gelangt so zu partiel-
len Differentialgleichungen. Je nachdem, ob man viskose oder nicht-viskose Fluide bzw.
Stromungen betrachtet, ist der so genannte Spannungstensor unterschiedlich zu modellie-
ren, und man erhilt entweder die zuvor eingefiihrten Navier-Stokes-Gleichungen oder die
Euler-Gleichungen, das zentrale Modell der Gasdynamik, mit dem wir uns hier aber nicht
néher befassen wollen.

Diese Anmerkungen sollen uns hier geniigen, und wir wenden uns nun der numeri-
schen Behandlung der Navier-Stokes-Gleichungen zu.

15.3 Diskretisierung der Navier-Stokes-Gleichungen

Nach einer kurzen Diskussion des gewéhlten Diskretisierungsansatzes wird die numerische
Behandlung der Orts- sowie der Zeitableitungen vorgestellt. Anmerkungen zur numeri-
schen Behandlung der Randbedingungen schlieffen diesen Abschnitt ab.

15.3.1 Finite Differenzen

Ein weiteres (und letztes!) Mal in diesem Buch verwenden wir finite Differenzen als Dis-
kretisierungsprinzip. Der wesentliche Grund hierfiir ist - einmal mehr - deren Einfach-
heit. Die Vielfalt in der Praxis der numerischen Strémungsmechanik kennt dagegen kaum
Grenzen. So werden hiufig finite Volumen, finite Elemente, spektrale Elemente oder so ge-
nannte gitterlose bzw. partikelbasierte Verfahren wie Smooth Particle Hydrodynamics (SPH)
eingesetzt. Mit der gestiegenen Rechnerleistung werden heute sogar molekulardynamische
Ansitze zum Studium von Strémungen herangezogen. In diesen Fillen werden natiirlich
keine makroskopischen Szenarien studiert, sondern man interessiert sich beispielsweise
fiir eine genauere Beschreibung des Verhaltens von Fluiden an Winden, um aus den mi-
kroskopischen Ergebnissen verbesserte (makroskopische) Randbedingungen herleiten zu
kénnen.

Die Verwendung finiter Differenzen impliziert (bzw. legt zumindest sehr nahe) den Ein-
satz kartesischer (also aus Rechtecken strukturiert zusammengesetzter) Gitter, wovon auch
hier im Folgenden ausgegangen wird. Als Gebiet betrachten wir den rechteckigen Stro-
mungskanal [x;, x,] x [yu, y,] der Lange I := x, — x; und Breite I, := y, — y,. Das zu
betrachtende Zeitfenster sei das Intervall [0, T']. Sollen Ny +1bzw. N, +1 4quidistante Git-
terpunkte in x- bzw. y-Richtung eingesetzt werden, dann entspricht dies N, bzw. N, Zellen
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Abb.15.2 Grundschema eines

.1 . v v
zweidimensionalen versetzten ol i
Gitters
Uiy ; u; ; Uiy,
e e L] B
p: f p:e 1.
L 2 L 2

Viel, j-1

der Maschenweite hy := I[N, bzw. h, := [,/N, in x- bzw. y-Richtung. Analog gehen wir
von N, Zeitschritten der konstanten Schrittweite 8¢ := T/N, aus.

Man beachte, dass die Unbekannten (also die diskreten Werte fiir Geschwindigkeits-
komponenten und Druck) nicht notwendigerweise alle in den Gitterpunkten platziert wer-
den, sondern z. B. auch auf den Zellenridndern - eine Idee, die aus der Finite-Volumen-Welt
ibernommen wurde. Man redet dann von versetzten Gittern (staggered grids), und auch wir
werden im Folgenden versetzte Gitter verwenden: Die diskreten Geschwindigkeitskom-
ponenten in x-Richtung (u-Werte) werden in den Mittelpunkten der vertikalen Zellrin-
der platziert, die diskreten Geschwindigkeitskomponenten in y-Richtung (v-Werte) in den
Mittelpunkten der horizontalen Zellrinder. Lediglich die diskreten Druckwerte sitzen in
den Zellmittelpunkten (siche Abb. 15.2). Eine Bemerkung noch zur Notation: Wir bezeich-
nen die Zelle [(i - 1)hy, ih,] x [(j - 1)h,, jh,] als Zelle (i, j),1 <i < Ny,1< j< N,. Den
entsprechenden Index i bzw. j tragen u, v bzw. p am rechten Rand, am oberen Rand bzw.
im Mittelpunkt dieser Zelle (siehe Abb. 15.2).

15.3.2 Behandlung der Ortsableitungen

Kommen wir nun zur Diskretisierung der Navier-Stokes-Gleichungen (15.2) gemif3 obiger
Vorgehensweise. Fiir die Kontinuititsgleichung (dritte Gleichung in (15.2)) werden zentrale
Differenzen mit halber Maschenweite im jeweiligen Zellmittelpunkt angesetzt, also
Qu | Mj Uity OV Vi~ Vil (153)
0x hy oy h,
Die Impulsgleichung fiir u (erste Gleichung in (15.2)) wird dagegen in den Mittelpunkten
der vertikalen Zellgrenzen, die Impulsgleichung fiir v (zweite Gleichung in in (15.2)) in
den Mittelpunkten der horizontalen Zellgrenzen diskretisiert. Fiir die zweiten Ableitun-
gen 9°u/dx?, 9*u/dy?*, 9*v/ox? sowie 9*v/dy?, die so genannten diffusiven Terme, gelingt
das problemlos mittels der nun schon bekannten Techniken. Auch die Ortsableitung fiir
den Druck wirft keine Fragen auf, wir verwenden wie oben zentrale Differenzen halber
Maschenweite.
Etwas komplizierter ist die Lage dagegen bei den so genannten konvektiven Termen
d(u*)/0x, d(uv)/ox, d(uv)/dy sowie d(v*)/dy - schlielich gibt es keine Punkte, an de-
nen u und v diskretisiert vorliegen. Eine geeignete Mittelung bietet hier einen Ausweg,
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sodass man beispielsweise fiir d(uv)/dy erhilt

a(uv) N i (V,‘)j"rViJrl,j)(ui,j +Mi,j+1) _
dy hy 4

(Vi,j—1 + Vi+1,j—1)(ui,j—1 + Ui,j) )

1 (15.4)

Analog geht man bei 0u?/dx vor und erhalt

o) L((“w‘+”i+1,j)2_(uf—1,j+“w')2)‘ (15.5)

ox h, 2 2

Diese einfache Vorgehensweise stoft jedoch schnell an Grenzen. Bei grofieren Reynolds-
Zahlen etwa darf man aufgrund der dann dominanten konvektiven Teile der Impulsglei-
chungen und den daraus resultierenden Stabilititsproblemen keine reinen zentralen Dif-
ferenzen mehr verwenden, sondern muss vielmehr eine Mischung aus diesen und der so
genannten Upwind-Diskretisierung bzw. Alternativen wie das Donor-Cell-Schema einset-
zen. Wir begniigen uns aber an dieser Stelle mit dem Hinweis auf die Unvollkommenbheit
der in (15.4) sowie (15.5) vorgeschlagenen Diskretisierung und wenden uns den Zeitablei-
tungen in (15.2) zu.

15.3.3 Behandlung der Zeitableitungen

Die oben diskutierte Ortsdiskretisierung ist in jedem diskreten Zeitpunkt nét,n =
1,...,N;, vorzunehmen. Entsprechend sind also in diesen Zeitpunkten Werte fiir die
Geschwindigkeitskomponenten # und v sowie den Druck p zu betrachten bzw. auszurech-
nen. Wir kennzeichnen den Zeitpunkt im Folgenden durch einen rechten oberen Index in
Klammern, also u(") etc.

An Zeitableitungen treten in (15.2) lediglich die ersten Ableitungen der Geschwindig-
keitskomponenten u und v auf. Das explizite Euler-Verfahren fithrt uns auf

(1) (1) _ ()
(a“) T (15.6)

ot ot

und analog fiir dv/ot.

15.3.4 Behandlung der Randbedingungen

Im versetzten Gitter liegen am Gebietsrand nicht alle Unbekannten tatsachlich exakt auf
dem Rand (siehe Abb. 15.2). Aus diesem Grund wird noch eine zusitzliche Randschicht aus
Gitterzellen mit betrachtet (vgl. Abb. 15.3), mit Hilfe derer alle auftretenden Randbedin-
gungen durch Mittelungen erfiillt werden kénnen. Bei der eingefiihrten Diskretisierung der
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Abb. 15.3 Randschicht beim .
versetzten Gitter zur Erfiillung J=N+1
der Randbedingungen B
J=N,
Jj=2
j=1
j=0

i=0 i=1 i=2 - i=N_ =N+l

Navier-Stokes-Gleichungen wird nun auf u- und v-Werte zugegriffen, die auf dem Gebiets-

rand liegen, genau uyj, un, j fiir j=1,..., N, sowiev; o, v; n, firi = 1,..., Ny. Auflerdem
wird auf Werte auflerhalb von Q (d. h. in der Randschicht) zugegriffen, genau u; o, #; n,+1
firi=1,..., Ny, sowie vo j, vy, 41, flir j=1,...,N,.

Letztere sind, je nach dem Typ der Randbedingungen, gesondert festzulegen. Schauen
wir uns nun vier der fiinf zuvor eingefithrten Typen naher an:

o Haftbedingung: Im Falle eines ruhenden Randes sollen alle Geschwindigkeitskompo-
nenten dort null sein. Fiir die direkt auf dem Rand liegenden Werte gilt somit

Up,j = UN,,j = Vio=Vin, =0, i=1,...,Ny;j=1...,N,,
fir die anderen legt man an den vertikalen Rédndern
Vo, = —Vij» VYNy+lj = “VN.j» J=L...,Ny,
und an den horizontalen Ridndern
Uio = —Uils  UiN,+1 = “UiN,> i=1...,N,,

fest. Dadurch werden - bei linearer Interpolation - auf dem tatsachlichen Rand Ge-
schwindigkeitswerte von null erzeugt.

o Rutschbedingung: Da die zum jeweiligen Rand senkrechten Geschwindigkeitskompo-
nenten bei unserer Diskretisierung direkt auf dem Rand liegen, ergibt sich zunichst wie
zuvor

Ug,j = UN,,; = Vio= Vin, =0, i=1...,Ny;j=1...,N,.

Anders dagegen bei den tangentialen Geschwindigkeitskomponenten: Hier wird nun
die Konstanz am Rand durch die Bedingungen

V0,j = Vi,j» VNl = YN.j» J=L...,Ny,
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sowie

Uio = Ui,  UiN+1 =UiN,, i=1...,Ny,

erzwungen.
o Ausstrombedingung: Hier sollen sich beide Geschwindigkeitskomponenten senkrecht
zum Rand nicht 4ndern. Am linken und rechten Rand bedeutet dies fiir u

Ug,j = Uyj> UN,,j=Un,-1j> i=L...,Ny,

die Festlegungen dort fiir v bzw. fiir # und v am unteren oder oberen Rand erfolgen
analog.

o Einstrombedingung: In diesem Fall werden fiir # und v am jeweiligen Rand explizit Wer-
te vorgegeben. Fiir die direkt auf dem Rand liegenden Punkte ist das trivial, im anderen
Fall wird in der Regel wieder gemittelt (also z. B. die v-Werte am rechten Rand).

15.4 Numerische Losung der diskretisierten Gleichungen

Die Ingredienzen fiir eine numerische Losung liegen nun bereit. Es fehlen allerdings noch
die Kopplung von Orts- und Zeitdiskretisierung sowie dann ein (iteratives) Losungsver-
fahren fiir das resultierende diskrete Gleichungssystem. Damit wollen wir uns in diesem
Abschnitt befassen.

15.4.1 Zeitschritt

Die Zeitschleife stellt typischerweise die duflere Iteration dar. Fiir den Startzeitpunkt £ = 0
liegen Anfangswerte fiir das gesamte Simulationsgebiet vor, und anschlieflend werden die
(unbekannten) Werte zum Zeitpunkt f,,.; aus den (bekannten) Werten zum Zeitpunkt ¢,
ermittelt - ein klassischer Zeitschritt, bekannt von ODE aus fritheren Kapiteln.

Fiir die Zeitableitungen in (15.2) - zunéchst noch in bzgl. des Raums kontinuierlicher
Form - bedeutet dies

2
LD +5t(LM_ o(u?) _owv) a_P)

Re 0x oy &7 ox
op
= F-0t—,
ox
2
poD =y g Lp, W) _O07) o p
Re 0x oy dy
= G—8ta—p (15.7)

8)/’
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wobei natiirlich den Hilfsgréflen F und G sowie dem Druck p auf den rechten Seiten eben-
falls eindeutige Zeitpunkte (also t,, oder t,.;) zugeordnet werden miissen, was uns zu den
so genannten zeitdiskreten Impulsgleichungen (diskretisiert nur in der Zeit)

L) o _ 5,920
X
(n+1)

S _ G _ 5,90 (15.8)
dy

fithrt. Man hat also bzgl. der Geschwindigkeiten eine explizite und bzgl. des Drucks eine
implizite Zeitdiskretisierung vorliegen. Insbesondere kann das neue Geschwindigkeitsfeld
erst berechnet werden, wenn der neue Druck ermittelt ist. Dieses kann tiber die Kon-
tinuititsgleichung erfolgen. Leitet man dazu aus (15.8) Ausdriicke fiir die Ableitungen
ou("™D [9x sowie dv("*)) /3y her und setzt diese in die Kontinuititsgleichung (dritte Glei-
chung von (15.2)) ein, so ergibt sich

U gy(n) R G
+ = +

- 8tap(h Lo
0x oy 0x oy P

oder eine Poisson-Gleichung fiir den Druck

Ap(n+l) —

1 (oF(™ 3G
— . (15.9)

+
ot \ ox oy

Insgesamt besteht der Zeitschritt ¢, — t,4; also aus den drei Teilschritten (1) Ermitt-
lung der HilfsgroRen F(") und G aus dem aktuellen Geschwindigkeitsfeld (u("), v(")7T,
(2) Losung der obigen Poisson-Gleichung fiir den Druck und (3) Bestimmung des neu-
en Geschwindigkeitsfelds (u("*),v("*D)T mittels der nun verfiigbaren neuen Druckwer-
te p("*) gemiR (15.8). Fiir den zweiten Teilschritt passende Randbedingungen fiir den
Druck liefert z. B. die so genannte Chorinsche Projektionsmethode — homogene Neumann-
Randbedingungen sorgen dort dafiir, dass die Normalkomponente durch die Korrektur
(15.8) nicht verandert wird.

15.4.2 Ortsdiskrete Impulsgleichungen

Nun steht die Ortsdiskretisierung der zeitdiskreten Impulsgleichungen und somit die
Vollendung der Diskretisierung an. Mit den in Abschn. 15.3.2 hergeleiteten Differenzen-
quotienten fiir die einzelnen Ableitungsterme wird aus (15.8)

(1) _ p(n) _ OF ( (us1)  (n+1)

wiio = E T e (pi22) -25)

(n+1) _ () O ¢ (nx1)  (n+1)

vii =G 3y (Pi,j+1 Pi; )’ (15.10)
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wobei im ersten Fall fiir die Indizes i = 1,...,Ny - 1,j = L,..., N, und im zweiten Fall
i=1,...,Ny,j=1,...,N, - 1gilt.

15.4.3 Ortsdiskrete Poisson-Gleichung fiir den Druck

Damit liegen die Impulsgleichungen in komplett diskretisierter Form vor. Fiir die Kontinui-
tatsgleichung bzw. ihre neue Gestalt, die Poisson-Gleichung fiir den Druck gemif (15.9),
muss die Diskretisierung noch erfolgen. Diese Aufgabe, die Diskretisierung einer Poisson-
Gleichung mittels finiter Differenzen, ist an dieser Stelle des Buchs aber kein Kunststiick
mehr und wurde im vorigen Kapitel zur Wirmeleitung ja ausfiihrlich besprochen. Mit dem
bekannten 5-Punkte-Stern und diskretisierten Neumann-Randbedingungen gelangt man
zu einem System linearer Gleichungen.

In Anbetracht des Mottos dieses Teils unseres Buchs, Aufbruch zum Zahlenfressen, sind
an dieser Stelle natiirlich einige Anmerkungen zum anfallenden Rechenaufwand fillig.
Wie man sich leicht vor Augen fiihrt, fallt dieser vor allem bei der (in jedem Zeitschritt
anstehenden) Losung der Druckgleichung an. Deren effizienter Losung kommt also ei-
ne wesentliche Rolle zu. Mogliche Kandidaten fiir iterative Losungsverfahren wurden ja
bereits in Abschn. 2.4.4 im Kapitel zu den Grundlagen vorgestellt. In der Tat ist z. B. das
SOR-Verfahren ein weit verbreiteter Loser. So richtig effizient wird man aber erst, wenn das
im vorigen Kapitel kurz vorgestellte Mehrgitterprinzip zum Einsatz gelangt. Auch hier ist
das Ziel natiirlich eine von der Feinheit der Diskretisierung unabhingige Konvergenzge-
schwindigkeit, wobei dies in der Praxis der numerischen Stromungsmechanik jedoch alles
andere als eine einfache Aufgabe ist; die Stichworte starke Konvektion oder komplizierte
Geometrien mdgen hier geniigen.

15.4.4 Zur Stabilitat

Der Begriff der numerischen Stabilitit ist uns ebenfalls bereits mehrfach begegnet, ange-
fangen mit Kap. 2. Im Falle der numerischen Simulation zeitabhingiger Stromungsphi-
nomene erzwingt das Ziel der Erreichung eines stabilen Algorithmus’ die Einhaltung von
Stabilititsbedingungen, welche die Maschenweiten h, und h, des Ortsgitters in einen stren-
gen Zusammenhang mit der Zeitschrittweite 8¢ setzen. Dies ist zwar durchaus plausibel:
Schliefilich wire es schon iiberraschend, wenn es zulissig und nicht problembehaftet wire,
wenn ein im Fluid schwimmendes Partikelchen in einem Zeitschritt mehrere Ortszellen auf
einmal durchqueren darf. Derartige Stabilititsbedingungen sind jedoch auch iiberaus lis-
tig, da man eben nicht einfach die Raumauflosung erhhen kann (um beispielsweise kleine
Wirbel noch einzufangen), ohne gleichzeitig auch zu kiirzeren Zeitschritten tiberzugehen.

Die berithmtesten Stabilititsbedingungen sind fraglos die so genannten Courant-
Friedrichs-Lewy-Bedingungen (CFL-Bedingungen),

ltmagl0F < By [vmaelOt < By, (15.11)
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die genau dieses oben erwihnte Uberspringen einer Zelle durch ein Fluidpartikel verhin-
dern. Eine weitere, ebenfalls verbreitete Bedingung lautet

(9t<Re 1+171
2 \h: h2)

Aus diesen restriktiven Forderungen an die Zeitschrittweite resultiert die Attraktivitat im-
pliziter Verfahren, die zwar im einzelnen Zeitschritt teurer sind, i. A. dafiir aber groflere
Zeitschritte gestatten.

15.5 Anwendungsbeispiel: Umstromung eines Hindernisses

Eine ganze Reihe prominenter Stromungsszenarien kann man bereits mit einem Pro-
gramm simulieren, das auf den zuvor diskutierten modell- und simulationstechnischen
Grundlagen basiert. Hierzu zahlen etwa die so genannte Nischenstromung (Driven Cavity)
- ein mit einem Fluid gefiillter Behilter, {iber den an einer Seite ein Band mit fest vor-
gegebener Geschwindigkeit gezogen wird — oder die Stromung iiber eine Stufe (Backward
Facing Step) — am besten an der Stromung tiber ein Wehr zu veranschaulichen.

Besondere Bedeutung freilich hat die Umstrémung eines kreis- bzw. zylinderférmigen
Hindernisses erlangt, weil dieses Szenario als Benchmarkproblem herangezogen wurde [60]
und spitestens seitdem sehr oft zu Validierungszwecken eingesetzt wird. Wie eingangs be-
reits bemerkt (siche Abb. 15.1), hangt das sich ergebende Erscheinungsbild der Stromung
vom jeweiligen Fluid und seinen Materialeigenschaften sowie von der Einstromgeschwin-
digkeit ab. Ubersteigt die Reynolds-Zahl Werte von ca. 40, dann wird das Strémungsfeld
unsymmetrisch und instationdr. Im Nachlauf des Hindernisses 16sen sich Wirbel ab, ab-
wechselnd am unteren und oberen Rand des Kreises bzw. Zylinders.

Wie bilden wir nun dieses Szenario im zweidimensionalen Fall ab? Hierzu miissen wir
zum einen Rand- und Anfangsbedingungen festlegen, zum anderen muss eine Moglichkeit
gefunden werden, das (ortsfeste) Hindernis zu beschreiben - bislang haben wir uns ja aus-
schliefllich in einem vollstindig durch das Fluid ausgefiillten rechteckigen Gebiet bewegt.

Die Frage nach den Rand- und Anfangsbedingungen ist rasch beantwortet. Am oberen
und unteren Rand gelten Haftbedingungen, am linken Rand gilt eine Einstrombedingung,
wobei typischerweise ein parabolisches Einstromprofil gewahlt wird (oben und unten jeweils
null, in der Mitte des Stromungskanals maximal), und am rechten Rand setzt man eine
Ausstrombedingung an. Zu Beginn sind die Geschwindigkeiten im Inneren null.

Was nun die Darstellung allgemeiner Hindernisgeometrien angeht, so besteht eine Mog-
lichkeit darin, das tatsdchlich durchstrémte Gebiet Q) in ein es umgebendes und, wie zuvor
beschrieben, in uniforme Zellen unterteiltes Rechtecksgebiet einzubetten. Dessen Zellen
werden dann in die zwei disjunkten Teilmengen der Fluidzellen sowie der Hinderniszellen
unterteilt. Alle Zellen, die auch in Q liegen, also ganz oder zumindest teilweise durchstromt
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Abb. 15.4 Approximative
Einbettung einer Hindernis-
geometrie in ein umgebendes

Rechtecksgebiet .

werden, sind dann Fluidzellen, die anderen sind Hinderniszellen, zu denen auch die kiinst-
liche Randschicht zahlt (vgl. Abb. 15.4).

Neben dem dufleren Rand (dem Rand des Rechtecks) haben wir es nun also auch mit
inneren Réindern zu tun. Zur Formulierung der erforderlichen Randbedingungen dort be-
zeichnet man alle Hinderniszellen, die an wenigstens eine Fluidzelle grenzen, als Rand-
zellen. Welche Werte wo benotigt werden, hangt natiirlich wieder vom Typ der jeweiligen
Randbedingung (in unserem Beispiel des umstromten Kreises typischerweise Haftbedin-
gungen) ab sowie davon, welche Variable wo platziert ist. Eine detaillierte Betrachtung
wiirde an dieser Stelle zu weit fithren, wir halten jedoch fest, dass mit dieser Technik nahezu
beliebige Hindernisgeometrien reprasentiert werden konnen. Allerdings ist die Approxi-
matonsgenauigkeit natiirlich eingeschriankt, insbesondere bei gekriimmten Rindern, wie
sie im Beispiel unserer Kreis- bzw. Zylindergeometrie ja offensichtlich vorliegen. Auch zur
Behebung dieses Problems gibt es jedoch geeignete Interpolationsansitze.

15.6 Ausblick

Wie schon zu Beginn dieses Kapitels gesagt, ist die Welt der numerischen Stromungsme-
chanik natiirlich weitaus reichhaltiger, als dies die bisherigen Ausfithrungen vermitteln
konnten. Aus diesem Grund wollen wir in diesem abschlieflenden Abschnitt zumindest
einen noch etwas erweiterten Einblick in die Thematik der Stromungssimulation gewahren.
Wir beginnen wieder mit behandelten Fragestellungen und den erforderlichen Modeller-
weiterungen und sprechen dann kurz verschiedene Diskretisierungsalternativen an.

15.6.1 Aufgabenstellungen und Modelle

Bereits angesprochen wurde der nicht-viskose Fall, typischerweise einhergehend mit kom-
pressiblen Fluiden (Gasen bei hohen Geschwindigkeiten). Hier kommt im Allgemeinen ein
Verwandter der Navier-Stokes-Gleichungen zum Einsatz, die Euler-Gleichungen. Flugzeu-
ge mit Uberschallgeschwindigkeit sind ein Paradebeispiel eines entsprechenden Szenarios.
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Ene hiufige Erweiterung der reinen Stromung besteht in der Ankopplung von Energie-
transport (Wirme) oder Stofftransport (Konzentration im Fluid geldster Stoffe). Im Falle
des Wiarmetransports fithrt modelltechnisch ein weiteres Erhaltungsprinzip, die Energie-
erhaltung, zu einer zusatzlichen Gleichung der Art

aa—z+u-VT = cAT +q (15.12)
fir die neue unabhingige Grofle T, die Temperatur. Um nicht den Einfluss der Tempera-
tur auf alle anderen involvierten Grofien mit beriicksichtigen zu miissen, kommt meistens
die Boussinesq-Approximation zum Einsatz, die den Einfluss der Temperatur begrenzt. Bei-
spielsweise werden Auswirkungen der Temperatur auf die Dichte nur bei der Auftriebskraft
zugelassen. Bei dieser Transportgleichung (15.12) handelt es sich um eine Konvektions-
Diffusionsgleichung, in der der Term mit dem Temperaturgradienten den konvektiven und
der Laplace-Operator der Temperatur den diffusiven Teil darstellen. Der Parameter ¢ gibt
das Verhiltnis von Konvektion zu Diffusion an, und der Quellterm q représentiert eine
(duflere) Wirmezu- oder Wirmeabfuhr. Mit dieser Modellerweiterung kann man nun bei-
spielsweise den Einfluss einer beheizten Wand auf die Stromung und Wirmeverteilung in
einem Wasserbecken simulieren. Die Modellierung von Stofftransport fithrt zu einer zu
(15.12) analogen Gleichung

oC

§+u-VC = MAC+Q(t,x,u,C), (15.13)
wobei der Quellterm Q nun von Ort, Zeit, Geschwindigkeit und Konzentration abhin-
gen kann. Dies eroffnet den prinzipiellen Zugang zur Behandlung der Wechselwirkungen
von Stromungen mit chemischen Reaktionen, insbesondere, wenn man fiir mehrere geloste
Substanzen jeweils eine Transportgleichung ankoppelt. Die Charakteristik der chemischen
Reaktionen der Stoffe miteinander wird dann iiber die verschiedenen Quellterme model-
liert.

Eine andere Modellerweiterung liefern so genannte freie Randwertprobleme. Bei solchen
kann sich die Form des Stromungsgebiets in der Zeit &ndern. In diese Klasse von Problem-
stellungen fallen einerseits Aufgaben mit freier Oberfliche wie ein fallender und in Wasser
eintauchender Wassertropfen, ein brechender Staudamm, die Stromung tiber eine Stufe
mit freier Oberfliche, wie sie etwa an einem Wehr gegeben ist, oder die Technik des Spritz-
gusses. Andererseits spricht man auch bei Problemen mit Phasenwechsel wie Schmelz-
oder Erstarrungsprozessen von freien Randwertproblemen. Auch diesbeziiglich kann man
das vorgestellte Modell erweitern, mittels zweier wesentlicher Ingredienzen: ein Verfahren
zur Aktualisierung des Simulationsgebietes (eingesetzte Methoden sind hier bspw. Parti-
kelverfahren, die Volume-of-Fluid-Methode oder Level-Set-Verfahren) sowie eine moglichst
genaue Beschreibung der Vorginge an der freien Oberfliche bzw. am Phaseniibergang
(hierfiir spielen Groflen wie die Kriimmung eine entscheidende Rolle).

Beim Phasenwechsel ist es schon implizit angeklungen: Mehrphasenstromungen stellen
ebenfalls eine hoch relevante Erweiterung des reinen Stromungsmodells dar. Technisch
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gilt es dabei, mehrere fluide Phasen zu unterscheiden und die Phasengrenze - ob es nun
einen Phaseniibergang wie an der Grenze von Wasser zu Eis, eine Durchmischung wie bei
unterschiedlich eingefarbtem Wasser oder keine Effekte iiber die Grenze hinweg gebe -
prézise zu modellieren.

Koppelt man nicht nur verschiedene fluide Phasen, sondern ein Fluid mit einer (es
umgebenden oder von ihm umstrémten) Struktur, so gelangt man zu Fluid-Struktur-
Wechselwirkungen oder, allgemein bei anderen physikalischen Effekten, zu gekoppelten
Problemen bzw. Mehrphysikproblemen. Fiir solche gibt es zwei unterschiedliche Ansitze:
Der monolithische Ansatz wihlt tatsichlich den Weg einer Modellerweiterung und diskre-
tisiert dann das erweiterte Modell; der partitionierte Ansatz dagegen verwendet bestehende
Modelle und Loser fiir die Einzeleffekte und koppelt diese geeignet.

Bleibt noch das Phinomen der Turbulenz, zu dem eingangs dieses Kapitels sowie in
Kap. 1 schon einige Bemerkungen gemacht wurden, die hier gentigen sollen.

15.6.2 Diskretisierungen

Schon der Versuch einer Aufzihlung der im Bereich des CFD zum Einsatz gelangenden
Diskretisierungsschemata ist zum Scheitern verurteilt — zu grof3 ist deren Vielfalt. Deshalb
begniigen wir uns an dieser Stelle mit dem Hinweis, dass die in diesem Kapitel vorgestellte
Methode lediglich eine unter vielen ist, die ihre Vorteile hat (zum Beispiel die Einfachheit
des Zugangs — auch wenn sich erstmals mit der Thematik befassende Leser diesen Eindruck
eventuell nicht teilen), aber auch ihre Nachteile (etwa die im Vergleich zu Finite-Element-
Ansitzen geringere theoretische Fundierung). Des Weiteren sei darauf hingewiesen, dass
die numerische Stabilitit in manchen Fillen (erwdhnt wurde beispielsweise der Fall grof3e-
rer Reynolds-Zahlen) den Ubergang zu Varianten erzwingt.

Ein heifles Thema ist fiir die numerische Stromungsmechanik auch die problemange-
passte lokale Verfeinerung der Diskretisierung, die Gitteradaption - doch dazu im nachsten
Abschnitt mehr!

15.7 Anhang: Kleiner Exkurs zur Gittergenerierung

Den Abschluss dieses Kapitels soll ein Abschnitt iiber Gittergenerierung bilden - ein The-
ma, das ganz allgemein bei der Diskretisierung von PDE von Bedeutung ist und somit
gerade im CFD-Kontext nicht unerwéhnt bleiben darf.

Fiir die approximative Beschreibung und Diskretisierung beliebiger Berechnungsgebie-
te und die damit verbundene Erzeugung sowie Verfeinerung passender Gitter oder Netze
gibt es eine Vielzahl von Strategien. Die jeweilige Auswahl hingt natiirlich vom gewdahlten
Diskretisierungsschema fiir die PDE sowie von der Komplexitit des Gebiets ab. In realen
Anwendungen ist dieser Schritt oft sehr zeitintensiv - auch, weil er typischerweise noch oft
Benutzerinteraktion und Expertise des Nutzers erfordert.



360 15  Stromungsmechanik

Bei der Gittererzeugung sind eine Reihe von Aspekten zu beriicksichtigen: die Genauig-
keit (das Gitter muss es gestatten, die zugrunde liegende Physik hinreichend genau darzu-
stellen), die Randapproximation (das Gitter muss die Geometrie des Gebiets hinreichend
genau wiedergeben), die Effizienz (der Overhead fiir die Gitterorganisation (Speicher, Re-
chenzeit) sollte gering sein und einer effizienten Implementierung auf Supercomputern
nicht im Wege stehen) sowie die numerische Vertriglichkeit (Erscheinungen mit negativen
Auswirkungen wie zu kleine oder grofie Winkel in Drejecken oder extreme Verzerrungen
sollten vermieden werden).

Allgemein unterscheidet man zwischen strukturierten und unstrukturierten Gittern. Bei
Ersteren miissen weder geometrische noch topologische Informationen (also Koordinaten
oder Nachbarschaften) explizit gespeichert werden, weil sie aus der Gitterstruktur ableitbar
sind. Unstrukturierte Gitter erlauben dies nicht, sind dafiir aber flexibler hinsichtlich der
Positionierung der Punkte, der Form der Zellen sowie der Approximation der Geometrie
des Berechnungsgebiets. In beiden Fillen stellt jedoch die Erzeugung des Ausgangsgitters
meist nur einen ersten Schritt dar, da die optimale Lage von Punkten schwer vorhersag-
bar ist und stark von der zu berechnenden Losung abhéngt, was die Notwendigkeit von
adaptiver Gitterverfeinerung verdeutlicht.

Schliefllich basieren viele Parallelisierungsstrategien fiir PDE auf einer Zerlegung des
Berechnungsgebiets (Gebietszerlegung (Domain Decomposition)), was zusitzliche Fragen
aufwirft: Wie kann die Last einfach und wirkungsvoll auf mehrere Prozessoren verteilt wer-
den, und wie kann nachher der Kommunikationsaufwand zwischen den resultierenden
Teilgittern klein gehalten werden (kleine Trennfldchen, Strategien der Graphpartitionie-
rung)?

15.7.1 Strukturierte Gitter

Zusammengesetzte Gitter Das Konzept zusammengesetzter Gitter war der Schliissel zur
Behandlung auch allgemeiner dreidimensionaler Geometrien mit strukturierten Gittern.
Die Idee ist einfach: Zerlege das Berechnungsgebiet so in mehrere Teilgebiete einfacherer
Form, dass dort eine strukturierte Gittererzeugung jeweils problemlos moglich ist. Bei
einem pordsen Medium als Berechnungsgebiet wird das schwerlich zielftiihrend sein, bei
vielen technischen Objekten, die mittels eines CAD-Systems entworfen wurden, dagegen
schon. Man unterscheidet zwei wesentliche Varianten (siehe Abb. 15.5): Patch-Gitter, bei
denen verschiedene strukturierte Teilgitter entlang von Grenzflichen zusammengefiigt
werden (mit oder ohne stetigem Ubergang), sowie Chimdra-Gitter, bei denen vollig unab-
héngige und tiberlappende Teilgitter sich mit einem Grundgitter im Hintergrund oder mit
anderen Komponentengittern tiberlagern. Hier kommt der Interpolation grofie Bedeutung
zu.

Blockstrukturierte Gitter Blockstrukturierte Gitter sind gerade auch in der numerischen
Stromungsmechanik sehr populér. Hierbei wird das Grundgebiet aus mehreren logisch
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Abb.15.5 Zusammengesetzte Gitter: Patches (links) und Chimara (rechts)

Abb.15.6 Ein blockstrukturiertes Gitter

rechteckigen Teilgebieten unstrukturiert zusammengesetzt. Diese entstehen jeweils durch
eine Transformation eines Referenzrechtecks und sind mit einem Gitter versehen, das sich
durch Anwendung derselben Transformation auf ein kartesisches Gitter des Urbildrecht-
ecks ergibt. Die Teilgebiete haben daher moglicherweise krummlinige Gitterlinien, aber
dennoch die topologische Struktur eines Rechtecks. Stetigkeit am Ubergang wird hier ge-
fordert — die Punkte dort stimmen iiberein (sieche Abb. 15.6). Der blockstrukturierte Ansatz
erlaubt so die Kombination der Vorteile randangepasster und strikt strukturierter Gitter.

Elliptische Generatoren Zahlreiche Gittergenerierungstechniken basieren auf der Idee
einer Abbildung oder Transformation ¥ : Q)" — Q aus dem Einheitsquadrat oder Einheits-
wiirfel Q" auf das Berechnungsgebiet Q). Natiirlich muss die jeweilige Transformation auch
auf die PDE angewandt werden. Ein berithmter Vertreter dieser Klasse sind elliptische Gene-
ratoren, bei denen die Gitterlinien bzw. Koordinaten des Berechnungsgebiets als Losungen
elliptischer Differentialgleichungen erhalten werden. Dies stellt sicher, dass man sehr glatte
Gitterlinien im Inneren erhilt, sogar im Falle nicht glatter Rander. Diesem Vorteil stehen
relativ hohe Kosten und eine oft recht schwierige Steuerung der Lage der Gitterpunkte und
-linien gegentiber.

Wir betrachten ein einfaches zweidimensionales Beispiel. Ein Gitter ist zu erzeugen auf
dem (logisch rechteckigen) Gebiet 2, welches durch die vier Kurven c,y, ¢y, €x,0 und ¢y
(siehe Abb. 15.7) begrenzt wird. Definiere nun ein System von Laplace-Gleichungen fiir die
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Abb.15.7 Abbildung und elliptische Gittergenerierung

Komponenten &(x, y) und 5(x, y) der Abbildung ¥(x, y),

0 auf Q' =]0,1[%,
0 auf Q, (15.14)

Aé(x,y)
An(x,y)

mit Dirichlet-Randbedingungen

( E(X,O) ) = CxO(x)’ ( E(X,l) ) = Cxl(x))

1(x,0) (1)
( ;Egﬁ ) = (), ( 583 ) = cy(y). (15.15)

Als Losung obiger (Hilfs-) Gleichungen erhilt man geeignete krummlinige Gitterlinien auf
Q.

Ein Nachteil dieser Vorgehensweise ist das mogliche Auftreten von das Gebiet verlassen-
den Gitterlinien im nichtkonvexen Fall. Hier helfen inverse elliptische Verfahren, bei denen
die Laplace-Gleichungen auf dem krummlinig berandeten Gebiet Q definiert und dann
auf das Referenzgebiet abgebildet werden. Der Preis dafiir ist ein komplizierteres und ge-
koppeltes System von PDE, das nun gelost werden muss.

Hyperbolische Generatoren Anstelle elliptischer Systeme konnen Berechnungsgitter
auch durch Lésung geeigneter hyperbolischer Systeme konstruiert werden. Aufgrund des
Charakters hyperbolischer PDE kann allerdings nur eine Randseite bzgl. jeder Koordinate
spezifiziert werden — was diese Technik insbesondere fiir (einseitig) unbeschriankte Gebie-
te als attraktiv erscheinen ldsst. Man beobachtet oft Geschwindigkeitsvorteile im Vergleich
zum elliptischen Fall.

Algebraische Generatoren Algebraische oder interpolationsbasierte Generatoren kom-
men ohne Losung eines zusitzlichen Systems von PDE aus, sie stiitzen sich vielmehr auf
einfache Interpolationstechniken. Berithmtester Vertreter ist die so genannte transfinite
Interpolation, die etwa im Coons-Patch umgesetzt wurde. Wieder beschranken wir uns auf
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Abb. 15.8 Transfinite Interpolation

den zweidimensionalen Fall und ermitteln ein Gitter fiir das Gebiet Q) in Abb. 15.7 rechts,
dessen Réander durch die vier Kurven cg j, ..., ¢, spezifiziert sind. Alle vier Kurven kon-
nen in eine einzige Definition c(x, y) zusammengefiihrt werden, wobei c¢(x, y) zunichst
nur fiir x € {0,1} oder y € {0,1} gegeben ist. Man fiihrt dann die drei Interpolationsope-
ratoren Fj, F, und FF, ein, die das nur auf dem Rand von Q) gegebene c(x, y) zu einer
auf ganz Q' definierten Funktion machen:

Fi(x,y):==0-x)-¢c(0,y)+x-¢c(L,y),
Fy(x,y) = (1-y)-c(x,0) + y-c(x,1),
FF(x,y)=(1-x)1-y)-¢(0,0) +x(1-y)-c(1,0)
+(1-x)y-c(0,1) +xy-c(1,1). (15.16)

Der Operator TF der transfiniten Interpolation wird schlieSlich definiert als
TF(x,y) = (F +F, - FF) (x,9). (15.17)

Die transfinite Interpolation erlaubt eine sehr billige und einfache Steuerung der Gitter-
erzeugung. Nichtglatte Rander vererben diese Eigenschaft jedoch ins Innere. Zudem kon-
nen Gitterlinien wieder das Gebiet verlassen. Zwei Beispiele veranschaulichen die transfi-
nite Interpolation in Abb. 15.8.

Adaptive Gitter Viele numerische Simulationen erfordern den Einsatz lokal-adaptiver
Netzverfeinerung wiahrend des Berechnungsvorgangs, falls man einen Punkt erreicht, an
dem ein globaler Verfeinerungsschritt unékonomisch wire, man aber aus Genauigkeits-
griinden die Berechnung noch nicht beenden kann. Man kdnnte natiirlich auch lokal
ein Verfahren héherer Ordnung einsetzen, aber diese Option betrifft nicht die Gitterver-
feinerung, die uns in diesem Abschnitt interessiert. Im Falle strukturierter Gitter wéhlt
man meist die Block-Adaption: Identifiziere die kritischen Teilgebiete mit der Hilfe eines



364 15  Stromungsmechanik

Abb. 15.9 Blockadaptation
und hingende Knoten: Falls
ein mit einem schwarzen Kreis
markierter Knoten einen von
null verschiedenen Wert tragt,
so existiert dieser Wert nur aus
Sicht des feineren Gitters

Fehlerindikators und starte eine Gitterverfeinerung im betreffenden Block (z.B. durch
Halbierung der Maschenweiten). Besondere Aufmerksambkeit ist dabei den so genannten
hingenden Knoten zu widmen, also Gitterpunkten, die aus dem Verfeinerungsprozess re-
sultieren und nur aus der Perspektive einer Seite der Kante wirklich existieren. Schlieflich
sollen Unstetigkeiten i. A. vermieden werden. Siehe Abb. 15.9 fiir ein einfaches Beispiel.

15.7.2 Unstrukturierte Gitter

Unstrukturierte Gitter stehen in engem Zusammenhang mit Finite-Elemente-Methoden,
und man assoziiert sie zumeist mit (nahezu) beliebigen Triangulierungen oder Tetraeder-
gittern.

Delaunay-Triangulationen und Voronoi-Diagramme Eine schon recht alte Metho-
de zur Erzeugung unstrukturierter Finite-Elemente-Netze, falls Gitterpunkte bereits
bekannt sind, geht zuriick auf Dirichlet und Voronoi. Fiir eine gegebene Punktmenge
P;,i=1,...,N,werden die Voronoi-Gebiete V; definiert als

Vii={P:|P-P <|P-Pj Vjzi}. (15.18)

V; enthilt somit alle Punkte, die naher an P; als an jedem anderen Gitterpunkt P; liegen.
Insgesamt erhdlt man das Voronoi-Diagramm, eine Unterteilung des Simulationsgebiets
in Polygone bzw. Polyeder. Zieht man im Voronoi-Diagramm Linien zwischen allen be-
nachbarten Punkten (d. h. Punkten mit benachbarten Voronoi-Gebieten), dann ergibt sich
eine Menge disjunkter Dreiecke bzw. Tetraeder, welche die konvexe Hiille der P; {iberde-
cken - die Delaunay-Triangulation; sieche Abb. 15.10 fiir ein einfaches Beispiel. Delaunay-
Trianglationen werden sehr oft benutzt, da sie einige Eigenschaften besitzen, die giinstig
sind sowohl fiir die effiziente Erzeugung als auch fiir den spateren numerischen Losungs-
prozess auf dem Gitter. Im Folgenden werden wir den Begriff der Triangulierung fiir allge-
meine Dimensionalitit d verwenden.

Punkterzeugung Und wie gelangt man zu geeigneten Gitterpunktmengen? Eine erste
Moglichkeit stellt die unabhdingige Erzeugung dar, bei der die Gitterpunkte eines groben



15.7 Anhang: Kleiner Exkurs zur Gittergenerierung 365

Abb. 15.10 Voronoi-Diagramm (gestrichelt) und Delaunay-Triangulation (durchgezogen) in 2 D

strukturierten Gitters (das mit der spéteren Berechnung nichts zu tun hat) als Startmenge
herangezogen werden. Auch der zweite Ansatz — Superposition und fortlaufende Untertei-
lung - benutzt ein strukturiertes Hilfsgitter und verfeinert dieses sukzessive (verbreitet
sind hier z.B. Oktalbdume (Octrees)). Alternativ kann man von einer Rand-bezogenen
Triangulierung ausgehen (etwa ein Delaunay-Konstrukt beginnend mit Punkten nur auf
dem Rand) und diese dann sukzessive verfeinern. Dabei kann man neben Punkten auf
dem Rand auch gezielt Punkte oder Linien etc. im Innern in den Konstruktionsprozess
mit einbeziehen (falls etwa Singularititen bekannt sind).

Alternativen Natiirlich gibt es nicht nur die Delaunay-Konstruktion. Advancing-Front-
Methoden starten mit einer Diskretisierung des Rands und schieben von dort aus durch
gezielte Injektion neuer Punkte im Inneren eine Front ins Innere des Gebiets vor, bis dieses
komplett vernetzt ist. Abbildung 15.11 zeigt einen Schritt im entsprechenden Algorithmus.

Spacetrees (Quadtrees im Zweidimensionalen, Octrees im Dreidimensionalen) basieren
auf einer rekursiven uniformen Raumpartitionierung eines d-dimensionalen Wiirfels, bis
eine gegebene Toleranz bzw. Maximaltiefe erreicht ist oder bis eine Zelle komplett inner-
halb oder komplett auferhalb des Simulationsgebiets liegt. Um ein randangepasstes Gitter
zu erreichen, muss der reine Spacetree durch geeignetes Abschneiden und Wiederverbin-
den zu Dreiecken bzw. Tetraedern modifiziert werden.

Hybride Gitter schliellich sind Zwitterkonstruktionen, die Eigenschaften strukturierter
wie unstukturierter Gitter in sich tragen.

Adaptive Gitter Adaptive Gitter stellen im Kontext unstrukturierter Gitter in gewis-
ser Hinsicht den Normalfall dar, da man es ohnehin mit Elementen unterschiedlicher
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Abb.15.11 Ein Schritt im Advancing-Front-Algorithmus: Erzeugen eines neuen inneren Punkts so-
wie eines zugeordneten Dreiecks

4 a4

Abb. 15.12 Einige Verfeinerungsstrategien (mit Behandlung hdngender Knoten): Hinzunahme des
Schwerpunkts (links), rote Verfeinerung (Mitte) sowie griine Verfeinerung (rechts)

Grofle und mit dynamischen Datenstrukturen zu tun hat. Daher ist adaptive Gitterver-
feinerung hier auch populérer als im strukturierten Fall. Um die Adaption effektiv und
effizient durchfithren zu konnen, bendtigt man erstens einen lokalen Fehlerschiitzer bzw.
Fehlerindikator, der wahrend der Berechnung lokale Verfeinerung an bestimmten Punk-
ten empfiehlt, zweitens ein Verfeinerungskriterium, welches das Verfeinerungsziel festlegt
(moglichst gleichmiflige Verteilung des Fehlers tiber alle Punkte, Beschrinkung des Feh-
lers tiberall etc.), drittens ein (technisches) Verfahren zur Realisierung der Verfeinerung
(Abb. 15.12 zeigt ein paar Moglichkeiten hierzu) sowie viertens einen globalen Fehler-
schitzer, der Aufschluss iiber die Genauigkeit der momentanen Niherungslosung gibt. Zu
allen vier Punkten wurde eine Vielzahl von Vorschligen gemacht, die den Umfang unseres
kleinen Exkurses sprengen wiirden.

15.7.3 Ansatze zur Behandlung veranderlicher Geometrien

Wie in vorigen Abschnitten bereits anklang, spielen verdnderliche Geometrien und somit
auch Techniken zu deren Darstellung eine immer gréflere Rolle — man denke an freie Ober-
flichen, Mehrphasenstromungen oder Fluid-Struktur-Wechselwirkungen. Offensichtlich
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ist eine permanente Neuvernetzung nach jeder Anderung der Geometrie in vielen Fal-
len jenseits derzeitiger und zukiinftiger Rechenkapazititen. Deshalb kommt Ansitzen, die
iber die wiederholte Anwendung der oben vorgestellten Verfahren hinausgehen, grofie Be-
deutung zu.

Front-Tracking-Methoden Die so genannten Front-Tracking-Methoden beschreiben den
Rand oder das Interface zwischen zwei Phasen (fliissig-fliissig oder fliissig-fest) direkt, d. h.
sie aktualisieren fortlaufend eine geometrische Darstellung, beispielsweise via Freiformfld-
chen gemifd den aktuellen Bewegungen. Das ist offenkundig sehr prézise, jedoch auch mit
erheblichem Rechenaufwand oder sogar grundsitzlichen Problemen verbunden (bei Topo-
logiednderungen, wenn sich z. B. zwei Blasen vereinigen), weshalb dieser Ansatz oft keinen
gangbaren Weg darstellt.

Front-Capturing-Methoden Anders Front-Capturing-Methoden: Sie beschreiben die Po-
sition des Interfaces nur implizit {iber eine geeignete globale Grofle. Das bedeutet gerin-
gere Genauigkeit, aber hohere Machbarkeit. Die bereits erwahnten Marker-and-Cell- und
Volume-of-Fluid-Ansdtze (VoF) fallen in diese Kategorie. Bei Ersterem werden Partikel be-
wegt; Zellen ohne Partikel gehéren nicht zum Fluid, an leere Zellen grenzende Zellen mit
Partikeln gehoéren zur Oberfliche oder zum Interface, und alle anderen Zellen gehoren
zum Fluid. Die VoF-Methode benutzt eine globale Grof3e, den Volumenanteil des Fluids
am Volumen der Zelle, um die Lage der Oberfldche bzw. des Interfaces zu erfassen.

Clicking- und Sliding-Mesh-Techniken Bei regelmifiigen oder periodischen Bewegun-
gen (Oszillationen oder langsame Drehungen eines Riihrers) liegt es nahe, das Grundgitter
der Stromung ortsfest zu lassen und nur die bewegte Struktur samt angrenzenden Fluid-
zellen mitzubewegen. Dieser Teil des Gitters rutscht weiter, und ein Click schaltet Nachbar-
schaftsbeziehungen etc. weiter.

Eine letzte Bemerkung soll diesen Exkurs abschlieflen. Globale Gittergenerierung ist
ein Problem, das hauptsichlich bei der so genannten Euler’schen Betrachtungsweise auftritt,
die von einem festen Bezugssystem ausgeht. Eine Alternative ist die Lagrange’sche Betrach-
tungsweise, bei der alle ,,Spieler (z. B. bewegte Strukturen) ihre eigene lokale Perspektive
haben. Der Arbitrary Lagrangian-Eulerian (ALE) Ansatz verbindet in gewisser Weise beide
Betrachtungsweisen und erleichtert so das Umgehen mit bewegten Strukturen und Fluid-
Struktur-Wechselwirkungen.
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In diesem Kapitel wenden wir uns einer ur-informatischen Anwendung von Modellierung
und Simulation zu - und befassen uns doch zugleich mit Physik im Rechner. Schlief3-
lich ist eines der groflen Ziele der Computergraphik der Photorealismus, also die Erzeu-
gung moglichst realistisch anmutender Computerbilder. An vielen Stellen begegnen wir
dabei Modellen - bei der Beschreibung von Objekten und Effekten - sowie Simulationen
— bei deren effizienter graphischer Darstellung. Als Beispiele seien genannt die Darstel-
lung natiirlicher Objekte (Berge, Baume etc.) mittels Fraktalen oder Grammatikmodellen,
die Darstellung natiirlicher Effekte (Feuer, Nebel, Rauch, Faltenwurf von Stoffen etc.) mit-
tels Partikelsystemen, die Abbildung biomechanischer Vorginge (Dinosaurierbéuche und
sonstige ,Schwabbelmassen®) oder allgemein die Beschreibung von Animation. Von zen-
traler Bedeutung fiir die Computergraphik sind ferner Techniken zur globalen Beleuchtung.
Mit ihr wollen wir uns im Folgenden befassen. Die Darstellung folgt dabei [13]. Vom In-
strumentarium aus Kap. 2 werden insbesondere die Abschnitte zur Analysis und Numerik
benotigt.

In der Computergraphik studierte man frith lokale Beleuchtungsmodelle, um die
Lichtverhiltnisse an einem bestimmten Punkt einer Szene beschreiben zu kénnen, und
unterschied dabei ambientes Licht, punktférmige Lichtquellen mit diffuser Reflexion
und punktformige Lichtquellen mit spiegelnder Reflexion. Fiir die Erzeugung photo-
realistischer Bilder ist aber auch die Modellierung der globalen Beleuchtung, also der
Licht-Wechselwirkungen aller Objekte der Szene miteinander, wichtig.

Der erste Ansatz, das so genannte Ray-Tracing, geht auf Whitted und Appel zuriick
[4, 62]. Es kann spiegelnde Reflexion perfekt wiedergeben, diffuse Beleuchtung bzw. am-
bientes Licht dagegen tiberhaupt nicht. Die resultierenden Bilder wirken synthetisch und
fast zu perfekt. Gewissermaflen das Gegenstiick, das Radiosity-Verfahren, wurde von Goral
et al. vorgestellt [26] und gibt diffuse Beleuchtung perfekt wieder. Spiegelnde Reflexionen
sind allerdings nicht méglich. Die resultierenden Bilder wirken natiirlicher, aber noch nicht
realistisch — es fehlen eben Spiegelungs- und Glanzeffekte. In der Folge wurden zahlrei-
che Ansitze zur Kombination von Ray-Tracing und Radiosity entwickelt, ausgehend von

H.-J. Bungartz et al., Modellbildung und Simulation, eXamen.press, 369
DOI 10.1007/978-3-642-37656-6_16, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2013
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Abb.16.1 Orientiertes Fli- o

chenstiick und Raumwinkel
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L(x,0)

der einfachen Hintereinanderschaltung bis hin zu komplizierteren Verfahren. Trotzdem
bleiben Probleme bei der Wiedergabe indirekter spiegelnder Beleuchtungen (etwa tiber
einen Spiegel), so genannte Caustics. Weitere Entwicklungsstufen waren Path-Tracing [37]
und Light oder Backward Ray-Tracing [5]. Beide sind prinzipiell in der Lage, das globale
Beleuchtungsproblem zu losen, haben jedoch Probleme hinsichtlich Aufwand bzw. Ein-
schrankungen bei der Geometriebeschreibung. Eine signifikante Verbesserung stellt Monte
Carlo Ray-Tracing mit Photon Maps dar [36], das auch Caustics in befriedigender Qualitit
effizient wiedergeben kann.

16.1 GroBen aus der Radiometrie

Radiometrie ist die Lehre von der (physikalischen) Messung elektromagnetischer Ener-
gie. Einige wichtige Groflen hieraus sind fiir das Folgende von Bedeutung. Bezugsgrofle
ist dabei eine Oberfliche A in der darzustellenden bzw. zu beleuchtenden Szene. x € A
bezeichne einen Punkt auf der betrachteten Oberfliche, w € S* mit der Einheitssphire S2
(der Oberfliche der Kugel mit Mittelpunkt im Ursprung und Radius eins) bzw. w € H?
mit der Einheitshemisphire H? eine Strahlrichtung. Ferner benstigen wir das Konzept des
Raumwinkels, der im Allgemeinen {iber die Fliache auf der Oberfliche von H? gemessen
wird, maximal also den Wert 277 annimmt, bzw. 277+ mit der kiinstlichen Einheit Steradi-
ant. Zu einem Flachenstiick auf einer Hemisphare mit beliebigem Radius r ergibt sich der
Raumwinkel einfach durch Division des Flicheninhalts durch 2. Der Winkel 6 = 6(x, w)
bezeichne schliefllich den Winkel zwischen Flichennormale in x und der Strahlrichtung
w (siehe Abb. 16.1). Doch jetzt zu den radiometrischen Grofien, fiir die wir im Folgenden
grundsitzlich die in der Literatur tiblichen englischen Bezeichnungen verwenden werden:

o Mit Radiant Energy Q bezeichnet man die elektromagnetische Energie bzw. Lichtenergie
(Einheit Joule).

« Unter dem Radiant Flux @ versteht man den Energiefluss, -eintritt oder -ausgang pro
Zeit (Einheit Watt; iblicherweise wird nur der statische Fall betrachtet, und die Begrifte
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Radiant Energy und Radiant Flux werden dann oft synonym verwandt):

2Q
0= —,
ot

e Radiance L(x, w) wird der Radiant Flux in einem infinitesimal diinnen Strahl bzw. der
Radiant Flux pro Flicheneinheit dA cos 6 senkrecht zum Strahl und pro Raumwinkel dw
in Strahlrichtung w (Einheit W/ m?sr) genannt. Die Gréflen L;, L,, L,, L, bezeichnen
jeweils die eintreffende (in), ausgehende (out), reflektierte und emittierte Radiance.

o Unter der Irradiance E versteht man den auftreffenden Radiant Flux pro Fliacheneinheit
(Einheit W/m? Summation bzw. Integration iiber alle eingehenden Richtungen w;):

dE := L;(x, w;) cos 8;dw; , E(x):= / dE.
H?

 Mit Radiosity B wird dagegen der ausgehende Radiant Flux pro Fliacheneinheit bezeich-
net (Einheit ebenfalls W/m?; Summation bzw. Integration nun iiber alle ausgehenden
Richtungen w,):

dB:=L,(x, w,) cos 8,dw, , B(x) := / dB.
H?

o Radiant Intensity I nennt man den ausgehenden Radiant Flux pro Raumwinkel, d. h.
pro Richtung im Raum (Einheit W /sr; Summation bzw. Integration iiber alle Flichen-
elemente A, also iiber Q) := UA):

dI:=L,(x, w,)cos6,dA, I(w,) = f dr.
o

Die Beziehungen der Grofien untereinander werden durch nochmalige Integration klar:

CDO:/Hzl(wo)dwa:/QB(x)dA:/Q/HZLO(x,wo)coseodwodA,
d)i:/QE(x)dA:[Q/H2 Li(x,w;)cos0;dw;dA.

Im Falle vollstindiger Reflexion (keine Transparenz oder Brechung, keine Absorption) gilt
fir eine Oberfliche A stets @, = ©;.

Die Radiance hat zwei wichtige Eigenschaften: Sie ist konstant entlang eines Strahls,
solange dieser auf keine Oberfliche trifft, und sie ist die ausschlaggebende Grofie fiir die
Antwort eines lichtempfindlichen Sensors (Kameras, Auge).

SchlieSlich hangen alle genannten Grofen eigentlich von der Wellenlinge des Lichts ab.
Theoretisch tritt also ein weiteres Integral iiber die Wellenlédnge hinzu, praktisch beschrinkt
man sich auf den dreidimensionalen RGB-Vektor (R, G, B) fiir die Grundfarben Rot, Griin
und Blau - ein géngiges Farbmodell in der Computergraphik.
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16.2 Die Rendering-Gleichung

Wir miissen uns kurz einen wichtigen Sachverhalt aus der lokalen Beleuchtung vergegen-
wirtigen. Dort ist die Beschreibung der Reflexion entscheidend fiir die Modellierung der
optischen Erscheinung von Flichen. Die Reflexion hingt ab von der Richtung des einfal-
lenden und des ausgehenden Lichts, von der Wellenldnge des Lichts sowie vom jeweiligen
Punkt auf der Oberfldche. Wichtigstes Beschreibungsmittel in diesem Zusammenhang sind
die Bidirectional Reflection Distribution Functions (BRDF) f,(x, w; - w,), die die Abhén-
gigkeit des ausgehenden (reflektierten) Lichts von der einfallenden Lichtstirke angeben:

dL, = f,(x, w; = w,)dE = f,(x, w; > w,)L;(x, w;) cos 0;dw; . (16.1)

Man beachte, dass die reflektierte Radiance mit der eingehenden Irradiance in Bezug ge-
setzt wird, nicht mit der eingehenden Radiance (die Begriindung hierfiir wiirde an dieser
Stelle zu weit fithren). Im Allgemeinen sind die BRDF anisotrop, ein Drehen der Ober-
fliche kann also (bei unveranderten Ein- und Ausgangsrichtungen) zu einer veranderten
reflektierten Lichtmenge fithren.

Aus (16.1) kann nun die sog. Reflectance-Gleichung abgeleitet werden

L(x, w,)= _[HZ fr(x,w; > w,)L;i(x, w;) cos 0;dw; , (16.2)

die den (lokalen) Zusammenhang zwischen einfallendem und reflektiertem Licht herstellt.
Die BRDF stellen eine sehr allgemeine Beschreibungsmdoglichkeit der Reflexion dar. Aus
Komplexititsgriinden werden in der Praxis einfache (lokale) Reflexionsmodelle fiir die
unterschiedlichen Klassen von BRDF verwendet, die vor allem die Zahl der Parameter re-
duzieren sollen (siehe Abb. 16.2):

o Bei der idealen spiegelnden Reflexion wird ein einfallender Strahl in genau eine Rich-
tung reflektiert, gemaf} dem Reflexionsgesetz von Snellius. Die Modellierung der BRDF
erfolgt mit Hilfe Dirac’scher §-Funktionen.

o Beider praktischen spiegelnden Reflexion wird Licht einer Verteilung gehorchend reflek-
tiert, die sich stark um die ideale Reflexionsrichtung konzentriert.

o Lambert’sche oder diffuse Reflexion reflektiert einfallendes Licht in alle Richtungen
gleichmiflig, die zugehorige Verteilung ist also eine Gleichverteilung.

Allgemeine Reflexions- bzw. Beleuchtungsmodelle kombinieren oft alle Ansétze. Transpa-
renz und Brechung konnen leicht eingebaut werden, indem man als mogliche ,,Reflexions-
richtungen® auch die untere bzw. innere Hemisphire zuldsst. Im Folgenden werden jedoch
alle Integrale der Einfachheit halber lediglich beziiglich H? formuliert. Hiermit wird aber
in jedem Fall nur beschrieben, wie Licht einfallt und was mit einfallendem Licht geschieht.
Zur Beantwortung der Frage, wie das jeweils einfallende Licht zustande kommt, muss ein
weiterer Schritt getan werden.
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spiegelnd diffus spiegelnd

Abb.16.2 Verschiedenes Reflexionsverhalten und verschiedene Typen von BRDF

Wie setzt sich also das einfallende Licht zusammen? Zur Kldrung dieser Frage betrach-
ten wir zunichst den lokalen Fall: Eine Punktlichtquelle in x; habe die Intensitét I;. Die
Radiance L; in einem Punkt x der Szene bestimmt sich dann gemaf3

I+ |x — x| fir w=w,:=x-x,

16.3
0 sonst . ( )

Li(x,w) = {
Das Integral (16.2) degeneriert dann zu dem Ausdruck (formal {iber einen Dirac-Stof3)

L(x w,)= Lfr(x, ws — w,)cos by, (16.4)
|x — x[?

bzw. zu einer Summe {iber n solche Terme bei n Punktlichtquellen - zugegebenermafien
ein denkbar primitives Beleuchtungsmodell. Globale Beleuchtung ist aber mehr als die lo-
kale Betrachtung in allen Punkten der Szene. Das Wechselspiel der einzelnen Flichen muss
korrekt wiedergegeben werden. Dieses Wechselspiel ist nichts anderes als Energietransport:
Lichtquellen emittieren Strahlung, die in der Szene reflektiert, gebrochen oder absorbiert
wird. Berechnet werden muss nun die Lichtmenge, die schlief3lich das Auge oder die Kame-
ra erreicht. Dazu muss fiir jedes Bildpixel die Radiance @iber die entsprechenden sichtbaren
Flachen integriert werden. Der resultierende Radiant Flux definiert dann Helligkeit und
Farbe des Pixels. Die Radiance, die einen Punkt x in Richtung w, verlisst, setzt sich aus
(selbst-) emittierter und reflektierter Radiance zusammen:

Lo(x,w5) = Le(x, wo) + Ly (x, w,) . (16.5)

Mit (16.2) erhdlt man daraus die Rendering-Gleichung [37]:
Lo(x,w,) = Le(x,0,) + f fr(x,w; > w,)L;(x,w;) cos 0;dw; , (16.6)
HZ

die fiir die Lichtverhéltnisse der Szene eine globale Energiebilanz beschreibt. Die Geo-
metrie der Szene, die BRDF der Oberflichen und die Lichtquellen (interpretiert als rein
selbst-emittierende Flichen) bestimmen die Lichtverteilung vollstindig.

Die Rendering-Gleichung in ihrer obigen Form (16.6) stellt uns allerdings noch nicht
ganz zufrieden: Zum einen steht unter dem Integral die eintreffende, auf der linken Seite
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jedoch die ausgehende Radiance, zum anderen ist das Integral iiber die Hemisphire et-
was unhandlich. Fiir eine besser zu handhabende Schreibweise der Rendering-Gleichung
bendétigen wir die Sichtbarkeitsfunktion V(x, y),

1: x sieht y,

16.7
0: sonst. ( )

V) - |

Dabei seien x € A, und y € A, zwei Punkte auf zwei Oberflichen A, und A, der Szene.
Mit obigem V gilt offensichtlich

Li(x,w;) = Ly(y,w;) V(x, ). (16.8)

Um das Integrationsgebiet zu dndern, setzen wir dw; in Bezug zu dem Flichenstiick dA,,
wo das Licht herkommt:

0,dA
w; = COsUyeLy 2y (16.9)
[x =yl
Mit der Definition
G(xy) = V(xy) cos 0 cos 0, (16.10)
x%y)=V(xy) ————— .
e =7
erhilt man dann die folgende zweite Form der Rendering-Gleichung:
Lo(x,w5) = Lo(x, w,) + f fr(x, @i = w,)Lo(y, wi)G(x, y)dA,. (16.11)
Q
Mit dem Integraloperator
(TH(x,w,) = _[er(x,w,- = w,)f(y, wi)G(x,y)dA, (16.12)
vereinfacht sich (16.11) zu
L,=L,+TL, bzw. kurz L=L,+TL. (16.13)

Der Lichttransportoperator T wandelt also die Radiance auf A, um in die Radiance auf A,
(nach einer Reflexion). Wendet man (16.13) rekursiv an, so erhilt man

L= T'L,, (16.14)
k=0

wobei L, fiir emittiertes Licht, TL, fiir direkte Beleuchtung und T*L,, k > 1, fiir indirekte
Beleuchtung nach k — 1 Reflexionen stehen.

Zur Bestimmung der globalen Beleuchtung ist nun die Rendering-Gleichung in der Ge-
stalt der Integralgleichung (16.6) bzw. (16.11) — unser Modell - zu l9sen - die zugehorige
Simulation. Damit befassen wir uns im néchsten Abschnitt.
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16.3 Techniken zur Losung der Rendering-Gleichung

Die meisten Verfahren zur Losung des globalen Beleuchtungsproblems versuchen mehr
oder weniger direkt, die Rendering-Gleichung niherungsweise zu 16sen. Dabei kénnen
sie anhand ihrer Michtigkeit bei der Beriicksichtigung verschiedener Typen von Licht-
Interaktion (charakterisiert mittels einer Folge von Reflexionen auf dem Weg von der Licht-
quelle zum Auge) klassifiziert werden. Mit den Bezeichnungen L fiir Lichtquelle, E fiir das
Auge, D fiir eine diffuse Reflexion und $ fiir eine spiegelnde Reflexion muss ein optimales
Verfahren alle Folgen vom Typ des reguldren Ausdrucks

L(D|S)*E (16.15)

beriicksichtigen konnen (siehe Abb. 16.3).

Da man auch bei Transparenz zwischen spiegelnder Transparenz (transparent, z.B.
Glas) und diffuser Transparenz (translucent, z. B. Milchglas) unterscheiden kann, sind mit
(16.15) wirklich alle Fille abgedeckt. Bezeichnet ferner X einen Punkt der Szene, so lassen
sich fiir ihn folgende Beleuchtungstypen unterscheiden:

LX direkte Beleuchtung,
L(D|S)"X  indirekte Beleuchtung,
LD"X rein diffuse indirekte Beleuchtung,
LS*X  rein spiegelnde indirekte Beleuchtung. (16.16)

Da der letzte Fall besonders ,,dtzend” ist, werden entsprechende Beleuchtungseffekte Cau-
stics (griechisch Kaustikos, von Kaiein — brennen) genannt.

16.3.1 Ray-Tracing

Ray-Tracing ist das élteste und wohl einfachste Verfahren zur globalen Beleuchtung. Schat-
tenwurf sowie ideale spiegelnde Reflexion und Brechung werden erfasst, diffuse Beleuch-
tung dagegen nicht. Die algorithmische Grundlage ist dieselbe wie beim Ray-Casting, das
in der Computergraphik zur Losung des Sichtbarkeitsproblems verwandt wird, ndmlich die
Strahlverfolgung. Verfolgt werden einzelne Lichtstrahlen, die von einem Betrachterstand-
punkt ausgehen und beim ersten Treffer mit einem Objekt der Szene oder gegebenenfalls
auch nie enden. Energie wird in Form von Radiance transportiert.

Rund um Ray-Tracing wurden im Laufe der Zeit zahlreiche algorithmische Varianten
und Optimierungen entwickelt. Wir beschranken uns hier auf seine Qualititen hinsichtlich
der globalen Beleuchtung. Vom Betrachter aus wird durch jedes Bildpixel ein Strahl in die
Szene geschossen (Primdrstrahlen). Triftt ein Strahl kein Objekt, erhilt das Pixel die Hin-
tergrundfarbe. Andernfalls starten vom néichstgelegenen Schnittpunkt x dreierlei Typen
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Auge Auge

Abb. 16.3 Unterschiedliche Lichtpfade: LDE, LDSE, LSSE und LDE, LE, LDDE, LSDE (jeweils
von links nach rechts)

von Sekunddrstrahlen: der perfekt reflektierte Strahl (bei nicht v6llig mattem Material), der
perfekt gebrochene Strahl (bei lichtdurchldssigem Material) sowie die so genannten Schat-
tenstrahlen zu allen Lichtquellen. Jede Lichtquelle, die vom entsprechenden Schattenstrahl
ohne Hindernis (Objekt in der Szene) erreicht wird, beleuchtet x direkt. Die von x zum
Beobachter ausgehende Radiance wird dann rekursiv ermittelt aus den von allen Sekun-
darstrahlen eingehenden Radiance-Werten, den jeweiligen Richtungen und der BRDF in x
gemifd dem lokalen Beleuchtungsmodell nach (16.4). Zum Abbruch der Rekursion muss
eine maximale Rekursionstiefe oder eine Mindest-Radiance festgelegt werden. Die fehlen-
de Beriicksichtigung diffuser Reflexion wird schlieSlich durch einen konstanten Term fiir
ambientes Licht modelliert.
Gemaf der Klassifizierung von (16.15) gibt Ray-Tracing alle Pfade vom Typ

LDS*E (16.17)

wieder. Das D in (16.17) ist deshalb erforderlich, weil die Schattenstrahlen von der Licht-
quelle aus gesehen beliebige und von keiner ,,Einfallsrichtung® abhidngende Richtungen
annehmen konnen. Pfade vom Typ L S* E konnen nicht dargestellt werden, da Lichtquel-
len nicht als Objekte behandelt werden und folglich nur von Schattenstrahlen getroffen
werden konnen.

Die Bestimmung der zum Beobachter ausgehenden Radiance in einem Schnittpunkt x
erfolgt wie gesagt auf der Grundlage eines lokalen Beleuchtungsmodells (16.4). Beim ur-
spriinglichen Ray-Tracing wurde die eintreffende Radiance einfach mit einem materialab-
héngigen Reflexions- bzw. Brechungs-Koeffizienten multipliziert, unabhéngig von eintref-
fender oder ausgehender Richtung. Analog zur Rendering-Gleichung in der Form (16.14)
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kénnen wir die Funktion von Ray-Tracing jedoch auch in seiner allgemeinen Form be-
schreiben als -
L=Lo+ Y TyL., (16.18)
k=1
wobei Ly den ambienten Term bezeichnet. Der Term L, entfillt, weil Punktlichtquel-
len nicht als emittierende Objekte behandelt werden. Im Gegensatz zu T ist Ty kein
Integral-, sondern ein einfacher Summenoperator, der iiber die drei Terme direkte Be-
leuchtung, reflektiertes Licht und gebrochenes Licht summiert. Aus der Sicht der zu
l6senden Rendering-Gleichung betrachtet heifdt das, dass wir anstelle des Integrals tiber
alle eingehenden Richtungen ein paar fest vorgegebene Richtungen samplen, namlich die
perfekt reflektierte, die perfekt gebrochene und die zu den Lichtquellen fithrenden.

16.3.2 Path-Tracing

Dem Path-Tracing (auch Monte Carlo Ray-Tracing oder Monte Carlo Path-Tracing genannt)
[37] liegt die Idee zugrunde, die Rendering-Gleichung (16.6) direkt anzugehen und mit-
tels Monte-Carlo-Integration zu losen. Wie beim Ray-Tracing ersetzen wir also das Integral
tiber alle Richtungen durch Samples in eine endliche Zahl von Richtungen. Die Richtungen
zu den Lichtquellen bleiben erhalten (mittels zufalliger Strahlen kann man Punktlichtquel-
len nicht treffen, obwohl sie sehr wichtig sind), der perfekt reflektierte und der perfekt
gebrochene Strahl werden jedoch durch einen einzigen Strahl ersetzt, dessen Richtung zu-
féllig bestimmt wird (daher der Namensteil Monte Carlo). Dadurch ergibt sich anstelle der
kaskadischen Rekursion beim Ray-Tracing eine lineare Rekursion, ein Pfad von Strahlen
(daher der Namensteil Path). Die Rekursionstiefe kann fest vorgegeben, adaptiv gewahlt
oder durch Russisches Roulette bestimmt werden, wobei jedes Mal zufillig ermittelt wird,
ob der Pfad enden oder weitergefithrt werden soll (bis zur Maximaltiefe — eben wie beim
Russischen Roulette).

Anstelle der Gleichverteilung tiber alle Richtungen kann auch eine auf der BRDF basie-
rende gewichtete Verteilung benutzt werden, die die aus der BRDF resultierenden wichti-
geren Richtungen bei der Auswahl bevorzugt. Mittels

p(x, w,) = f fr(x,w; = w,) cos 0;dw; (16.19)
HZ

wird
fr(x, w; > w,)cosB;

16.20
P(X’ w,) ( )

zur Verteilung auf H?, als Schitzer fiir den Integralwert in (16.6) aus einer gemaf} dieser
Verteilung ermittelten Richtung w; ergibt sich dann

p(x,w,) - Li(x,w;). (16.21)
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Die Einfithrung einer Verteilung wie in (16.20) ist wichtig, da nur tiber eine Bevorzugung
der Richtungen ,,in der Ndhe“ des perfekt reflektierten Strahls wirksam zwischen diffuser
und spiegelnder Reflexion unterschieden werden kann.

Da man beim Path-Tracing nur eine einzige Richtung als Sample fiir die Bestimmung
des Integralwerts benutzt, entsteht ein erhebliches Rauschen. Weil die lineare (Pfad-) Re-
kursion aber aus Effizienzgriinden unangetastet bleiben soll, schiefft man anstelle eines
einzigen Strahls jetzt mehrere Strahlen durch ein Pixel in die Szene und mittelt das Re-
sultat.

Was die Klassifizierung gemafd (16.15) angeht, so kann Path-Tracing theoretisch alle
gewiinschten Pfade

LD(D|S)*E (16.22)

wiedergeben. Das erste D muss aus denselben Griinden wie beim Ray-Tracing aufscheinen.
Ansonsten exisitert fiir Path-Tracing aufgrund der zufalligen Richtungswahl der Unter-
schied zwischen spiegelnder und diffuser Reflexion nicht (bei der Wahl einer Verteilung
wie in (16.20) vorgeschlagen werden die Richtungen des perfekt reflektierten bzw. perfekt
gebrochenen Strahls nur wahrscheinlicher). Dennoch sind zwei wesentliche Nachteile fest-
zuhalten. Zunichst ist Path-Tracing trotz der nun linearen Rekursion immer noch extrem
teuer, da bei typischen Szenen zwischen 25 und 100 Strahlen pro Pixel abgefeuert wer-
den miissen, wenn man ein zufrieden stellendes Ergebnis erzielen will. Zweitens bleiben
Probleme bei der Wiedergabe von Caustics. Gemif3 (16.16) waren diese charakterisiert
als LS* X bzw. L S* D E. Betrachten wir das Beispiel eines Spiegels, der eine Oberflidche
indirekt beleuchtet. Das direkte Licht von einer Lichtquelle zur Oberfliche wird tiber die
Schattenstrahlen separat beriicksichtigt, das Licht, das iiber den Spiegel ankommt (der jetzt
gewissermaflen als sekundire Lichtquelle fungiert), jedoch nicht. Hier muss der Zufall die
Berticksichtigung im Rahmen des Monte-Carlo-Prozesses sicherstellen, was aber nur mit
einer bestimmten Wahrscheinlichkeit geschieht.

16.3.3 Weitere Ray-Tracing-Derivate

Light Ray-Tracing oder Backward Ray-Tracing wurde speziell fur die Simulation indirek-
ter Beleuchtung entwickelt. In einem ersten Path-Tracing Schritt werden Strahlen von den
Lichtquellen in die Szene geschossen. Triftt ein solcher Strahl auf eine zumindest anteilig
diffuse Oberfliche, wird seine Radiance nach der Reflexion reduziert, und der Differenz-
betrag an Energie wird der Oberfliche gutgeschrieben und in einer Illumination Map ge-
speichert. Das Konzept ist ganz dhnlich wie bei den aus der Computergraphik bekannten
Texture Maps. Im zweiten Schritt wird dann ein gewohnliches Ray-Tracing durchgefiihrt,
wobei die Illumination Maps der Oberfldchen in die Beleuchtungsberechnung einflieflen.

Light Ray-Tracing ist das erste der bisher diskutierten Verfahren, das mit Caustics um-
gehen kann. Allerdings ist der Aufwand extrem hoch, da die Aufldsung der Illumination
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Maps hoch und die Anzahl der Strahlen im ersten Durchlauf folglich sehr grof} sein muss.
Auflerdem limitiert die Notwendigkeit der Parametrisierung der Oberflichen iiber die II-
lumination Map die Gestalt der Oberfldchen. SchlieSlich liegt tiber die Illumination Map
die Energie an einer Stelle vor, aber nicht die Richtung, aus der das Licht einfiel, was fiir
den zweiten Schritt (die Berechnung der ausgehenden Radiance) von Nachteil sein kann.

Monte Carlo Ray-Tracing mit Photon Maps oder kurz Photon Tracing ist der jiingste der
bisher diskutierten Ansitze und diesen in verschiedener Hinsicht tiberlegen:

o Qualitit: Grundbaustein ist Path-Tracing, eine gute Startlosung des Beleuchtungspro-
blems. Zur Wiedergabe von Caustics wird ein Light Ray-Tracing Schritt hinzugeftgt.
Gespeichert wird die Information aus diesem Schritt in Photon Maps, dhnlich den Illu-
mination Maps.

o Flexibilitit: Photon-Tracing baut nur auf Ray-Tracing-Techniken auf. Weder eine Be-
schriankung auf polygonale Objekte (wie bei Radiositiy) noch eine Parametrisierung der
Oberflichen (wie bei den Illumination Maps) sind erforderlich. Sogar fraktale Objekte
sind verwendbar.

« Geschwindigkeit: Der zweite Schritt benutzt einen optimierten Path-Tracer, dessen
Laufzeit durch die Information aus der Photon Map reduziert werden kann.

o Parallelisierbarkeit: Wie alle Ray-Tracing-Verfahren kann auch Photon-Tracing ein-
fach und effizient parallelisiert werden.

Ahnlich wie beim Light Ray-Tracing besteht der erste Schritt aus einem Path-Tracing von
den Lichtquellen aus. Photonen, d. h. energiebehaftete Partikel, werden von den Lichtquel-
len aus in die Szene geschossen. Trifft ein Photon eine Oberfliche, werden sowohl seine
Energie als auch seine Einfallsrichtung in die Photon Map eingetragen. Dann wird das Pho-
ton zufillig reflektiert, oder es endet (wird absorbiert). Nach Abschluss dieser Phase gibt
die Photon Map eine Approximation der Lichtverhéltnisse in der Szene: Je héher die Photo-
nendichte, desto mehr Licht. Man beachte den entscheidenden Unterschied zwischen den
Mlumination Maps und der Photon Map: Erstere sind lokal, assoziiert zu jeder Oberflidche
und bendtigen eine Parametrisierung, die ein zweidimensionales Array auf diese Flache
abbildet. Letztere ist global und lebt in dreidimensionalen Weltkoordinaten. Auflerdem
werden sowohl die Energie als auch die Einfallsrichtung gespeichert. Somit ist die Photon
Map eine riesige gestreute Datenmenge in 3 D.

Im zweiten Schritt wird ein optimierter Path-Tracer benutzt. Nach nur wenigen Rekur-
sionsstufen wird der Pfad abgebrochen, und die Beleuchtungsverhiltnisse werden ange-
nihert durch Schitzung der Dichteverteilung der Photonen in der Umgebung des betref-
fenden Punkts. Damit kann die Photon Map auch zur Simulation von Caustics benutzt
werden.
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16.4 Das Radiosity-Verfahren
16.4.1 Grundprinzip

Radiosity ist sowohl der Name der zuvor eingefithrten radiometrischen Gréfle als auch
eines Verfahrens zur globalen Beleuchtung, welches einen grundlegend anderen Ansatz als
den strahlorientierten wihlt. Ausgangspunkt ist die Erkenntnis, dass durchschnittlich etwa
30 % des Lichts in einer Szene nicht unmittelbar von einer Lichtquelle stammen, sondern
bereits einmal oder mehrfach an Oberflichen reflektiert wurden. Zum Teil werden sogar
Spitzenwerte bis zu 80 % erreicht.

Radiosity verzichtet auf Spiegelungen und geht von ausschliefSlich diffusen Flichen aus.
Auch die Lichtquellen werden nun als Objekte der Szene und somit als Flichen aufgefasst.
Somit hingen alle BRDF nicht von der Richtung des einfallenden oder des austretenden
Lichts ab, und man kann in der Rendering-Gleichung in der Form (16.11) die BRDF vor
das Integral ziehen:

Lo(x,w,) = Le(x,w,) + /er(x, Wi = Wo)Lo(y, w;)G(x,y)dA,
= Lo(x, w,) + /(;fr(x)Lo(y,w,»)G(x,y)dAy

=L.(x,w,) + f(x) - _[Q L,(y,0i)G(x,y)dA,. (16.23)

Weil die ausgehende Radiance einer diffusen Oberfldche keine Richtungsabhingigkeit auf-
weist, kann man (16.23) auch mittels B(x) formulieren und erhalt als Modell die so ge-
nannte Radiosity-Gleichung, eine Fredholm’sche Integralgleichung zweiter Art:

B(x):Be(x)+&;)-[03(y)G(x,y)dAy. (16.24)

Hierbei gilt fiir die Reflectance p(x)

p(x):= /Hz fr(x)cos 0;dw; = f,(x) - /Hz cos 0;dw; = - f,(x) (16.25)

(vgl. auch (16.19)).

Radiosity ist ansichtsunabhingig, die globale Beleuchtung wird also einmal fiir die gan-
ze Szene berechnet und nicht nur fiir eine bestimmte Betrachterposition. Zur Losung wird
die Radiosity-Gleichung (16.25) im Finit-Element-Sinne diskretisiert. Man tiberzieht alle
Oberflichen der Szene mit einem Netz von ebenen Oberflichenstiicken f; mit Flichen-
inhalt A;,1 < i < n, wobei nicht mehr zwischen Lichtquellen und eigentlichen Objekten
unterschieden wird (beachte die neue Bedeutung von A;). Zur Beschreibung des Licht-
transports von f; nach f; werden Formfaktoren F;; eingefithrt. F;; gibt dabei den Anteil
des Radiant Flux A; - B; (der f; verlassende Flux) an, der bei f; ankommt. Offensichtlich
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gilt also 0 < F;; < 1. De facto entsprechen die Formfaktoren im Wesentlichen der Funktion
G aus (16.10) bzw. (16.24). Somit wird (16.24) zu

" Bi-A;-F;
BiZBe,iJrPi'Z#
=

Vi<i<n. (16.26)

Der Faktor 777! ist dabei in die Formfaktoren gewandert. Aufgrund der Beziehung

lisst sich (16.26) vereinfachen, und man erhélt die diskrete Radiosity-Gleichung:
n
Bi=B.;+pi-y.Bj-Fj VY1<i<n. (16.28)
j=l

Aus (16.28) ergeben sich die zwei wesentlichen Hauptaufgaben bei Radiosity-Verfahren:
Erstens miissen die Formfaktoren berechnet werden, zweitens muss das entstehende Sys-
tem linearer Gleichungen numerisch gelost werden. Dies werden wir weiter unten tun,
zunéchst interessieren uns nur die darstellbaren Lichtpfade.

Radiosity betrachtet nur diffuse Oberflichen. Deshalb kénnen nur Lichtpfade vom Typ

LD"E (16.29)

simuliert werden. Der direkte Pfad L E ist méglich, da Lichtquellen und Oberflichen gleich
behandelt werden. Im Gegensatz zum Ray-Tracing besteht das Ergebnis nicht aus einem
Rasterbild fiir eine bestimmte Ansicht der Szene, sondern aus den Radiosity-Werten aller
(diskreter) Oberflichen f;. Nach der zeitintensiven Radiosity-Berechnung kann deshalb
ein (Hardwarebeschleunigtes) z-Buffer-Verfahren zur Generierung bestimmter Ansichten
benutzt werden, was beispielsweise Echtzeit-Fliige durch die Szene gestattet.

Aber auch Ray-Tracing kann zur Ansichtsgenerierung verwendet werden. Eine solche
Hintereinanderschaltung von Ray-Tracing und Radiosity erméglicht Lichtpfade vom Typ
L D* §* E. Dies ist besser als jede Einzellosung, Caustics sind aber noch immer nicht dar-
stellbar. Deshalb wurden noch weitere Verallgemeinerungen entwickelt (extended form fac-
tors), die auch Caustics integrieren sollen. Das bleibende Problem ist aber, dass Radiosity
immer mit ebenen Flichenstiicken arbeitet, womit viele Caustics nicht wiedergegeben wer-
den kénnen.

16.4.2 Berechnung der Formfaktoren

Wir kommen zuriick zur diskreten Radiosity-Gleichung (16.28). Vor deren Losung miis-
sen die Formfaktoren F;; ermittelt werden. Da diese jedoch nicht von der Wellenlinge
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Abb. 16.4 Flichenstiicke f; und f; mit ausgezeichneten Punkten x; und x;, den Flichennormalen
n; und n; sowie den Winkeln 6; bzw. 6; zwischen n; bzw. n; und der Strecke der Linge r von x; nach
X

j

des Lichts, sondern ausschliefSlich von der Geometrie der Szene abhéngen, kénnen sie zu
Beginn einmalig berechnet und gespeichert werden. Bei sich dndernden Materialeigen-
schaften (B.,;, p;) oder wechselnder Beleuchtung kénnen sie iibernommen werden.

Der Formfaktor F;; bezeichnet den Anteil der von f; ausgehenden Lichtenergie B;A;,
der bei f; ankommt. Man kann zeigen, dass fiir F;; die Beziehung

Fij = j‘fCOS@(xl,x] Cose'(Xi’xj)V(Xi,xj)dAjdAi
A f, mer?(xi, X;j)

gilt, wobei 0; und 6; die Winkel zwischen der Verbindungsstrecke von x; nach x; und der
Flichennormale #; von f; in x; bzw. n; von f; in x; bezeichnen und r den Abstand von x;
und x; angibt (siche Abb. 16.4). Die Funktionen V und G sind wie in (16.7) bzw. (16.10)
definiert.

Selbst bei einfachen geometrischen Verhiltnissen ist die Berechnung der Integrale in
(16.30) sehr aufwindig. Deshalb sind effiziente Verfahren zur nidherungsweisen Berech-
nung der Formfaktoren von grofier Wichtigkeit. Eine Moglichkeit der Vereinfachung von
(16.30) ist beispielsweise, die Winkel 6; und 6; sowie den Abstand r als iiber die Flichen
fi bzw. f; konstant anzunehmen, wobei hier aber unter Umstanden die Qualititseinbuf3en
zu grof3 sind.

Eine weit verbreitete Methode zur niherungsweisen Berechnung der Formfaktoren F;;
stammt von Cohen und Greenberg [14]. Da man zeigen kann, dass die exakte Berechnung
des inneren Integrals {iber f; in (16.30) der Berechnung des Inhalts der Fliche ]TJ entspricht,
die aus einer Zentralprojektion von f; auf die x; € f; umgebende Einheitshalbkugel (deren
Basiskreis koplanar zu f; ist) und einer anschlielenden orthogonalen Parallelprojektion auf
den Basiskreis der Halbkugel entsteht (siehe Abb. 16.5), haben Cohen und Greenberg die
Halbkugel durch einen Halbwiirfel ersetzt, dessen Oberfliche in quadratische Flichenele-
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Abb.16.5 Berechnung der
Formfaktoren iiber Projektio-
nen

Abb.16.6 Formfaktorenap-
proximation nach Cohen und
Greenberg

S8

mente aufgeteilt ist (sieche Abb. 16.6). Die Auflosung betrigt dabei in der Regel zwischen
funfzig und einigen hundert Elementen in jeder Richtung. Fiir jedes dieser Flichenele-
mente kann ein Formfaktor vorneweg berechnet und in einer Tabelle gespeichert werden.
Anschlieflend werden dann die Flachenstiicke f;, j # i, auf die Wiirfelseiten projiziert, und
die im Voraus berechneten Formfaktoren der betroffenen Flichenelemente werden addiert,
wobei die Sichtbarkeitsfrage z-Buffer-artig gelost wird. Das duf3ere Integral in (16.30) wird
oft vernachlissigt, da bei kleinen Patches f; und im Vergleich zu A; grofien Abstinden r
die Variation iiber die verschiedenen x; € f; nur einen kleinen Einfluss hat.
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16.4.3 Losung der Radiosity-Gleichung

Wir wollen uns nun mit der Losung der Radiosity-Gleichung befassen. Insgesamt stellen
die n Bilanzgleichungen ein lineares Gleichungssystem

M-B=E (16.31)
dar, wobei
B:=(By,...,B )T e R",
E:=(Ey...,E))T:= (Beys...,Bep)T € R,
M = (m1])1<,]<n Rnxn,
1 —p;-F; firi=j,
iy = P Uri=j
—pi- Fij sonst,
1- P1F11 —P1F12 —P1F13
M= —p2Fy 1=p2Fy  —pyFos

—p3Fs —p3F5 1-p3Fs3

Die quadratische Matrix M ist dabei wegen 0 < p; < 1und wegen .7, F;; < I fiiralle i =
1,...,n strikt diagonaldominant. Allerdings ist M nicht symmetrisch, was fiir eine Reihe
iterativer Losungsverfahren von Nachteil ist. Um mit einer symmetrischen Matrix arbeiten
zu kénnen, multiplizieren wir die Radiosity-Gleichung fiir f; mit dem Faktor A;/p; und
betrachten weiterhin B; als Unbekannte, jetzt aber E; - A;/p; als Komponenten der rechten

Seite. Damit wird aus (16.31)

M-B=E, (16.32)
wobei
E:: (El 'Al/pl)” .,En 'An/Pn)T und
pilA; - AiFy —-AiFp —AiF;3
- A, Fy p3lA; — Ay By —AyFy3

—A3F3 —A3F3 P3 A3 A3Fs3

Die Matrix M ist wieder strikt diagonaldominant und wegen der Symmetriebedingung
(16.27) auch symmetrisch, folglich also positiv definit. Zudem sind sowohl M als auch M
in der Regel schwach besetzt, da in durchschnittlichen Szenen mit sehr vielen Flichen-
stiicken Licht von einer Fliche f; nur zu wenigen anderen Flichen f; gelangt. Man beachte
schliefllich, dass die F;;,1 < i < n, zwar im allgemeinen nahe Null sind, aber nicht immer
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ganz verschwinden. Bei einer konkaven Fliche f; etwa kommt auch von f; auf direktem
Wege Licht zu f;.

Fiir die Losung des Systems (16.31) bieten sich iterative Verfahren wie die Gauf3-Seidel-
oder die Jacobi-Iteration an. Da die Matrix M strikt diagonaldominant ist, konvergieren
beide Iterationsverfahren. Als Startwert wird dabei R(®) := E gewihlt. Die Jacobi-Iteration
gestattet hierbei eine interessante Deutung: Als Startwert dient allein das emittierte Licht,
nach dem ersten Iterationsschritt ist auch das einfach reflektierte Licht berticksichtigt, der
zweite Iterationsschritt bringt das zweifach reflektierte Licht ins Spiel usw. Im Folgenden
ist das Schema der Jacobi-Iteration bei s Iterationsschritten dargestellt:

it=1,2,...,s:
i=12,...,n:
Si= (Ei +pi- 2 BjFij)/(l - piFii);
i
i=12,...,n
B;:=Si

Die Bildqualitit steigt dabei mit der Anzahl s der beriicksichtigten Interreflexionsstufen,
allerdings gilt dies auch fiir den Berechnungsaufwand, der von der Ordnung O(n? - s) ist.

Man beachte, dass das Gleichungssystem (16.31) bzw. (16.32) fiir jede Wellenlange A
bzw. jedes Teilband (jeden Bereich [A;,A;11],i = 0,...,n — 1) von Wellenlingen getrennt
aufgestellt und gelost werden muss, da — im Gegensatz zu den Formfaktoren F;; — sowohl
pi als auch E; als Materialparameter von der Wellenlange A des Lichts abhdngen. Zumin-
dest miissen Radiosity-Werte fiir die drei (Bildschirm-) Grundfarben Rot, Blau und Griin
berechnet werden.

16.4.4 Anmerkungen und Verbesserungen

Bisher wurden fiir jedes Flachenstiick f; Radiosity-Werte ermittelt. Will man nun die Re-
sultate des Radiosity-Verfahrens mit einem interpolierenden Schattierungsverfahren wie
etwa der Gouraud-Schattierung koppeln, dann werden Radiosity-Werte in den Knoten der
polygonalen Oberflichen benétigt. Die iibliche Vorgehensweise zur Bestimmung solcher
Grofen ist dabei, durch geeignete Mittelung der Radiosity-Werte angrenzender Patches zu
Radiosity-Werten in den Knoten zu gelangen und diese Groflen dann entsprechend dem
Schattierungsverfahren zu interpolieren.

Das hier vorgestellte klassische Radiosity-Verfahren stellt sehr hohe Anforderungen
an Rechenzeit und Speicherplatzbedarf. Schon bei einer Szene mit 10 000 Flachenstiicken
sind nach (16.27) fiinfzig Millionen Formfaktoren zu berechnen, und selbst bei einer
schwachen Besetzung der Matrix ergibt sich ein nicht unerheblicher Speicherbedarf.
Dieser quadratische Rechenzeit- und Speicheraufwand sowie die Tatsache, dass immer
ein vollstindiger Gauf3-Seidel- bzw. Jacobi-Schritt vor der ndchsten Ausgabe abgewartet
werden muss, wirken zunichst als Hemmschuh fiir eine effiziente Implementierung des
Radiosity-Verfahrens. Zur Losung dieses Problems wurden zwei Ansitze entwickelt.
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Die schrittweise Verfeinerung kehrt die bisherige Vorgehensweise um: Gemaf3 der im vo-
rigen Abschnitt gezeigten Jacobi-Iteration wurden in jedem Iterationsschritt die Beitrage
aus der Umgebung einer Fliche f; aufgesammelt (Gathering) und so zu einer Aktuali-
sierung von R; verwendet. Jetzt werden dagegen die Flichen f; sukzessive so behandelt,
dass ihre ausgehende Lichtenergie in die Umgebung ausgesendet wird (Shooting). Statt in

Schritt i die Beitrdge M aller f;, j # i, zu B; aufzusummieren, werden jetzt also um-

gekehrt die Beitrige von f, zu allen Bj, j # i, beriicksichtigt: £~ : ABiFii _ P A? F”A /4,

Hierbei ist AB; die seit dem letzten Aussenden von B; neu akkumuherte Rad1051ty von f,
Zu Beginn werden die AB; bzw. B; jeweils mit E; vorbesetzt. Dann wird immer die Licht-
menge derjenigen Flache f; ausgesendet, fiir die der Wert AB; - A; maximal ist. Damit ist
die schrittweise, inkrementelle Berechnung der Radiosity-Werte moglich: Zunéchst wer-
den die Flichen grofler Radiosity (vor allem Lichtquellen) behandelt, wodurch sich schon
eine gute Naherung fiir das beleuchtete Bild ergibt. Die Iteration wird abgebrochen, wenn
AB;-A; furalle i unter eine vorgegebene Schranke ¢ fallt. Wir erhalten somit den folgenden
Algorithmus:
Schrittweise Verfeinerung:
V Flachen f;:
begin
B = E i3
AB;:= Ej;

end
while ~(AB; - A; <& Vj):
begin
bestimme i : AB; - A; > ABj-A; Vj;
V Flachen f; # f;:
begin
Beitrag := p; - AB; - Fij- A;[(A; - (1- pjFjj))s
ABj := ABj+ Beitrag;
B]- = B]-+ Beitrag;
end
AB; :=0;
end;

Die adaptive Unterteilung (rekursive Substrukturierung) der Flichenstiicke ermog-
licht es, mit wenigen Fldchen zu beginnen und dann nur dort, wo sich die berechneten
Radiosity-Werte auf benachbarten Flichenstiicken stark unterscheiden, die Flichen weiter
zu unterteilen. An den Stellen, wo feiner aufgelost wird, miissen dann auch die Formfakto-
ren neu berechnet werden. Diese adaptive Vorgehensweise ermdoglicht die Konzentration
des Aufwands auf Bereiche, wo eine hohe Auflosung (d. h. viele Flachenstiicke) fiir eine
ansprechende Bildqualitit auch erforderlich ist.
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In jiingerer Zeit finden ferner moderne numerische Verfahren wie Ansitze hoherer
Ordnung oder Wavelets in Radiosity-Algorithmen Anwendung.

Zusammenfassend halten wir fest, dass das Radiosity-Verfahren eine zwar sehr rechen-
zeitintensive, aber fiir photorealistische Bilder geeignete Methode zur Modellierung von
diffusem Licht darstellt. Die erzeugten Bilder sind hinsichtlich der Beleuchtung ansichts-
unabhingig - diffuses Licht ist nicht gerichtet. Dadurch ist das Verfahren auch sehr gut fiir
interaktive und animierte Anwendungen mit wechselnder Perspektive geeignet (virtuell in
Gebduden gehen, durch Stidte fahren oder fliegen etc.).

Von Nachteil ist allerdings, dass richtungsabhingige Beleuchtungseigenschaften wie
Glanzlicht zundchst nicht realisiert werden konnen. Es gibt jedoch Erweiterungen des
Radiosity-Verfahrens, die zusitzlich die Berticksichtigung spiegelnder Reflexion gestatten.
Auflerdem wurde auch der kombinierte Einsatz von Ray-Tracing und Radiosity unter-
sucht. Diese Ansitze beruhen auf zwei getrennten Durchldufen zur Wiedergabe der Szene,
einem ersten ansichtsunabhingigen (Radiosity) und einem zweiten ansichtsabhingigen
Durchgang (Ray-Tracing). Ohne hier auf Details eingehen zu wollen, sei jedoch darauf
hingewiesen, dass die einfache Addition der sich aus den beiden Durchldufen ergeben-
den Intensititswerte in den Pixeln zur Realisierung der gewiinschten Kombination von
Ray-Tracing und Radiosity nicht ausreicht.



AbschlieBende Bemerkungen

Lust auf mehr? Dann haben wir eines unserer wesentlichen Ziele erreicht — namlich das
Ziel, durch einen breiten Uberblick iiber die Methodik des Modellierens und Simulierens
Einblicke zu gewidhren und gleichzeitig Bediirfnisse nach einer tiefer gehenden Auseinan-
dersetzung mit diesem Themenkreis zu wecken. Es war uns dabei ein Anliegen, im Gegen-
satz zu anderen Biichern den weiten Bogen zu wagen und nicht in einer einzigen Perspek-
tive zu verharren - sei es eine modelltechnische (Modellieren mit partiellen Differential-
gleichungen, Graphentheorie oder Fuzzy Logik), eine simulationsbezogene (Numerik von
Differentialgeichungen, wissenschaftliches Rechnen oder stochastische Prozesse), eine an-
wendungsgetriebene (z. B. numerische Stromungssimulation) oder eine softwarezentrierte
(beispielsweise Simulieren mit Simulink). Dass hierbei ein ums andere Mal wichtige De-
tails unter den Tisch fallen miissen, ist klar, und jeder Satz der Art ,,Dies wiirde an dieser
Stelle zu weit fithren® schmerzt - die Autoren am meisten. Aber es ist eben auch wich-
tig, die zugrunde liegende Systematik zu erkennen, Analogien wahrzunehmen und so zu
Transferschliissen zu gelangen. Ein guter Modellierer kennt sich nicht nur in Schublade
dreiundneunzig gut aus, sondern er beherrscht die Kunst des Beschreibens, Abstrahierens
und Vereinfachens; eine gute Simulantin kann nicht nur einen bestimmten Algorithmus
um noch ein weiteres kleines Jota verbessern, sondern sie hat vielmehr ein Gespiir dafiir,
was wie angegangen werden sollte und wie aufwindig es sich darstellen diirfte.

Deshalb: Nutzen Sie diesen ersten Uberblick als Einstieg. Zu allen in den Kap. 3 bis 16
angesprochenen Themenkreisen gibt es viel mehr zu erfahren - und zu modellieren und
zu simulieren. Viel Spaf3 dabei!

H.-J. Bungartz et al., Modellbildung und Simulation, eXamen.press, 389
DOI 10.1007/978-3-642-37656-6, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2013
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Chaos,

chaotisches Verhalten, 315
Chapman-Kolmogorov-Gleichung, 217
Charakteristiken, 160
Condorcet-Verfahren, 98

D
DAG, 109
De Moivre-Laplace, Satz von, 127
Defuzzifizierung, 271
Delaunay-Triangulation, 364
Dichte
Verkehr, 142, 163
kritische, 170
Differentialgleichung, 23
autonome, 24, 66
gewohnliche
Bewegungsgleichung, 312
gewdhnliche, 23
Ein-Spezies-Modell,
logistische, 234
Pendel,
Zwei-Spezies-Modell,
lineare,
lineares System,
Linearisierung, 234, 236
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partielle, 23
elliptische, 73, 328
Euler-Gleichung, 349, 357
hyperbolische, 73
Impulsgleichung, 347, 354
Kontinuititsgleichung, 150, 151, 153,
347, 354
Laplace-Gleichung, 361
Navier-Stokes-Gleichung, 346
parabolische, 73, 327
Poisson-Gleichung, 63, 354
Transportgleichung, 358
Verkehrsgleichung, 151
Wirmeleitungsgleichung, 63
System, 236
Dijkstra-Algorithmus, 185
Diktator, 103
Disjunktivkante,
diskrete Ereignissimulation, 225
Diskretisierungsverfahren
3-Punkte-Stern, 74, 330
5-Punkte-Stern, 74, 332
7-Punkte-Stern, 74
Differenzenquotient, 22, 68, 74, 152, 155,
330
Euler, 69, 153, 155, 297, 313, 351
Konsistenz, 70
Konvergenz, 70
MacCormack, 155
Pradiktor-Korrektor, 72, 155
Stabilitat, 155, 355
Velocity-Stormer-Verlet, 313
Divergenz, 25
Drift, 130, 134
Durchsatz, 205

E
Eigenvektor, 20
Eigenwert, 20

bei ODE-Systemen, 65
Eingangssignal, 247
Einheitshemisphire, 370
Einheitssphire, 370
Ein-Spezies-Modell, 216
Einstimmigkeit

als Auswahlfunktion, 99

Pareto-Bedingung, 100
Endknoten, 108
Entscheidungsverfahren, 96, 97

Ereignis, 29
Ereignisrate, 200
Ereignisrisiko, 199
Erhaltungssatz
Energie, 358
Fahrzeuge, 167
Molekulardynamik, 316
Stromungsmechanik, 348
Verkehr, 150
Wirmeleitung, 326
Erwartungswert, 32, 35
als Auszahlung, 89
bedingter, 201
der Bearbeitungszeit, 114
Extremstelle, 22

F
Fahrzeug-Folge-Modell, 164
FCEFS, 203
Fertigungszeit, 107
finite Differenzen,
finite Elemente, 75
Fixpunkt
Chaostheorie,
Markov-Ketten, 218
Flow-Shop, 123
Fluid, 344
Fluss, 142, 163
Formfaktor, 380, 381
Fourier-Reihe, 23
fraktale Dimension, 290
Freiflussphase, 149, 171, 177
Fillung, 205
Fundamentaldiagramm, 146, 148, 149
Fuzzifizierung, 269

Fuzzy
-Logik,
-Mengen,
-Regelung,
-System,
G

Game of Life, 165

Ganglinie, 188, 189
Gantt-Diagramme, 111
Gauf3-Elimination, 55
Gauf$’scher Integralsatz, 26, 327
Gauf3-Seidel-Iteration, 336
Gebietszerlegung, 321, 360
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Geburtenrate, 216, 232, 241
Gedéchtnislosigkeit, 200, 201
Gefangenendilemma, 81, 83, 84, 87
Gesamtfertigungszeit,
Gesetz der grofien Zahlen, 38
Gitter, 74
adaptives, 363, 365
kartesisches, 349
strukturiertes, 360
unstrukturiertes, 364
versetztes, 350
Glitter, 339, 340
Glattheit, 27
Glattheitsbedingung, 27
Gleichgewichtspunkt, 66
Gleichgewichtsstromung, 144
Gleichungssystem
linear, 384
Gleichungssystem, lineares, 20, 218
direkte Losung,
diinn besetztes, 332, 333
Iterationsverfahren,
Gauf3-Seidel, 57, 336
Jacobi, 57, 335, 385
Mehrgitter,
Relaxation, 56
Richardson, 57
SOR, 57, 336
Gleitpunktzahl,
Gradient, 25
grafische Iteration,
Graph, 19
azyklischer, 109
fiir Zeitplane, 107
gerichteter, 109, 178
Verkehrsgraph, 178
Warteschlangennetz, 208
zusammenhingender, 179
Grenzdurchsatz, 205
Grenzprozess
stationdrer, 213
Grenzverteilung
stationdre, 217
Grenzwertsatz, zentraler, 39

H
Hénon-Abbildung, 291
Heuristik, 187

1

Mlumination Map, 378
Implikation, 266, 270
implizite Verfahren, 72

inhomogene Verkehrsteilnehmer, 190

Integral, 22
Interpolation
Polynom-, 47
trigonometrische, 49
Irradiance, 371, 372
ITterationsfunktion, 281
Iterationsverfahren, 56

J

Jackson-Netz, 223
Jacobi-Matrix, 25, 236
Jensensche Ungleichung, 115
Job-Shop-Modell, 106, 118

K

Kampf der Geschlechter, 81, 83, 88-90

Kendall-Notation, 203, 204
kinetische Energie, 317
Kollisionsfreiheit, 167
Kondition, 46, 55, 67
Konfidenzintervall, 41
Konjunktivkante, 119
Konkurrenz, 238

Kraft,

Kreuzung,

Kritischer-Pfad-Methode (CPM), 106, 111, 120

Kurvenintegral, 26

L
Lagrange-Gleichungen, 255
Laplace

-Operator, 25
Lichttransportoperator, 374
linguistische Variable, 264
linguistischer Term, 264
linguistischer Wert, 264
Linked-Cells-Verfahren, 319
Little, Formel von, 144
Logistische Abbildung,

M

M/M/m, 205

Malthus, 232, 243
Mamdani-Implikation, 267
Manipulierbarkeit, 104
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Mehrkérpersystem, 251
Mehrphysikproblem, 359
Mischregeln, 310
Monte-Carlo-Ray-Tracing,
Monte-Carlo-Verfahren, 39
Moore-Nachbarschaft, 165
Multi-Agenten-Simulation, 185
Multiskalenproblem, 344

N

Nachbarschaftsbeziehung, 165
Nagel-Schreckenberg-Modell, 170
Nash-Gleichgewicht, 88
Netzpline, 112
Normalenableitung, 25
Normalform, strategische, 84
Normalisierungsbedingung, 199, 213
nullrekurrenter Zustand, 217
Nutzenmatrix,

NVT-Ensemble, 316

0)

Oberflichenintegrale, 26
OD-Matrix, 185

Optimierung von Zeitplanen, 105

P
Parallelisierung, 321
Parameterraum, 213
Pareto-Bedingung, 97, 100
Path-Tracing, 370, 377
Pendel

chaotisches Verhalten, 295

Modell,

Regelung,
Periodenlinge, 217
Periodenverdopplung, 286
periodischer Zustand, 217
PERT, 117
Pfad, 108

kritischer, 111, 114

Lange, 109
Photon Map, 370, 379
Poincaré-Schnitt, 298
Poisson-(Zahl-)Prozess, 200
Poisson-Gleichung, 355
Pollaczek-Khinchin-Formel, 227
Polynom-Splines, 49
positiv rekurrenter Zustand, 217

Potenzial, 307
Lennard-Jones, 309
van-der-Waals, 309

potenzielle Energie, 316

Prazedenzbedingung, 107

Prolongation, 340

Q
Quadratur, numerische,
Quantil
beim Scheduling, 114
Normalverteilung, 134
Quasiordnung, 95

R
Radiance, 371-375
Radiant Energy, 370
Radiant Flux, 370, 373
Radiant Intensity, 371
Radiosity, 371
Radiosity-Gleichung,
Radiosity-Verfahren,
Randbedingung, 23, 63, 169
Dirichlet, 74
Diskretisierung, 334
Molekulardynamik, 317
Neumann, 74
Strémungsmechanik,
Verkehr, 152, 154
Wirmeleitung, 334
Randwertproblem, 23, 64, 328
freies, 358
Rangabbildung, 94
Rangaddition, 98
Riuber-Beute-Modell, 239
Raumwinkel, 370
Ray-Tracing,
Reaktionsabbildung,
Rechts-vor-Links-Verkehr, 181
Reflexion,
Regelkreis,
Regelungstechnik, 245
Regler,
Reglerentwurf, 247
Regularititsbedingung, 27
rekurrenter Zustand, 217
Rekurrenzzeit, 217
Relation, 18, 94
Eigenschaften, 94
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Rendering-Gleichung, irreduzible, 217
Rendite, 133 stationire, 216
Restlaufzeit, 110 Markov-Prozess, 213
Restriktion, 339 Geburtsprozess, 216, 241
Restrotationszeit, 198 Geburts-Todes-Prozess, 214, 216
Restzeit, 201 homogener, 214, 215
Reynolds-Zahl, 344, 347, 356 stationdirer, 215
Rezirkulation, 118 Random Walk, 216
Richtungsableitung, 25 stationdrer, 197
Richtungsfeld, Wiener-Prozess, 130, 134, 214
Risiko, 84, 91, 133 Stop-and-go-Wellen, 142, 174
Rotation, 25 Strategie,
Routenplanung, 185 Strémung
Riickkopplung, 247 inkompressible, 346
Riickwirtsrekurrenzzeit, 201 kompressible, 346, 357
Rundung, 45 laminare, 344
nicht-viskose, 357

S turbulente, 344
Sattelpunkt, 25, 88 Stromungsmechanik, 343
Séttigungsfiillung, 211 Suchverfahren,
Schitzer, 40 System, 246
Scheduling, mechanisches, 251
Schlupf, 111 Mehrkoérper-, 251
Schockwelle, 155 nichtlineares, dynamisches, 280
Selbstihnlichkeit, 289
Separation der Variablen, 23, 199 T
Sichtbarkeitsfunktion, 374 Taylor-Reihe, 22
Signalgeschwindigkeit, Teilauftrag, 118
Stabilitit, 282 Test, 42, 225, 226

bei Differenzenverfahren, 71 Thermostat, 317

von Algorithmen, 47 Tiefensuche, 109
Standardabweichung, 32, 129, 130, 202 topologisches Sortieren, 109
Startknoten, 108 Trajektorie,
Startzeit, 107 transiente Phase, 213, 226, 282
stationire Phase, 213, 226, 282 transienter Zustand, 217
Stau aus dem Nichts, 172 Trodelfaktor, 170, 171
Stauphase, 149, 177 Turbulenz, 344, 346
Steradiant (sr), 370
Sterberate, 232, 241 U
Stetigkeit, 21 Ubergangsfunktion, 165
Steuerung, 245 Ubergangsverhalten, 282
stochastischer Prozess, 241 Uberholvorginge, 190

Ankunftsprozess, 200 Unterschitzung, 116

Bedienprozess, 202

diskreter, 214, 216 \Y%

in diskreter Zeit, 214, 216 Varianz, 32, 35, 128

in kontinuierlicher Zeit, 130, 214 Variationskoeffizient, 33, 202, 227

kontinuierlicher, 130, 214 Vektorraum, 19

Markov-Kette, 214 Velocity-Stormer-Verlet, 313
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Verhulst, 233
Verkehr, Zustandsgleichung, 144
Verkehrsengpass, 210
Verkehrsfluss, instabiler, 177
Verkehrsmessung, 175, 176
Verkehrsmodell, 145, 147, 149
Lighthill-Witham-Richards, 143
Verkehrssimulation
makroskopische,
mikroskopische,
stochastische,
Verkehrsstromung, 144, 150
Verlustsystem, 219
Verteilung
Bernoulli-, 33, 126
Binomial-, 33, 126, 216
Exponential-, 37, 199
gemeinsame, 113
geometrische, 33, 220
Gleich-, 36, 113, 116, 198
Normal-, 36, 127
Additionssatz, 128
lineare Transformation, 127
Quantil, 134
Poisson-, 33, 199
Verweilzeit, 205
Vier-Phasen-Modell, 181
Viskositit, 344
Volatilitat, 130, 134
Volumenintegral, 25, 327
von-Neumann-Nachbarschaft, 165
Vorlaufzeit, 109
Vorwirtsrekurrenzzeit, 201

W
Wihler, 96
Wachstumsrate, 232, 236, 237
Wahrscheinlichkeit, 29
bedingte, 30
als Ausfallrate, 198
Wahrscheinlichkeitsraum
diskreter,
kontinuierlicher,
Warte- und Bediensystem, 195, 196
Warteeinheit, 196

Warteschlange, 196
Warteschlangendisziplin, 203
Warteschlangenmodell, 194
Warteschlangennetz, 208
geschlossenes, 208
offenes, 208
Wartesystem
elementares, 196, 197
instabiles, 219
stabiles, 219
Wartezeit, 205
Wartezeitparadoxon, 200
Weltpopulation, 203
Wendepunkt, 22
Wiggles, 159
Wirbelstrafle, 345

VA
Zeitplan,
Zeitschritt, 353
Zellraum, 164
zelluldrer Automat, 164-166, 170
Zufallsvariable
als Bearbeitungszeit, 112
als Bedienzeit, 202
als Zwischenankunftszeit, 197
iid, 38, 39, 126, 129, 197, 226
unabhingige, 114
Zufallszahlen
normalverteilte, 127
Pseudo-, 225
Zustandsgraph, 214
Zustandsgrofie, 212
Zustandsmenge, 165
Zustandsraum, 213, 229, 248, 294
Zustandsraummodell, 248
lineares, 254
nichtlineares, 259
Zustandswahrscheinlichkeit, 213
Zwei-Spezies-Modell,
Zwischenankunftszeiten, 197
Zyklus
Chaostheorie, 298
Graphentheorie, 109
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