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“Cum enim mundi universi fabrica sit perfectissima atque a Creatore
sapientissimo absoluta, nihil omnino in mundo contingit, in quo non
maximi minimive ratio quaepiam eluceat; quamobrem dubium prorsus
est nullum, quin omnes mundi effectus ex causis finalibus ope methodi
maximorum et minimorum aeque feliciter determinari queant, atque ex
ipsis causis efficientibus.”

“Da némlich der Bau der gesamten Welt hochst vollkommen und vom
weisesten Schopfer vollendet wurde, geschieht iiberhaupt nichts in der
Welt, bei dem nicht das Verhéltnis eines Maximums oder Minimums
hervorleuchtet; deshalb gibt es durchaus keinen Zweifel, dass alle
Wirkungen der Welt, die auf Finalursachen beruhen, mit Hilfe der
Methode der Maxima und Minima gleich erfolgreich bestimmt werden
kénnen wie aus den bewirkten Ursachen selbst.”

Leonhard Euler, Variationsrechnung, 1744.
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Kapitel 1

Einleitung

Unter dem Begriff der Optimierung wird im Allgemeinen das Suchen einer optimalen oder
(zumindest guten) Losung zu einem Problem verstanden. Das Feld der Optimierung ist
in vielen Feldern von Industrie und Wirtschaft vertreten. Einige Beispiele sind

e Wirtschaft und Finanzen: z.B. Portfolio-Optimierung oder Unternehmensentwick-
lung (Maximierung des Gewinns durch optimale Verteilung von Investitionen, Aus-
gaben, Anlagen, etc.).

e Prozess- und Produktoptimierung: z.B. Ablaufplanung von Prozessen, Minimierung
von Herstellungskosten, energieeffizienter Betrieb.

e Regelungstechnik allgemein: z.B. Berechnung optimaler Bahnen in der Robotik, Ent-
wurf optimaler Steuerungen und Regelungen, Parameterschéitzung, optimale Reg-
lerauslegung.

Die mathematische Formulierung dieser Probleme fiihrt auf ein Optimierungsproblem.
Generell wird dabei zwischen statischen und dynamischen Optimierungsproblemen unter-
schieden, deren Unterschied im Folgenden erldutert werden soll.

e Statisches Optimierungsproblem: Minimierung einer Funktion mit Optimierungsva-
riablen, die Elemente des Euklidischen Raumes sind.

e Dynamisches Optimierungsproblem: Minimierung eines Funktionals, bei dem die
Optimierungsvariablen Elemente des Hilbert-Raumes sind (z.B. Zeitfunktionen).

In diesem Kapitel soll zunédchst an einigen Beispielen ein Eindruck sowie der prinzipielle
Unterschied zwischen der statischen und dynamischen Optimierung vermittelt werden.

1.1 Statische Optimierungsprobleme

Unter einem statischen Optimierungsproblem wird das Minimieren einer Funktion f(x)
unter Beriicksichtigung gewisser Nebenbedingungen verstanden, bei dem die Optimie-
rungsvariablen Elemente @ des Euklidischen Raumes R"™ sind.

1
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1.1.1 Mathematische Formulierung

Die Standardformulierung eines statischen Optimierungsproblems wird wie folgt angege-
ben:

m'ﬁn f(x) Kostenfunktion (1.1)

xER™

uwBv. gi(x)=0, i=1,...,p Gleichungsbeschrinkungen (1.2)
hi(x) <0, i=1,...,q Ungleichungsbeschrankungen (1.3)

Ist ein Optimierungsproblem ohne die Ungleichungs- und Gleichungsbeschrankungen (1.3),
(1.2) gegeben, spricht man von einem unbeschrinkten Optimierungsproblem. Im allgemei-
nen Fall, d.h. unter Beriicksichtigung der Nebenbedingungen (1.2)—(1.3), handelt es sich
um ein beschrdinktes Optimierungsproblem.

Im Laufe der Jahrzehnte hat sich die Formulierung als Minimierungsproblem (1.1) stan-
dardisiert. Analog dazu kann ein Maximierungsproblem ebenfalls in der Notation (1.1)
geschrieben werden:

max f(z) = min —f(z).

Neben der Bezeichnung statische Optimierung werden héufig auch die Begriffe Mathema-
tische Programmierung oder Endlich-Dimensionale Optimierung verwendet.

Die Bezeichnung “Programmierung” ist historisch begriindet. Die ersten Anwendungen
der Optimierung waren militdrischer Natur, bei denen es um Aktionsplidne ging:

“It is a word used by the military for a plan, a schedule, or in general
for a program of actions. This is exactly what it means for computers:
a program of actions for the computer to execute.”

George Danzig
Begriinder der Linearen Programmierung

Unterschieden werden bei statischen Optimierungsproblemen héufig folgende Klassen:

e Lineare Programmierung: Die Kostenfunktion und Beschrinkungen sind linear.

Quadratische Programmierung: Die Kostenfunktion ist quadratisch, wahrend die
Beschrankungen linear sind.

Nichtlineare Programmierung: Die Kostenfunktion oder mindestens eine Beschrén-
kung ist nichtlinear.

Integer—Programmierung: Alle Variablen sind diskret.

Mixed—Integer—Programmierung: Kontinuierliche und diskrete Variablen treten auf.

1.1.2 Beispiele

Insbesondere die lineare Programmierung wird haufig bei wirtschaftlichen Fragestellungen,
wie Produktions—, Planungs— oder Investitionsproblemen, eingesetzt. Das folgende Beispiel
ist ein stark vereinfachtes Beispiel einer Portfolio-Optimierung.

Methoden der Optimierung und optimalen Steuerung (WS 2010/2011)
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1.1 Statische Optimierungsprobleme Seite 3

Beispiel 1.1 (Portfolio-Optimierung) Ein Anleger mdchte 10.000 Euro gewinnbrin-
gend investieren und hat die Auswahl zwischen drei Aktienfonds mit unterschiedlicher
Gewinnerwartungen und Risikoeinstufung:

Fonds erwarteter Gewinn/Jahr Risikoeinstufung
Fonds A 10% 4
Fonds B 7% 2
Fonds C 4% 1

Der Anleger mdachte nach einem Jahr mindestens 600 Euro Gewinn erzielen. Andererseits
mochte er sein Geld eher konservativ anlegen, d.h. er mochte mindestens 4.000 Furo in
Fonds C investieren und das Risiko minimieren. Wie muss der Anleger die 10.000 Euro
verteilen, damit diese Kriterien erfillt werden?

Zundchst werden die Optimierungsvariablen x1, xo, x3 eingefihrt, die den prozentualen
Anteil der investierten 10.000 Furo an den jeweiligen Fonds A, B, C kennzeichnen. Dabei
kann x3 durch die Beziehung

T3 = 1-— 1 — T2

ersetzt werden. Der geforderte Mindestgewinn von 600 Furo lisst sich als die Beschrdn-
kung

10.000[0.1z1 + 0.0725 + 0.04(1 — 21 — 22)] > 600 = 6x1 + 3z > 2 (1.4)
ausdriicken. Die Mindestanlage von 4.000 Euro in Fonds C fiihrt zu

Des Weiteren muss x1,xs,x3 > 0 gelten. Das Ziel ist die Minimierung des Anlagerisikos,
was sich durch die Funktion

flm) =4z 4+ 225+ (1 — 21 — 23) = 1+ 321 + 23 (1.6)

ausdriicken ldsst. Somit kann das statische Optimierungsproblem in der Form

min  f(x) =1+ 3z + 22 (1.7a)
xeR?

uB.v. 6z + 32y > 2 (1.7b)

1+ 22 <0.6 (1.7¢)

r1+ 1w <1 (1.7d)

x1, 29 >0 (1.7¢)

geschrieben werden. Abbildung 1.1 stellt die einzelnen Beschrinkungen sowie den zulds-
sigen Bereich grafisch dar. Aus dem Verlauf der Hohenlinien f(x) = konst. der Kos-
tenfunktion (1.7a) ist direkt ersichtlich, dass der Punkt x* des zuldssigen Bereiches mit
dem niedrigsten Wert von f(x) an der Ecke x* liegt. Somit ergibt sich fir die optimale
Verteilung der 10.000 Euro auf die einzelnen Fonds

==, Typ=-—, Ty=—. (1.8)

Methoden der Optimierung und optimalen Steuerung (WS 2010/2011)
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Abbildung 1.1: Veranschaulichung der Portfolio-Optimierung in Beispiel 1.1.

Das folgende (akademische) Beispiel der quadratischen Programmierung soll den Einfluss
von Beschriankungen auf eine optimale Losung verdeutlichen.

Beispiel 1.2 Betrachtet wird das (zundchst) unbeschrdnkte Problem

min f(x) = (21 —2)* + (25 — 1), (1.9)
zER?
Die Héhenlinien f(x) = konst. der Funktion f(x) sind in Abbildung 1.2 in Abhdngigkeit

der beiden Optimierungsvariablen x = [x1,15]" dargestellt. Es ist direkt ersichtlich, dass
das Minimum f(x*) =0 an der Stelle x* = [2,1]" auftritt.

Um den Finfluss verschiedener Beschrinkungen zu untersuchen, wird zundchst eine zu-
satzliche Gleichungsbeschrankung der Form (1.2) betrachtet:

g(x) =29 — 22, =0. (1.10)

Die Gleichungsbeschrdankung entspricht einer algebraischen Zwangsbedingung, wodurch le-
diglich noch eine Optimierungsvariable frei wahlbar ist. Geometrisch interpretiert bedeutet
dies, dass eine magliche Losung auf der Gerade liegen muss, die durch (1.10) definiert
wird, siehe Abbildung 1.3. Die optimale Lisung liegt dabei auf dem Beriihrpunkt der Ge-
raden g(x) = 0 mit der Hohenlinie f(x) = 1.8.

Anstelle der Gleichungsbeschrinkung (1.10) wird nun die Ungleichungsbeschrdnkung

betrachtet, wodurch sich die Menge der zulissigen Punkte x = [x1,15]" auf die Region
unterhalb der Geraden hy(x) = 0 beschrankt (Abbildung 1.4). Das Optimum f(x*) = 0.5
an der Stelle x* = [1.5,0.5]" befindet sich an der Grenze des zulissigen Bereiches und liegt,
wie im vorherigen Szenario, auf einer Héohenlinie, die die Gerade hy(x) = 0 tangential
beriihrt.

Zusitzlich zur ersten Ungleichungsbeschrinkung (1.11) soll eine weitere Ungleichung der
Form

ho(x) = 22 — 25 <0, (1.12)

Methoden der Optimierung und optimalen Steuerung (WS 2010/2011)
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Abbildung 1.2: Geometrische Darstellung
des unbeschrénkten OP (1.9).

X
1

Optimum: =* = [1.5,0.5]T, f(z*) = 0.5

Abbildung 1.4: Geometrische Darstellung
des beschréankten OP (1.9), (1.11).
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Abbildung 1.3: Geometrische Darstellung
des beschrinkten OP (1.9), (1.10).
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3T ho(z) = 0
N
=1
2 Sk i (z) ¥0 !
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1 | zuléssige *
Menge
% =~ | -
1 2 3 T

Abbildung 1.5: Geometrische Darstellung
des beschréankten OP (1.9), (1.11), (1.12).

betrachtet werden, durch die sich die Menge der zuldssigen Punkte weiter verkleinert (Ab-
bildung 1.5). Der optimale Punkt © = [1,1]7 mit dem Minimum f(x*) =1 liegt nun im
Schnittpunkt der Kurven hy(x) = 0 und he(x) = 0, d.h. beide Beschrinkungen (1.11) und

(1.12) sind aktiv.

Das obige Beispiel 1.2 verdeutlicht den Einfluss von Gleichungs— und Ungleichungsbe-
schrankungen auf die Losung (und Losbarkeit) des Optimierungsproblems (1.1)—(1.3).
Fiir eine systematische Untersuchung von statischen OP sowie Verfahren zur numerischen
Lésung von statischen OP sei auf die hinteren Kapitel verwiesen.

Methoden der Optimierung und optimalen Steuerung (WS 2010/2011)
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1.2 Dynamische Optimierungsprobleme

Bei den Problemstellungen der statischen Optimierung im vorherigen Abschnitt 1.1 stel-
len die Optimierungsvariablen & Elemente aus dem Euklidischen Raum R"™ dar. Bei der
dynamischen Optimierung handelt es sich darum, Funktionen einer unabhéngigen Varia-
blen zu bestimmen. Da es sich bei der unabhéngigen Variablen meistens um die Zeit ¢
handelt, wird in diesem Zusammenhang von dynamischer Optimierung gesprochen.

1.2.1 Mathematische Formulierung

Die generelle Struktur eines dynamischen Optimierungsproblems lautet

tg
I’Il(il)l J(u) = o(x(te), te) + / l(x(t),u(t),t)dt Kostenfunktional (1.13)
u(- to
uBv. &= f(x,u,t), x(to) = g Systemdynamik & AB  (1.14)
g(x(te),te) =0 Endbedingungen (EB) (1.15)
hi(x,u) <0, i=1,...,q Ungleichungsbeschr. (1.16)

Dabei stellt u € R™ die Eingangsgrofie des nichtlinearen Systems (1.14) mit dem Zustand
x € R™ dar. Zusétzlich zu den Anfangsbedingungen in (1.14) sind haufig Endbedingungen
der Form (1.15) gegeben, um z.B. einen gewiinschten Zustand x; zur Endzeit ¢; zu errei-
chen (also g(x(t¢), tr) = x(tr) — x¢). Ein hiufiges Problem in der Praxis ist das Auftreten
von Ungleichungsbeschrinkungen (1.16), die z.B. die Begrenzung einer Stellgréfie oder
Sicherheitsschranken eines Zustandes darstellen konnen.

Die Problemstellung der dynamischen Optimierung besteht nun darin, eine Eingangstra-
jektorie wu(t), t € [to,ts] derart zu finden, dass die Zustandstrajektorie x(t), t € [to, t¢]
des dynamischen Systems (1.14), die Endbedingungen (1.15) und Beschrankungen (1.16)
erfiillt und gleichzeitig das Kostenfunktional (1.13) minimiert wird. Abhéngig davon, ob
t¢ vorgegeben oder unbekannt ist, spricht man von einer festen oder freien Endzeit t;.

Neben der Bezeichnung dynamische Optimierung werden haufig auch die Begriffe Unendlich—
Dimensionale Optimierung, Optimalsteuerungsproblem oder Dynamische Programmierung
verwendet. Im Folgenden sind einige Beispiele angegeben, um die Problem- und Aufga-
benstellung der dynamischen Optimierung zu erldutern.

1.2.2 Beispiele

Beispiel 1.3 (Inverses Pendel) Ein klassisches Problem in der Regelungstechnik ist
das inverse Pendel, das an einem Wagen drehbar befestigt ist. Als Beispielproblem soll
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Abbildung 1.6: Momentaufnahmen  Abbildung 1.7: Optimale Trajektorien fiir das
des Versetzens des inversen Pendels. Versetzen des inversen Pendels.

das seitliche Versetzen des Pendels betrachtet werden:

te
rn(igl J(u) :/ 1+ cu? dt, (1.17)
1 ecosf] [i]  [6%sinf 4 u B
u.B.v. [cos@ ] } [0} = [ ing } ., e=m/(M+m) (1.18)
x(0) =[0,0,0,0]", x(t)=[1,0,0,0]", (1.19)
0<u<l. (1.20)
Die vereinfachten Bewegungsgleichungen (1.18) fiir die Zustinde x = [x,,0,0]7 sind

normiert. Der Eingang u stellt die am Wagen angreifende Kraft dar und ist durch (1.20)
beschrdnkt. Abbildung 1.6 zeigt ezemplarisch das seitliche Versetzen des Pendels, um die
Bewegung zu verdeutlichen.

Das Kostenfunktional (1.17) und somit der Charakter des Optimierungsproblems héingt
von dem Parameter ¢ ab. Fir ¢ = 0 ergibt sich die Aufgabe, die Endzeit t¢ zu minimieren:

J(u) = /Otfl dt = t. (1.21)

Fiir ¢ > 0 wird der Eingang u im Kostenfunktional und somit der Aspekt der Energie-
optimalitdt mit beriicksichtigt.

Abbildung 1.7 zeigt die optimalen Trajektorien fir die Werte c =0, ¢ = 0.25 und ¢ = 1.
Fiir ¢ = 0 weist der Eingang u ein Bang-bang—Verhalten auf, waihrend fir ¢ > 0 die
Steueramplituden kleiner werden und die Versatzzeit t; zunimmit.

Das inverse Pendel ist ein gutes Beispiel um zu verdeutlichen, dass nicht zu jedem Opti-
mierungsproblem eine Losung existiert, insbesondere wenn die Endzeit ¢; nicht festgelegt
ist. Wie in Abbildung 1.7 dargestellt ist, vergrofiert sich die Endzeit ¢; bei zunehmender
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Gewichtung von u? im Vergleich zum zeitoptimalen Anteil in dem Kostenfunktional (1.17).
Wenn reine Energieoptimalitéit gefordert wiirde, d.h.

J(u) = /Otfu? dt, (1.22)

hétte das Optimierungsproblem keine Losung, da das Versetzen des Pendels dann unend-
lich langsam mit ¢; — oo ablaufen wiirde.

Beispiel 1.4 (Goddard—Rakete [2, 1]) FEin klassisches Optimierungsproblem aus der
Raumfahrt ist die Maximierung der Flughdhe einer Rakete unter dem Einfluss von Luftrei-
bung und Erdbeschleunigung. Dieses Problem wurde von dem amerikanischen Raketenpio-
nier Robert H. Goddard im Jahr 1919 aufgestellt und kann wie folgt (normiert) geschrieben
werden:

Hl(i%l — h(tg) (1.23)
: uw— D(h,v) 1 : u

uBv. h=v, 0= - p3r M= (1.24)
h(0) =1, v(0)=0, m(0)=1, m(t)=0.6, (1.25)
0<u<35. (1.26)

Die Zustandsgrdfien sind die Flughohe h, die Geschwindigkeit v und die Masse m der
Rakete. Die Luftreibung D(h,v) hdingt tiber die Funktion

D(h,v) = Dyv*exp [B(1 — h)] (1.27)

von den Zustinden h und v ab. Die Randbedingungen in (1.25) umfassen die normierten
Anfangsbedingungen sowie die Endbedingung fir m(t;), die dem Leergewicht der Rakete
ohne Treibstoff entspricht. Der Eingang des Systems ist der Schub u, der innerhalb der
Beschrinkungen (1.26) liegen muss.

In Abbildung 1.8 sind die optimalen Trajektorien fiir die Goddard—Rakete dargestellt.®
Der Schub u(t) ist am Anfang maximal und weist dann einen parabelformigen Verlauf
auf, bevor der Treibstoff verbraucht ist. Dieses Verhalten wird durch den Luftwiderstand
D(h,v) hervorgerufen, der mit zunehmender Hohe abnimmt. Es ist somit “optimaler”, im
Fulle eines hohen Luftwiderstandes nicht mit vollem Schub zu fliegen.

Beispiel 1.5 (Okonomisches Modell [4, 3]) Ein weiterer Anwendungszweig der dy-
namischen Optimierung sind wirtschaftliche Prozesse. Das folgende Beispiel beschreibt
das Verhalten eines typischen Konsumenten, der Konsum, Freizeit und Bildung tiber die
Lebensdauer mazimieren will. Der Bildungsgrad B und das Kapital K eines durchschnitt-
lichen Konsumenten lassen sich durch folgendes Modell beschreiben:

Weiterbildung  Vergessen

. — ~ =
B = BalLQUg - 0B y B(O) = BQ (128)
K= 4K +4Buyg(us)— u , K(0)=K, (1.29)

Verzinsung Einkommen Konsum

I Die verwendeten Parameterwerte sind ¢ = 0.5, Dy = 310, 8 = 500.
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Abbildung 1.8: Trajektorien fiir die Goddard—Rakete in Beispiel 1.4.

Die FEingangsgrofien sind der Konsum uy, der Anteil der Arbeitszeit an der Gesamtzeit
uy sowie der Anteil der Fortbildungszeit an der Arbeitszeit us. Die Eingdnge unterliegen
den Beschrdinkungen

up >0, 0<uy <1, 0<uz<l. (1.30)

Das Optimierungsziel des Konsumenten ist die Mazximierung von Konsum, Freizeit und
Bildung tiber die Lebensdauer von ty = 75 Jahren, was in dem folgenden (zu minimieren-
den) Kostenfunktional ausgedriickt ist:

153
J(w) = —K*(t) — / U (t, w1, uz, B)e " dt (1.31)
to
Der Integralanteil
U(t, Uy, U2, B) = aou? + Bo(l — UQ)ﬁ + fYOtB’Y (132)

gewichtet dabei den Konsum uy, die Freizeit 1 —us und den Bildungsgrad B, wdhrend der
Endwert —K"(t¢) in (1.31) zusdtzlich das Vererbungskapital beriicksichtigt.

Die optimalen Zeitverldufe des Bildungsgrades B(t) und des Kapitals K(t) sind in Ab-
bildung 1.9 dargestellt.? Die ersten 17 Jahren stellen die Lernphase dar (d.h. uz = 1).
Daraufhin folgt eine lange Arbeitsphase von 34 Jahren mit einem hohen Maj$ an Weiter-
bildung, bevor in den ndchsten 10 Jahren (52.—61. Lebensjahr) eine reine Arbeitsphase mit
zusdtzlich reduzierter Arbeitszeit uy stattfindet. Ab dem 62. Lebensjahr setzt der Ruhestand
ein. Der Bildungsgrad B ist besonders hoch im Alter von 30-60 Jahren. Das Kapital K
1st negativ wahrend der ersten Lebenshdlfte, was der Aufnahme eines Kredites entspricht.
Im Laufe des Lebens wird dies aber durch das steigende Einkommen kompensiert.

’Die verwendeten Parameterwerte sind o = —1, ag = —1, 8 = —0.5, By = —1, v = 0.2, v = 5,
k=0.2, p=0.01, e =0.35,§ = 0.01, i = 0.04, Hy = 1, Ky = 30. Die Funktion g(us) in (1.29) ist durch
die Parabel g(u3) =1 — (1 — a)uz — au? gegeben.
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Abbildung 1.9: Optimale Trajektorien fiir das Konsumentenverhalten in Beispiel 1.5.
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Kapitel 2

Grundlagen der Optimierung

In diesem Kapitel werden zunéchst einige Begriffe und Eigenschaften statischer Optimie-
rungsprobleme

~—

—~
[\
—_

~—

min x
xeR" f(

uwBv. gi(x)=0, i=1,...,p (2.2)
hi(x) <0, i=1,....q (2.3)

IN

betrachtet, auf die in den folgenden Kapiteln Bezug genommen wird.

2.1 Lokale/globale Minima und zulissige Menge

Definition 2.1 (Globale und lokale Minima) Die Funktion f(x) mit f : X — R und
X C R™ besitzt an der Stelle x* € X

a) ein lokales Minimum, falls f(x*) < f(x) fir alle  in einer hinreichend kleinen
Umgebung von x*,

b) ein striktes lokales Minimum, falls f(x*) < f(x) fir alle  in einer hinreichend
kleinen Umgebung von x*,

c¢) ein globales (absolutes) Minimum, falls f(x*) < f(x) fir alle x € X,
c¢) ein eindeutiges globales Minimum, falls f(x*) < f(x) fir alle x € X.

Aus der Definition ergibt sich, dass ein globales Minimum stets auch ein lokales Minimum
ist. Die unterschiedlichen Arten von Minima sind in Abbildung 2.1 skizziert.

Definition 2.2 (Zulissige Menge) Die zuldssige Menge X,q (Englisch: admissible set )
des Optimierungsproblems (2.1)—(2.3) ist
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A f(x)

lokal, strikt

global, strikt

X

Abbildung 2.1: Verschiedene Minima einer Funktion f(z) mit z € R.

Alle Punkte & € X,q werden als zuldssige Punkte bezeichnet und erfiillen die Nebenbe-
dingungen g¢;(x) = 0 und h;(x) < 0. Somit lisst sich das statische OP (2.1)—(2.3) auch in
der dquivalenten Form

min f(x) (2.4)

TEX,q

angeben. Im Falle von unbeschrénkten Problemen gilt &X,4 = R".

Beispiel 2.1 Im eingangs erwdhnten Beispiel 1.2 mit den beiden Ungleichungsbeschrdan-
kungen (1.11) und (1.12) ist der zuldssige Bereich durch

Xoa={xeR": h(x)=a01+22—-2<0, ho(x)=27—22<0}

definiert. Dies entspricht der zwischen der Geraden hy(x) = 0 und der Parabel he(x) = 0
eingeschlossenen Fldche, siehe Abbildung 1.5.

Es ist direkt ersichtlich, dass A,q nicht die leere Menge sein darf, da das Optimierungs-
problem (2.4) ansonsten keine Losung besitzt. Eine weitere notwendige Bedingung fiir X,q
kann aus den Gleichungsbedingungen (2.2) abgeleitet werden, da sich durch die algebrai-
schen Restriktionen g;(x) = 0 die Anzahl der freien Optimierungsvariablen @ € R" auf
n — p reduziert. Somit darf die Anzahl p der (unabhéngigen) Gleichungsbedingungen (2.2)
nicht gréfer als die Anzahl der Optimierungsvariablen & € R" sein, da die zulédssige Menge
X,q ansonsten leer wére.

Satz 2.1 (Weierstrass) Sei f : Xoq — R stetig und X,q eine kompakte nichtleere Menge.

Dann besitzt das Problem
min f(x) (2.5)

rEXq

an mindestens einem Punkt x* € X,q ein Minimum.

Beispiel 2.2 Betrachtet wird eine erweiterte Version des beschrdnkten Optimierungspro-
blem aus Beispiel 1.2 bzw. Abbildung 1.5:

min (23 —2)* + (2o — 1)? (2.6)

zcR2

uwBv. 2 +2,—-2<0 (2.7)
22 —2,<0, x>0, (2.8)
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Die Kostenfunktion ist stetig und die zuldssige Menge X,q ist nicht—leer und kompakt.
Somit folgt aus Satz 2.1 die Ezistenz einer Lisung x*.

Der Satz von Weierstrass gilt nicht fiir Probleme, die auf einer offenen, nicht kompakten
Menge definiert sind (z.B. X,q = R"). Ein Beispiel ist

. 1
L 2.9
,foin g (2.9)

Obwohl f(z) = 1/z auf dem offenen Intervall z € (0, 00) stetig ist, existiert kein Minimum.

Allerdings kann die Existenz einer Losung eines unbeschrankten Optimierungsproblems
garantiert werden, wenn die Funktion f(x) die Bedingung limjq— f(2) = 0o erfiillt.

2.2 Gradient und Hessematrix

Die Berechnung von Ableitungen erster und zweiter Ordnung einer Kostenfunktion f(a)
ist von fundamentaler Bedeutung in der Optimierung. Da im Falle von unstetigen Funk-
tionen oder unstetigen Ableitungen hdufig Probleme auftreten (sowohl numerischer als
auch theoretischer Natur), wird oft angenommen, dass alle Funktionen eines Optimie-
rungsproblems stetig und hinreichend oft differenzierbar sind.

Definition 2.3 (Gradient) Sei f: X — R stetig differenzierbar. Dann bezeichnet

of
0w,
V()= of _ : (2.10)
ox o
R
den Gradienten (also die 1. partielle Ableitung) von f(x) an der Stelle ® = [x1,...,x,]".

Der negative Gradient ist von besonderer Bedeutung zur Losung eines Optimierungspro-
blems, da er die sogenannte mazimale Abstiegsrichtung einer Kostenfunktion f(x) an der
Stelle & angibt, siche Abbildung 2.2. Diese Eigenschaft wird im n#chsten Kapitel néher
untersucht.

Definition 2.4 (Hessematrix) Sei f : X — R zweimal stetig differenzierbar. Dann
bezeichnet

2f 2F
0z3 Tt Oxian
Vif(x)=| : : (2.11)
2% f 2f
Oxrnx1 ox2
die Hessematriz (also die 2. partielle Ableitung) von f(x) an der Stelle x = [z, ..., x,]".

Im Falle von ein-dimensionalen Funktionen f(z) wird die V-Notation normalerweise
durch f'(z) und f"(z) ersetzt.
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A 12 .. -
Hohenlinien f(x) = const.

Viz)

P
L

T

Abbildung 2.2: Maximale Abstiegsrichtung —V f(x) fiir eine Funktion f(x) mit zwei Va-
riablen x = |11, 75]".

Nach dem Satz von Schwarz folgt aus der Stetigkeit der 2. partiellen Ableitungen Kom-
mutativitat, d.h.

2f 0%

(%zzixj N 8:17j.§lfz’ '
Somit ist die Hessematrix symmetrisch (V2f(z) = V?f(x)") und hat stets reelle Eigen-

werte. In der Optimierung ist oft von Bedeutung, ob Hessematrizen positiv (semi-)definit
sind. Diese Eigenschaft kann wie folgt untersucht werden:

Satz 2.2 (Definitheit) Die Definitheit einer symmetrischen Matriz A € R™™ ldsst sich
durch folgende Bedingungen charakterisieren:

Matriz A ist (1): fiir alle p € R™  (2): alle n Eigen- (3): fiir alle n Haupt-

mit p # 0 gilt werte \; sind unterdet. D; gilt
positiv semi—definit: p'Ap>0 reell und > 0 D; >0
positiv definit: p'Ap >0 reell und > 0 D; >0
negativ semi—definit: pTAp <0 reell und <0 (-1)'D; <0
negativ definit: p"Ap <0 reell und < 0 (-1)D; <0

Die Eigenwerte \;, i = 1,...,n der Matrix A sind die Losungen der Gleichung
det(A\I —A) =0,

wobei I die Einheitsmatrix der Dimension n darstellt. Die Hauptunterdeterminanten D;
sind die Determinanten der linken oberen Untermatrizen von A:

aiyy ... Qip

Ap1 ... Qpp

a a
Dlz‘a11|7 Dy = 1 12

Q21 Q22

wobei die Elemente a;; die Elemente der Matrix A darstellen. Um die Definitheit einer
symmetrischen Matrix A zu bestimmen, reicht es eine der drei Bedingungen (1)—(3) aus-
zuwerten, da jede fiir sich notwendig und hinreichend ist. Das Kriterium (3) wird auch
Sylvester—Kriterium genannt. Zur Anwendung der drei Kriterien zur Bestimmung der
Definitheit einer Matrix sei auf Aufgabe 2.1 verwiesen.
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2.3 Konvexitat

Die Eigenschaft der Konvexitét ist von fundamentaler Bedeutung in der Optimierung und
fithrt im Allgemeinen zu einer einfacheren numerischen Lésung des Optimierungsproblems.
Zudem ist Konvexitdt notwendig, um eine Aussage iiber eine eindeutige Losung eines
Optimierungsproblems treffen zu konnen. Der Begriff konvexr kann sowohl auf Mengen als
auch auf Funktionen und Optimierungsprobleme angewendet werden.

2.3.1 Konvexe Mengen

Definition 2.5 (Konvexe Menge) FEine Menge X C R" ist konvex, falls die folgende
Bedingung fiir beliebige Punkte x,y € X erfillt ist:

z=kx+(1-k)yeX firale kecl0,1]. (2.12)

Eine geometrische Interpretation dieser Definition ist, dass eine Menge X C R"™ genau
dann konvex ist, falls die Verbindungslinie zwischen zwei beliebigen Punkten x,y € X
komplett in X enthalten ist. Abbildung 2.3 zeigt einige Beispiele konvexer und nicht—
konvexer Mengen.

Eine bekannte Eigenschaft konvexer Mengen ist, dass ihre Schnittmenge ebenfalls eine
konvexe Menge darstellt. Diese Eigenschaft ist von Bedeutung zur Charakterisierung der
Konvexitét der zuldssigen Menge X,q von Optimierungsproblemen (siche Satz 2.4).

2.3.2 Konvexe Funktionen

Definition 2.6 (Konvexe und konkave Funktionen) Sei X C R"™ eine konveze Men-
ge. Eine Funktion f : X — R ist konvex auf X, falls die folgende Bedingung fiir beliebige
Punkte ¢,y € X und z = kax + (1 — k) y erfillt ist:

f(z)<kflx)+(1—k)fly) Vkel01]. (2.13)
Die Funktion f ist strikt konvex, falls

fz)<kf(x)+(1—k) f(ly) Vke(0,1). (2.14)
Die Funktion ist f (strikt) konkav, falls —f (strikt) konvex ist.
Die Definition 2.6 kann wie folgt geometrisch interpretiert werden: eine Funktion f ist kon-
vex (konkav), falls alle Funktionswerte f(z) mit z = ka + (1 — k) y unterhalb (oberhalb)
der Verbindungslinie zwischen f(x) und f(y) liegen. Abbildung 2.4 zeigt einige Bespie-

le konvexer und konkaver Funktionen. Es ist direkt ersichtlich, dass lineare Funktionen
sowohl konkav als auch konvex sind.
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A G =

) konvex ) konvex ¢) nicht konvex ) nicht konvex

Abbildung 2.3: Beispiele von konvexen Mengen.

Konvexe Funktionen besitzen einige interessante Eigenschaften, die im Folgenden darge-
stellt sind:

a) Die Summenfunktion
k

f(z) = Z a; fi(x) (2.15)

i=1
von konvexen Funktionen f;(x),7 = 1,...,k mit den Koeffizienten a; > 0,7 =
., k ist konvex.

b) Ist die Funktion f(x) konvex, so ist die Menge
S={zeR": f(x) <k} (2.16)
mit k£ > 0 stets konvex, siche Abbildung 2.5.

c¢) Eine stetig differenzierbare Funktion f(x) ist konvex auf X', wenn fur alle ,y € X
die Ungleichung

fy) = flx)+ (y —x) 'V f(x) (2.17)

erfiillt ist. Dies kann als eine Alternative zu Definition 2.6 angesehen werden und
ist in Abbildung 2.6 veranschaulicht. Die geometrische Interpretation der Unglei-
chung (2.17) ist, dass an jedem Punkt x einer konvexen Funktion f(x) eine soge-
nannte stitzende Hyperebene (skalarer Fall: stiitzende Tangente) existieren muss,

oberhalb der f(x) verlauft.

2 f f W/
z vy x v x v o
(a) strikt konvex (b) konvex (nicht strikt) (¢) konkav (d) weder konvex noch konkav

Abbildung 2.4: Beispiele von konvexen und konkaven Funktionen.
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A f Konvexe Funktion f(x)

@ ’
Schnittebene
fl@)=Fk

.- f@)+ (y — ) f'(x)

T2

v v -
© konvexe Schnittmenge
1 S={zeR?: f(z) <k}

Abbildung 2.5: Konvexe Menge S, die durch ~ Abbildung 2.6: Stiitzende Tangente ei-
den Schnitt einer konvexen Funktion f(x) mit  ner konvexen Funktion f(x).
der Ebene f(x) = konst. entsteht.

Beispiel 2.3 Gegeben ist die Funktion

min f(@) = - 100 B 200
zCcR? (o =12 (= 1241 ()24 (242241

(2.18)

die in Abbildung 2.7 dargestellt ist. Es ist leicht zu sehen, dass die Funktion (2.18) auf R?
nicht konvex ist. Dies ist auch anhand der Hohenlinien in Abbildung 2.7 ersichtlich, die
die Schnittmengen (2.16) definieren: es ist offensichtlich, dass Schnittmengen existieren,
die nicht konvex sind.

7>
A i
L7 7722
LT 7 7777
7 7 7 AZ 7 AL A
"””"...'"../7;'
z

Abbildung 2.7: Profil und Hohenlinien der Funktion (2.18).

Der folgende Satz charakterisiert die Konvexitéit einer Funktion anhand der Definitheit
ihrer Hessematrix (siehe auch Satz 2.2):

Satz 2.3 Sei X C R" konver und f : X — R zweimal stetig differenzierbar. Dann gilt:

a) f ist konvex, falls V2 f(x) fiir alle x € X positiv semi—definit ist,

b) f ist strikt konvex, falls V2 f(x) fiir alle x € X positiv definit ist,
c) f ist konkav, falls V2f(x) fiir alle x € X negativ semi—definit ist,
d) f ist strikt konkav, falls V2 f(x) fiir alle x € X negativ definit ist.
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An dieser Stelle sei allerdings angemerkt, dass die strikte Konvexitét einer Funktion f(x)
nicht die positiv Definitheit der Hessematrix gewéhrleistet. Ein Beispiel ist die strikt
konvexe Funktion f(r) = z* mit der zweiten Ableitung f”(0) = 0 am Punkt z = 0.

Aufgabe 2.1 Untersuchen Sie, ob die folgenden Funktionen auf Ihrem Definitionsbereich
konvez sind, indem Sie die Definitheit der Hessematriz V2 f(x) mittels der Kriterien (1)-
(3) in Satz 2.2 diberpriifen:

f®) =2} + 2] — 202y + 23, zeR? (2.19)
1

)
T1X2

f(:c) = I9 + T12 > 0. (220)

Aufgabe 2.2 Untersuchen Sie, ob die folgenden Funktionen auf Ihrem Definitionsbereich
konvex bzw. konkav sind und stellen Sie die Funktionen grafisch (z.B. unter MATLAB) dar:

flz)=€e"—1, z€R (2.21)
flx) =282y, x>0, ac|01]. (2.22)

2.3.3 Konvexe Optimierungsprobleme

Der Begriff der Konvexitédt von Mengen und Funktionen lésst sich ebenfalls auf Optimie-
rungsprobleme erweitern:

Definition 2.7 Das statisches Optimierungsproblem

Join f(@)

ist (strikt) konvex, falls die zuldssige Menge X,q konvex und die Kostenfunktion f (strikt)
konvex auf X,q ist.

Die Konvexitét einer zuldssigen Menge X,q kann wie folgt untersucht werden:

Satz 2.4 Fulls die Funktionen ¢g; : R® — R, 7 = 1,...,p linear und die Funktionen

h, :R*" =R, 1=1,...,q konvex sind, dann ist die zuldssige Menge
Xad:{:ceR”: gi(x)=0, i=1,...,p
hi(x) <0, i=1,...,q}.

konvex.

Dieser Satz ergibt sich aus der bereits erwéhnten Eigenschaft, dass der Schnitt zweier
konvexer Mengen wiederum eine konvexe Menge ergibt. Fiir lineare (und somit konvexe)
Gleichungsbedingungen g;(x) = 0 und konvexe Ungleichungsnebenbedingungen h;(x) < 0
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sind die zugehorigen Untermengen stets konvex (siehe auch Punkt b) auf Seite 16 und Ab-
bildung 2.5). Somit ist die gesamte Schnittmenge, also der zuléssige Bereich X,q4, ebenfalls
eine konvexe Menge.

Mit den vorherigen Ergebnissen kénnen nun hinreichende Bedingungen fiir die Konvexitét
von statischen Optimierungsproblemen angegeben werden:

Satz 2.5 Das statische Optimierungsproblem

min  f(x)

xcR"
uB.v. g¢(x)=0, i=1,...,p
hi(x) <0, i=1,...,q
ist (strikt) konvex, falls
a) die Funktionen g; : R* - R, i =1,...,p linear sind,

b) die Funktionen h; : R™ — R, i =1,...,q konvex sind,
c) die Kostenfunktion f (strikt) konvex auf X,q C R™ ist.

Einige wichtige Figenschaften konvexer Optimierungsprobleme sind:

a) Jedes lokale Minimum ist ein globales Minimum.
b) Falls ein striktes lokales Minimum existiert, dann ist dieses eindeutig und global.

c¢) Ein strikt konvexes Optimierungsproblem kann nicht mehr als eine Losung besitzen:
falls ein lokales Minimum existiert, ist dieses das eindeutige globale Minimum.

Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass strikte Konvexitéit eines Optimierungsproblems
nicht die Existenz einer Losung impliziert. Als Beispiel dient wieder das Problem (2.9)

min 1. (2.23)
z€(0,00) z
Die erste und zweite Ableitung der Funktion f(z) = 1 lauten f'(z) = —% und f"(z) =
2 > 0. Somit ist f”(z) > 0 fiir alle z € X = (0,00) und das Optimierungsproblem (2.23)
ist strikt konvex. Allerdings ist direkt ersichtlich, dass kein Minimum existiert. !

Aus den oben angegebenen Eigenschaften konvexer Optimierungsprobleme ist ersicht-
lich, dass Konvexitét die Analyse von Optimierungsproblemen erheblich vereinfacht. Die
meisten theoretischen Untersuchungen von Optimierungsproblemen und Konvergenzei-
genschaften numerischer Verfahren basieren auf dieser Annahme. Da die meisten nume-
rischen Verfahren zu einem lokalen Minimum konvergieren, impliziert dies im Falle von
(strikter) Konvexitdt automatisch eine (eindeutige) globale Losung.

1 Es sei an dieser Stelle auch daran erinnert, dass der Satz 2.1 von Weierstrass nur die Existenz einer
Losung garantiert, wenn die zuldssige Menge X' (bzw. X,q) kompakt ist.
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Beispiel 2.4 Betrachtet wird das Problem aus Beispiel 2.2. Die Kostenfunktion (2.6)
und die Beschrinkungen (2.7), (2.8) sind konvex. Somit ist das Optimierungsproblem
(2.6)—(2.8) konvex und die lokale Lisung z* = [1,1]T (siehe Abbildung 1.5) ist die globale
Lésung.
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Kapitel 3

Statische Optimierung ohne
Beschrinkungen

In diesem Kapitel werden unbeschrénkte statische Optimierungsprobleme der Form

min f(x) (3.1)

xrcR"”

betrachtet sowie notwendige und hinreichende Optimalitdtsbedingungen hergeleitet. Im
Anschluss werden einige bekannte numerische Verfahren vorgestellt, um einen Eindruck zu
vermitteln, wie unbeschrinkte Optimierungsprobleme numerisch gelost werden koénnen.

3.1 Notwendige Optimalitdtsbedingungen

Die Optimalitdtsbedingungen fiir unbeschriankte Probleme (3.1) dienen einerseits zum
Auffinden von (lokalen) Extremwerten «* als auch zum Uberpriifen, ob es sich tatséchlich
um ein Minimum handelt, dass also

f(x) > f(z7) (3.2)
fiir alle  in einer hinreichend kleinen Umgebung von &* (siche Definition 2.1) gilt.

Unter der Annahme, dass f(x) mindestens zweimal stetig differenzierbar ist, ldsst sich
f(x) an der Stelle * in eine Taylorreihe entwickeln:

f(x* +o0x) = f(x*) + V(") oz + %(h:TVQf(:L‘*) oz + O([|6z|)?) . (3.3)

Falls der Punkt «* ein lokales Minimum darstellt, muss (3.2) mit & = x* + dz fiir alle
hinreichend kleinen dz erfiillt sein. Einsetzen von (3.3) in (3.2) fiithrt auf die Ungleichung

V f(a") o + %&cTVZf(w*) 5z + O(||5z|[*) > 0. (3.4)

Fiir hinreichend kleine dz ist der erste Term Vf(x*)Tdx dominant und bestimmt das
Vorzeichen der gesamten linken Seite in (3.4). Es muss also Vf(z*)Tdx > 0 erfiillt sein.
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Maximum

Sattelpunkt

Minimum 2

> Ho6henlinien

Abbildung 3.1: Beispiele von stationdren Punkten im ein— und zwei—dimensionalen Fall.

Da a* nur ein lokales Minimum ist, wenn die Ungleichung (3.4) fiir alle (hinreichend
kleinen) dx erfiillt ist, ergibt sich direkt, dass

Vf(z*)=0 (3.5)

gelten muss. Allerdings sagt diese Bedingung 1. Ordnung lediglich aus, dass * ein Extrem-
punkt von f ist, da V f(x*) = 0 auch von Maxima oder Sattelpunkten erfiillt wird, wie in
Abbildung 3.1 dargestellt ist. In der Optimierung spricht man in diesem Zusammenhang
oft von einem stationdren Punkt.

Eine strengere Bedingung 2. Ordnung fiir ein lokales Minimum x* ergibt sich aus (3.4):
sx"V2f(x*) dx > 0. (3.6)

Da diese Bedingung fiir alle hinreichend kleinen dx in einer Umgebung von x* gelten soll,
muss die Hessematrix V2 f(z*) folglich positiv semi-definit sein, wie sich aus Satz 2.2 leicht
ablesen ldsst. Die notwendigen Bedingungen fiir ein lokales Minimum sind im folgenden
Satz zusammengefasst:

Satz 3.1 (Notwendige Optimalititsbedingungen)
Sei f: R™ — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion und x* ein lokales Minimum
von f. Dann gelten die folgenden Optimalititsbedingungen 1. und 2. Ordnung:

Vfix*) =0 (3.7)
V2f(x*) >0 (positiv semi-definit) . (3.8)

Allerdings stellen diese Optimalitédtsbedingungen keine hinreichenden Bedingungen dar
und sind somit nicht umkehrbar. Ein Beispiel ist die Funktion f(z) = 23, die an der Stelle
r* = 0 einen Extrempunkt besitzt, wie man anhand der ersten Ableitung f'(x) = 322
leicht erkennen kann. Obwohl die zweite Ableitung f”(x*) = 3z* = 0 positiv semi-definit
ist, ist 2* = 0 kein Minimum, sondern ein Sattelpunkt (siehe Abbildung 3.1).
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3.2 Hinreichende Optimalititsbedingungen

Eine hinreichende Bedingung, die die Existenz eines lokalen Minimums x* garantiert, kann
aus der Ungleichung (3.4) abgelesen werden. Falls V f(x*) = 0 gilt und der quadratische
Term in (3.4) strikt positiv ist, d.h.

sx"V2f(z*) oz > 0, (3.9)

dann ist garantiert, dass fiir alle hinreichend kleinen dx die Ungleichung (3.4) strikt erfiillt
und somit &* ein lokales Minimum darstellt. Man spricht in diesem Fall von hinreichenden
Optimalitdtsbedingungen, die im folgenden Satz zusammengefasst sind:

Satz 3.2 (Hinreichende Optimalititsbedingungen)
Sei f: R™ — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion und x* € X. Falls f(x*) die
Bedingungen

Vi) =0 (3.10)
V2f(z*) >0 (positiv definit) (3.11)

erfillt, dann ist x* ein striktes lokales Minimum von f.

An dieser Stelle sei angemerkt, dass ein striktes Minimum a* nicht automatisch die
Positiv—Definitheit der Hessematrix V?f(x*) impliziert. Ein Beispiel ist die Funktion
f(x) = z*, die offensichtlich ein striktes Minimum an der Stelle z* = 0 besitzt. Aller-
dings verschwindet die zweite Ableitung f”(x) = 122% an der Stelle z* = 0 und ist somit
nicht positiv definit.

Die Optimalitéitsbedingungen erster Ordnung, V f(x*) = 0, stellen ein nichtlineares Glei-
chungssystem der Ordnung n dar, das gelost werden kann, um einen stationdren Punkt x*
zu bestimmen. Die Positiv—Definitheit der Hessematrix V2 f(z*) kann dann mit Hilfe der
Methoden in Satz 2.2 untersucht werden, um zu iiberpriifen, ob * ein striktes Minimum
ist.

Beispiel 3.1 Fiir das Optimierungsproblem

min 2} + ary — 1179, (3.12)
TER2
sollen die stationdren Werte x* in Abhdngigkeit des Parameters a charakterisiert werden.
Der Gradient und die Hessematriz von f(x) ergeben sich zu

2513'1 — X2
2(11‘2 — T

_ 9 12 -1
Vi) - | | vre= 2 ) (3.13)
Aus Vf(z*) = 0 folgt x* = [0,0]" als einziger stationdrer Punkt. Die Definitheit der
Hessematriz V2 f(x) an der Stelle x* ldsst sich mit Hilfe der Hauptunterdeterminanten
(Sylvesterkriterium, siehe (3) in Satz 2.2) untersuchen:

D=2, Dy=4da—1. (3.14)

Somit ist V2 f(x*) positiv definit fir a > 1/4 und x* = [0,0]" stellt ein striktes Minimum
dar. Fir a < 1/4 ist D1 > 0 und Dy < 0 und V?f(x) somit indefinit. In diesem Fall ist
x* =1[0,0]" ein Sattelpunkt, wie er in Abbildung 3.1b) fiir a = —1 dargestellt ist.
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Falls die Kostenfunktion f(x) konvex (bzw. strikt konvex) ist, lassen sich stirkere Aus-
sagen treffen als in den Sétzen 3.1-3.2, da in diesem Fall die Hessematrix V2f(x) stets
positiv semi—definit (bzw. positiv definit) ist:

Satz 3.3 (Hinreichende Optimalititsbedingungen fiir konvexe Funktionen)
Sei f : R"™ — R eine stetig differenzierbare und (strikt) konvexe Funktion. Falls V f(x*) =
0, dann ist x* ein (eindeutiges) globales Minimum der Funktion f.

3.3 Numerische Losung mit Liniensuchverfahren

Da die Stationaritdtsbedingung V f(x*) = 0 nur in seltenen Féllen analytisch ausgewer-
tet werden konnen, ist man im Allgemeinen auf numerische Verfahren angewiesen, um
einen stationdren Punkt x* zu finden. Eines der bekanntesten numerischen Verfahren ist
die Liniensuche (Englisch: line search). In diesem Abschnitt wird ein Uberblick iiber die
bekanntesten Liniensuchverfahren zur Losung von unbeschriankten statischen Optimie-
rungsproblemen gegeben. Fiir detaillierte Informationen sei auf die zitierten Textbiicher
am Ende des Kapitels verwiesen.

3.3.1 Allgemeiner Algorithmus

Die meisten numerischen Verfahren zur Losung von unbeschrankten Optimierungsproble-
men versuchen, ausgehend von einer suboptimalen Startlosung ° mit f(x°) > f(x*), sich
iterativ einem Minimum «* anzunéhern. Dabei wird in jedem Schritt £ gefordert, dass

f(x") < f(2*) Yk e N§ (3.15)
erfiillt ist, um im Grenzfall £ — oo gegen ein Minimum zu konvergieren:
lim ¥ = z*. (3.16)
k—o0

Liniensuchverfahren verfolgen dabei prinzipiell die Strategie, zunéchst eine Suchrichtung
(oder Abstiegsrichtung) s* zu bestimmen, entlang der die Ungleichung (3.15) erfiillt ist.

Um dies zu verdeutlichen, wird die Kostenfunktion f(z) an der Stelle z* in eine Taylor-
reihe entwickelt:
f(@* +s) = f(x) + V(") s+ O(|s]]*). (3.17)

Fiir hinreichend kleine s kann der Restterm O(]|s||?) vernachlissigt werden und man
erkennt sofort, dass an dem Punkt =¥ eine geeignete Suchrichtung s* die Abstiegsbedingung

Vi) s" <0 (3.18)

erfiillen muss, damit f(x* + s*) < f(x*) gilt. Verschiedene Methoden existieren zur
Bestimmung der Suchrichtung s*. Die gebriuchlichsten Verfahren sind in Abschnitt (3.3.3)
vorgestellt.

In einem zweiten Schritt muss eine geeignete Schrittweite o bestimmt werden, um fest-
zulegen, wie weit in Suchrichtung s* bis zum niichsten Punkt

! = b 4 ks (3.19)
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Abbildung 3.2: Veranschaulichung des Liniensuchproblems (3.20).

vorangeschritten werden soll. Die optimale Schrittweite o stellt die Lésung des unterla-
gerten (skalaren) Optimierungsproblems

min ¢(a*) mit ¢(a*) = f(z* + os") (3.20)

ak>0
dar, was dem maximal moglichen Abstieg entlang der Suchrichtung s* entspricht. Ab-

bildung 3.2 veranschaulicht das Prinzip der Liniensuche fiir eine (nicht konvexe) Kosten-
funktion f(x) mit & € R? und einer gegebenen Suchrichtung s*.

Im Allgemeinen wird (3.20) nicht exakt gelost, sondern anhand geeigneter Methoden ap-
proximiert (siche Abschnitt 3.3.2). Das gewiihlte o definiert dann die Schrittweite in der
k—ten Iteration und bestimmt den néchsten Punkt (3.19). Der grundsétzliche Algorithmus
von Liniensuchverfahren ist in Tabelle 3.1 dargestellt.

Initialisierung: z° (Startwert)
k < 0 (lterationsindex)
€s,65  (Abbruchkriterien)

repeat
Wahl der Suchrichtung s*
Wahl der Schrittweite o
xhtl « k4 absk
k+—k+1
until  ||z"! —2F|| <ep or ||f(xMh) — f(ah)]| < e

Tabelle 3.1: Allgemeine Struktur von Liniensuchverfahren.
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Y

zulissige o

Abbildung 3.3: Veranschaulichung der Abstiegsbedingung (3.21).

3.3.2 Wahl der Schrittweite

Die Berechnung einer geeigneten Schrittweite o stellt einen Kompromiss zwischen Re-
chenzeit und Genauigkeit dar. Die optimale Losung bestiinde darin, das skalare Optimie-
rungsproblem (3.20) exakt oder zumindest hinreichend genau zu lésen, was jedoch in der
Praxis zu viele Auswertungen der Kostenfunktion f und eventuell des Gradienten V f
bendtigen wiirde.

Die meisten numerischen Verfahren verwenden deshalb eine suboptimale Liniensuche, um
eine Schrittweite o zu bestimmen, die zu einer adidquaten Reduktion der Kostenfunktion
f im néchsten Schritt x*+! fiihrt.

3.3.2.1 Abstiegs— und Kriimmungsbedingungen

Ein erstes Kriterium fiir einen hinreichenden Abstieg in der Kostenfunktion f ist die
Ungleichung

f(x" +aksk) < f(2*) +ca” V(xh) s (3.21)
—— —— ———
=¢(a) =0 = ¢'(0)

in Abhéngigkeit einer Konstanten ¢; € (0,1). Gelegentlich wird die Abstiegsbedingung
auch Armijo—Bedingung genannt. Anschaulich interpretiert bedeutet die Ungleichung (3.21),
dass der Abstieg in f proportional zur Schrittweite o und der Richtungsableitung ¢'(0) =
V f(x*)Tsk sein sollte.

Abbildung 3.3 illustriert diesen Zusammenhang. Die rechte Seite der Ungleichung (3.21)
stellt eine Gerade mit der negativen Steigung c; ¢'(0) dar, aber aufgrund der Konstanten
c1 € (0,1) liegt die Gerade fiir hinreichend kleine Werte von o iiber dem Funktionswert
$(c*). Die Abstiegsbedingung (3.21) verlangt folglich, dass Werte von o nur zulissig
sind, wenn ihr Funktionswert ¢(a*) unterhalb dieser Geraden liegt. In der Praxis wird c;
hiufig sehr klein gewiihlt (z.B. 107%), damit die Abstiegsbedingung nicht zu restriktiv ist.
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| d(a) = f(z" +afsh)
Steigung c2¢’(0)

i

zuliissige af

Abbildung 3.4: Veranschaulichung der Abstiegs— und Kriimmungsbedingungen (Wolfe—
Bedingungen).

Die Abstiegsbedingung (3.21) alleine ist oft nicht genug, um einen nennenswerten Abstieg
in der Kostenfunktion f zu gewihrleisten, da sie fiir hinreichend kleine Schrittweiten o
stets erfiillt ist (siche Abbildung 3.3). Unnétig kleine Werte von of konnen durch ein
zweites zusitzliches Kriterium, die sogenannte Krimmungsbedingung vermieden werden *

| V(" +afs")Ts" | < | V(") s"|. (3.22)
N - _ NN
= ¢/(a") = ¢'(0)

Die Konstante ¢; € (¢, 1) wird dabei in Abhéngigkeit der ersten Konstante ¢; aus (3.21)
gewihlt. Da die linke Seite der Kriimmungsbedingung den Gradienten ¢'(a*) darstellt, be-
deutet das Kriterium also, dass der Betrag der Steigung ¢'(a*) an der Stelle o* kleiner oder
gleich dem co—fachen Betrag der Anfangssteigung ¢/(0) sein muss, siche Abbildung 3.4.
Zusammen mit der Abstiegsbedingung (3.21) ergibt sich somit eine Menge an zuléssigen

Schrittweiten o,

Die Formulierung der Kriitmmungsbedingung macht durchaus Sinn, da im Falle einer stark
negativen Steigung ¢'(a*) davon auszugehen ist, dass ¢ (und damit f) weiter reduziert
werden kann, wenn man sich weiter entlang der a*~Achse bewegt. Andererseits wird durch
die Betragsbedingung vermieden, dass die Steigung ¢'(a*) zu groff wird und man somit
zu weit von einem lokalen Minimum von ¢ entfernt ist.

Die Abstiegs— und Kriimmungsbedingungen (3.21)—(3.22) werden auch Wolfe-Beding-
ungen genannt und koénnen in den meisten Liniensuchverfahren eingesetzt werden. Ty-
pischerweise wird ¢, zu 0.9 gewihlt, wenn die Suchrichtung s* durch ein Newton- oder
Quasi-Newton—Verfahren bestimmt wird, bzw. zu 0.1 im Falle von Konjugierten-Gradien-
ten—Verfahren (sieche Abschnitt 3.3.3).

Es lasst sich zeigen, dass fiir stetig differenzierbare und von unten beschrankte Funktionen
f stets ein Intervall existiert, in dem die Wolfe-Bedingungen erfiillt sind.

! Genau genommen handelt es sich um eine strenge Kriimmungsbedingung, da eine schwiichere Be-
dingung der Form (3.22) auch ohne Betragsfunktionen angegeben werden kann.
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3.3.2.2 Backtracking—Verfahren

Wie bereits erwéhnt wurde, ist die Abstiegsbedingung (3.21) allein nicht ausreichend,
um einen hinreichend schnellen Abstieg in der Kostenfunktion f zu gewéhrleisten. Wenn
allerdings die Kandidaten fiir die Schrittweite a* geeignet gewiihlt werden, kann die Kriim-
mungsbedingung (3.22) vernachldssigt werden und die Liniensuche anhand der Abstiegs-
bedingung (3.21) abgebrochen werden. Ein geeignetes Verfahren ist das Backtracking—
Verfahren, das (in der einfachsten Form) durch den Algorithmus in Tabelle 3.2 beschrieben
wird.

Das Vorgehen kann anhand von Abbildung 3.3 erklart werden. Wenn der Startwert & weit
auf der rechten Seite liegt, wird a solange um den Faktor p reduziert, bis ¢(a) = f(x* +
as®) unterhalb einer der Geraden (mit ¢ = 0.1 oder 0.25) liegt. Die sukzessive Reduktion
um einen Faktor p stellt sicher, dass o* klein genug ist, um die Abstiegsbedingung (3.21) zu
erfiillen. Andererseits wird durch die sukzessive Reduktion um den Faktor p sichergestellt,
dass o nicht zu klein wird, was zu einer Stagnation des Verfahrens fithren konnte.

Das Backtracking—Verfahren wird héufig in Zusammenhang mit Newton—Verfahren einge-
setzt und die Startschrittweite zu & = 1 gewéhlt. Fiir Quasi-Newton— oder Konjugierte—
Gradienten—Verfahren (siche Abschnitt 3.3.3) ist dieses Verfahren allerdings weniger gut
geeignet.

Initialisierung: « < a >0 (Startwert)
p€(0,1)  (Backtracking—Parameter)
c (Abstiegsbedingung)
repeat
a < po
until  f(z" + ast) < f(x¥) + caV f(xF)Ts*

af < a  (Schrittweite)

Tabelle 3.2: Backtracking—Verfahren.

3.3.2.3 Intervallschachtelungsverfahren (“Goldener Schnitt”)

Ein alternatives Verfahren zur Bestimmung der Schrittweite o ist das Intervallschach-
telungsverfahren, das eine konvergierende Folge von Intervallschachtelungen erzeugt, um
das Minimum von ¢(«) einzugrenzen.

Zunichst muss ein Interval [y, a,] gefunden werden, in dem die Funktion ¢(a*) ein Mi-
nimum aufweist, sieche Abbildung 3.5. Dies kann z.B. dadurch erreicht werden, dass mit
einem hinreichend kleinen o gestartet wird und «,. (ausgehend von «;) sukzessive vergro-
Bert wird, bis der Funktionswert ¢(«,) anfingt zuzunehmen.

Anschlieend werden zwei innere Werte oy < &y < &, < a,- durch die linearen Beziehungen
G=a+(1—a)a —a), & =a;+ala, — ) (3.23)

mit dem Parameter a € (1,1) bestimmt und die Funktionswerte ¢(&;) und ¢(&,) berech-
net. Falls ¢(&4;) < ¢(&,) gilt, so liegt das Minimum offenbar im Intervall oy, &,] und der
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L o(aF) = f(aF + aFsh)

Y

al 1. Schritt aF
2. Schritt

1
r
2
r

&
o'
Abbildung 3.5: Veranschaulichung der Intervallhalbierungsmethode.

auBere rechte Punkt a, wird verworfen (siehe “1. Schritt” in Abbildung 3.5). Falls ande-
rerseits ¢(q;) > (&) gilt, so muss das Minimum im Intervall [y, o] liegen und der linke
duBere Punkt o; wird verworfen. Im néchsten Iterationsschritt wird somit das verkiirzte
Intervall [y, &, bzw. [G4, o] betrachtet und die Intervallschachtelung erneut angewendet.

Wenn der Parameter a zu

V5 —1

2

gewahlt wird, ist lediglich eine weitere Funktionsauswertung notwendig, um einen neuen
inneren Punkt zu bestimmen (sieche “2. Schritt”, &2 = @}, in Abbildung 3.5). Aus diesem
Grund wird diese Wahl von a als der Goldene Schnitt bezeichnet. Pro Schritt wird das
urspriingliche Intervall somit um ca. 38% reduziert. Tabelle 3.3 fasst den Algorithmus
zusammen.

a= ~ 0.618 (3.24)

Startintervall mit innerem Minimum)
Goldener Schnitt—Parameter)
Abbruchskriterien)

innere Punkte)

Initialisierung: oy, a,
a=0.618
Eay €¢
a4~ o+ (1—a)(a, — o)
Gy — oy + ala, — o)

e e R R

repeat
if ¢(a) < ¢(a,) do
Q. — Qp
6&,« — dl
G —a+ (1 —a)(a, — o)
else  (d.h. ¢(ar) > 9(a,))
o —
dl < dr
Gy — oy + ala, — o)
end

until |o, — | <e, or |P(a,) — d(ay)| < €¢

Tabelle 3.3: Intervallschachtelungsverfahren (“Goldener Schnitt”).
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AbschlieBend kann of entweder aus der Mittelung of = (a; + o,)/2 oder aus einer
quadratischen Interpolation zwischen den kleinsten drei der vier Funktionswerte ¢ von
(o, 4y, Gy cv) gewonnen werden.

Das Intervallschachtelungsverfahren ist ein einfaches und robustes Verfahren, das aller-
dings meistens mehr Iterationen benétigt als andere Verfahren, um eine geeignete Schritt-
weite o zu bestimmen.

3.3.3 Wahl der Suchrichtung

Zusitzlich zur Schrittweite o ist die Bestimmung der Suchrichtung s* von elementarer
Bedeutung, um den néchsten Iterationspunkt

! = b aFs (3.25)

mit einem moglichst groffen Abstieg in der Kostenfunktion f zu bestimmen. Dabei exis-
tieren unterschiedliche Verfahren zur Bestimmung der Suchrichtung s*, die sich hinsicht-
lich Genauigkeit, Konvergenzgeschwindigkeit und Rechenaufwand unterscheiden. Dieser
Abschnitt stellt einige der bekanntesten Verfahren erster und zweiter Ordnung vor, also
Verfahren, die Informationen iiber den Gradienten V f, bzw. zusétzlich noch iiber die Hes-
sematrix V2 f verwenden.Fiir Verfahren nullter Ordnung, die lediglich die Kostenfunktion
f an sich verwenden, sei auf Abschnitt 3.4.2 verwiesen.

3.3.3.1 Gradientenverfahren

Die einfachste Methode, um eine Suchrichtung zu bestimmen, besteht darin, den negativen
Gradienten an der Stelle ¥ zu verwenden,

s = -Vf(x"), (3.26)

weshalb dieses Verfahren auch Gradientenverfahren genannt wird. Es ist leicht zu veri-
fizieren, dass die Ungleichung (3.18) fiir nicht-stationire Punkte (Vf(x*) # 0) erfiillt
ist:

= V(@) V(") = ~[|[Vf(")* <0. (3.27)

Da der negative Gradient die Ungleichung (3.18) minimiert, spricht man von der Richtung
des steilsten Abstiegs (Englisch: steepest descent). Der Gradient steht dabei orthogonal
zu der Hohenlinie f(x*) = konst., die durch den Punkt x* verlduft (Abbildungen 3.6 und
3.7).

Wenn ein Problem gut konditioniert ist (z.B. f(x) = 2% + 23), zeigt der negative Gra-
dient in die Richtung des Minimums x*, siche Abbildung 3.6. In diesem Fall konvergiert
das Gradientenverfahren schnell zur optimalen Losung. Wenn andererseits das Problem
schlecht konditioniert ist und der negative Gradient nicht in die Ndhe des Minimums x*
weist, konvergiert das Gradientenverfahren sehr langsam, wie in Abbildung 3.7 dargestellt
ist. Dies wird auch aus dem folgendem Satz deutlich:
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A T2 y =

Z

Abbildung 3.6: Beispiel eines gut kon-  Abbildung 3.7: Beispiel eines schlecht konditio-
ditionierten Problems fiir das Gradien-  nierten Problems fiir das Gradientenverfahren.
tenverfahren.

Satz 3.4 (Konvergenzrate des Gradientenverfahrens)
Fiir quadratische Funktionen f(x) = %wTQ:B +b'x + ¢ mit positiv definiter Matriz Q
konvergiert das Gradientenverfahren bei exakter Losung des Liniensuchproblems (3.20)

gemdpf
k—1

Fa - g < (B57) e - fe)], k=3 )

wobet Apin und Amax der kleinste und grofite Eigenwert von Q sind.

Die Zahl k stellt die spektrale Konditionszahl der Matrix @ dar und beeinflusst direkt die
Konvergenzgeschwindigkeit, wie in der folgenden Aufgabe untersucht werden soll.

Aufgabe 3.1 Untersuchen Sie die Konvergenzrate (3.28) des Gradientenverfahrens fir
das quadratisches Problem

min f(z) = = (:”1 ;IT)Q + Ly — a2 (3.29)

xcR? 2 2

mit den Werten a =1 und a =5 (siehe Abbildung 3.6 und 3.7).

Die Vor— und Nachteile des Gradientenverfahrens sind im Folgenden zusammengefasst:

+ grofBlerer Konvergenzbereich als beim Newton—Verfahren
(V2f(z*) > 0 nicht erforderlich)

+ einfaches Verfahren
— langsame Konvergenz bei schlecht konditionierten / schlecht skalierten Problemen

— begrenzte Genauigkeit (Verfahren erster Ordnung)
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3.3.3.2 Konjugierte—Gradienten—Verfahren

Das Konjugierte—Gradienten—Verfahren ist eine bedeutende Alternative zum herkémmli-
chen Gradientenverfahren, da der Rechenaufwand nicht viel hoher ist, die Effizienz und
Konvergenzeigenschaften aber deutlich besser sind als beim Gradientenverfahren.

Das Konjugierte-Gradienten—Verfahren niitzt Informationen des vorherigen Schrittes aus,
um die Suchrichtung s* zu bestimmen:

s’ = -Vf(z) (3.30a)
s* = —Vf(zF) + prstt. (3.30b)

Der Start des Verfahrens erfolgt mit dem steilsten Abstieg —V f(2?), withrend bei al-
len weiteren Schritten gemafl (3.30b) ein Korrekturterm in Abhéngigkeit der vorherigen
Suchrichtung s*~! dazukommt. Der Faktor $* wird durch die Beziehung
\V4 k\||2
IV f (1]
aktualisiert, die von Fletcher und Reeves vorgeschlagen wurde. Weitere Formeln sind in
den am Ende des Kapitels aufgelisteten Textbiichern angegeben.

Konjugierte-Gradienten—Verfahren verzichten prinzipiell auf aufwendige Matrixoperatio-
nen und sind somit gut auf grofle Probleme anwendbar, bei denen auf Speichereffizienz
geachtet werden muss. Des Weiteren kann gezeigt werden, dass bei quadratischen Proble-
men der Form

1
flx) = EmTva+bev+c, xcR"

mit positiv definiter Hessematrix @ und exakter Losung des Liniensuchproblems (3.20)
das Konjugierte-Gradienten—Verfahren nach héchstens n Iterationen konvergiert.

Aufgabe 3.2 Verifizieren Sie, dass das Konjugierte—Gradienten—Verfahren tatsdchlich
eine Abstiegsrichtung s* liefert, die die Ungleichung (3.18) erfiillt.

3.3.3.3 Newton—Verfahren

Ein Sonderfall des Liniensuchverfahrens liegt vor, wenn die Suchrichtung s* so gewihlt
wird, dass die Iterationsvorschrift ! = z* 4+ o*s* dem Newton-Verfahren entspricht.
In diesem Fall spricht man von der Newton-Richtung s*.

Zunichst wird die Kostenfunktion f(x) = f(z* + s) an der Stelle * durch ein quadra-
tisches Modell

m*(s) = f(z") + Vf(z")"s + %STVQf(a:k) s (3.32)

approximiert, fiir das das Minimum s gesucht wird. Durch Ableitung von (3.32) nach s*
ergibt sich
Vix") + V2 f(x*¥)s=0. (3.33)

Unter der Annahme, dass V2 f(x*) positiv definit ist, lautet die Newton—Richtung s* = s
an der Stelle 2* somit

st = —[V2f(x")] T V(). (3.34)
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L T2 Hohenlinien
f(x) = konst.

Abbildung 3.8: Veranschaulichung der Newton-Richtung s* im Vergleich zur steilsten
Abstiegsrichtung —V f(z*).

Des Weiteren ist leicht zu iiberpriifen, dass die Ungleichung (3.18)
ViahTs" = -V (@ T[V2f(z")] " V(") <0. (3.35)

stets erfiillt ist, da fiir positiv definite V2f (") die Inverse ebenfalls positiv definit ist.

Mit Hilfe der Newton—Richtung (3.34) ergibt sich der neue Iterationspunkt z*™! = x* +
s*, was einer “natiirlichen” Schrittweite af = 1 fiir die Iterationsvorschrift (3.25) des
Liniensuchverfahren entspricht. Die meisten Varianten des Newton—Verfahrens verwenden
deshalb standardmiiflig eine Schrittlinge von of = 1, die lediglich reduziert wird, wenn

der Abstieg in der Kostenfunktion f(z*™!) unterhalb einer Schranke liegt.

Das Newton—Verfahren ist ein Verfahren zweiter Ordnung, da die Approximation (3.32)
die Fehlerordnung O(||s||?) besitzt. Es ist zuverlissig und auch fiir hoch-dimensionale
Systeme gut geeignet, wenn die quadratische Approximation der Funktion f an der Stelle
2" hinreichend genau ist. Abbildung 3.8 illustriert die quadratische Approximationsgiite
des Newton—Verfahrens im Vergleich zur steilsten Abstiegsrichtung —V f des Gradienten-
verfahren.

Aufgabe 3.3 Zeigen Sie, dass das Newton—Verfahren fiir quadratische Probleme

1
m%{n émTQw +b'x+c (Q positiv definit) (3.36)
zeR™

unabhdingig vom Startpunkt ° innerhalb von einem Iterationsschritt konvergiert.

Die Vor— und Nachteile des Newton—Verfahrens sind im Folgenden zusammengefasst:

+ quadratische Konvergenz in der Nahe von «* (innerhalb weniger Iterationen)
+ hohe Genauigkeit (Verfahren zweiter Ordnung)
— nur lokale Konvergenz (V2 f(x) > 0 im Allg. nicht fiir alle & gewihrleistet)

— aufwendige Berechnung der Hessematrix V2 f, insbesondere bei grofien Problemen
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Um globale Konvergenz des Newton—Verfahrens zu erreichen, gibt es verschiedene Ansétze,
die die Positiv—Definitheit der Hessematrix gewéhrleisten (z.B. durch Modifikationen), auf
die an dieser Stelle aber nicht néher eingegangen wird.

Die aufwendige Berechnung der Hessematrix V2 f kann durch Approximationen (z.B. finite
Differenzen) oder Quasi—-Newton—Verfahren vermieden werden, wie im néchsten Abschnitt
beschrieben wird.

3.3.3.4 Quasi—-Newton—Verfahren

Quasi—Newton—Verfahren stellen eine attraktive Alternative zum reinen Newton—Verfahren
dar, da sie die aufwendige Berechnung der Hessematrix V2 f und ihrer Inversen vermeiden.

Statt dessen wird die Hessematrix approximiert und wahrend der einzelnen Iterationen

aktualisiert. Dazu werden Informationen iiber die Gradienten an den einzelnen Iterations-

punkten ausgeniitzt, die Informationen iiber die zweite Ableitung entlang der Suchrichtung

liefern.

Um dieses Vorgehen zu illustrieren, wird der Gradient Vf an der Stelle * durch ein
lineares Modell approximiert:

Vf(xh+ s) = Vf(x") + V2f(z")s. (3.37)

k=1 _ gk ergibt sich somit eine Approximationsgleichung fiir

k—1.

Fiir hinreichend kleine s = «
den Gradienten am vorherigen Iterationspunkt a

Vi) = V(b + Vif(xh) (=" — 2F). (3.38)

Aus diesem Zusammenhang wird ersichtlich, dass die Hessematrix an dem Punkt «* durch
eine Matrix H* ~ V2f (*) angeniihert werden kann, die die folgende sogenannte Sekan-
tengleichung erfiillen muss:

HY(zF — 2" = Vf(x") — V(). (3.39)

Da es sich hierbei um ein unterbestimmtes Problem handelt (H* hat n? Elemente, aber
(3.39) nur n Gleichungen), werden typischerweise weitere Bedingungen an H" gestellt,
z.B. Symmetrie und minimale Differenz zwischen H" und H"™'. Diese zusitzliche Bedin-
gungen lassen sich zusammen mit (3.39) in einem Optimierungsproblem fiir H* formulie-
ren, dass analytisch gelost werden kann.

Eine der bekanntesten Formeln zur Aktualisierung von H¥ ist die sogenannte BFGS-
Formel (nach Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shanno)

Hk B H]ffl B Hk—ldk(dk)THk—l yk(yk)T 340
- (dk)THkildk + (dk)T k ( : )
Y
mit den Abkiirzungen
d' =a* — 2" yF =V f(xh) - Vi), (3.41)

Die Initialisierung des Quasi-Newon—Verfahrens an der Stelle 2 erfolgt iiber eine positiv
definite Schitzung H° ~ V2f(x) oder im einfachsten Fall mit Hilfe der Einheitsmatrix
H’=1I
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Da ein NewtonVerfahren die inverse Hessematrix benétigt, um die Suchrichtung s* zu
berechnen, siehe (3.34), ist es oft sinnvoller, anstelle von H * eine Approximation der inver-
sen Hessematrix B¥ = (H")~! zu bestimmen. Die zu der BFGS-Formel (3.40) dquivalente
Formel lautet

B' = [I - Pkdk(yk)T] B [I - Pkyk(dk)T] +ptdMdn)T, P = (’C)—Tdk (3.42)
Y
Somit ergibt sich analog zur Newton—Richtung (3.34) die Suchrichtung
s = —B*V f(z"). (3.43)

Quasi—Newton—Verfahren zeichnen sich durch eine schnelle Konvergenz aus, erreichen
aber in der Regel nicht die Konvergenzgeschwindigkeit des reinen Newton—Verfahrens.
Dafiir sind die Vektor-Matrizen-Multiplikationen zur Berechnung von H* bzw. B* deut-
lich schneller auszufithren als die Berechnung der Hessematrix V2f und ihrer Inversen
in (3.34).

Ein weiterer Vorteil gegeniiber dem Newton—Verfahren ist, dass Singularititsprobleme
theoretisch nicht auftreten konnen, da zumindest bei exakter Losung des Liniensuchpro-
blems (3.20) die Positiv-Definitheit von H* bzw. B* gewihrleistet ist.

Ahnlich wie bei den Konjugierten-Gradienten—Verfahren kann gezeigt werden, dass Quasi—
Newton—Verfahren bei quadratischen Problemen

1
flx) = QwTQw—irbT:z:—l—c, xzecR"
mit positiv definiter Hessematrix @ und exakter Losung des Liniensuchproblems (3.20)
nach hochstens n Iterationen konvergieren.

3.4 Weitere numerische Verfahren

In Folgenden werden weitere Verfahren zur numerischen Losung von unbeschrankten Op-
timierungsproblemen vorgestellt. Die Methode der Vertrauensbereiche besitzt Ahnlichkeit
zu den Liniensuchverfahren im vorherigen Abschnitt, wiahrend direkte Suchverfahren ohne
die Auswertung von Gradienten auskommen.

3.4.1 Methode der Vertrauensbereiche

Im Gegensatz zu den Liniensuchverfahren in Abschnitt 3.3 konstruiert die Methode der
Vertrauensbereiche (Englisch: trust region method) ein lokales vereinfachtes Modell m*(s) a
f(x*) der Kostenfunktion f(x*) an der Stelle ¥, dass anstelle des urspriinglichen Opti-
mierungsproblems (3.1) gelost wird:
Hr‘r‘linkmk(s) mit m"(s) ~ f(z) fiir ||s|| < A", (3.44)
s||I<A
Da das Modell m*(s) in der Regel nur lokal (fiir hinreichend kleine s) genau ist, wird die
Suche nach dem Minimum von m*(s) auf einen Vertrauensbereich ||s|| < A* beschriinkt.
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Das Naherungsmodell m* wird im Allgemeinen durch eine quadratische Funktion der
Form

m(s) = %STH’“ s+ Vfxh)Ts+ f(z"). (3.45)

angesetzt, wobei die Matrix H* entweder durch die Hessematrix V2 f(2*) oder eine Ap-
proximation davon gegeben ist. Die Losung s des neuen Optimierungsproblems (3.44)
fiihrt zu einem “Kandidaten” fiir den niichsten Punkt z**! = x* 4+ s*. Falls der ent-
sprechende Funktionswert f(z"™) nicht zu einer hinreichenden Reduktion des vorherigen
Kostenfunktionswertes f(x*) fiihrt, wird der Vertrauensbereich A* verkleinert und (3.45)
erneut gelost.

Wiihrend jeder dieser Iterationen mit abnehmendem Vertrauensbereich A* wird der Ab-
stand zwischen ¥ und dem neuen Kandidaten £**! kleiner werden und s* in der Regel in
eine andere Richtung weisen. Somit unterscheidet sich die Methode der Vertrauensberei-
che von den bisherigen Liniensuchverfahren in der Art und Weise, wie die Richtung und
Schrittweite zum néchsten Iterationspunkt gewéhlt wird:

e Liniensuchverfahren fixieren die Suchrichtung s* und bestimmen dann eine geeignete
Schrittweite o*.

e In der Methode der Vertrauensbereiche wird zunéchst ein maximaler Vertrauensbe-
reich A* gewiithlt und dann simultan die geeignete Richtung und Abstand (also s*)
zum nichsten Iterationspunkt ¥+ bestimmt. Gegebenenfalls wird der Vertrauens-
bereich verkleinert und die Suche wiederholt.

Der Vertrauensbereich A* wird in jedem Iterationsschritt in Abhéngigkeit der Uberein-
stimmung des Modells m* und der Kostenfunktion f angepasst. Dazu wird das Verhéltnis

f(®*) — f(a* + %)

k(ghy —
P = @) — i)

(3.46)

eingefiihrt, das ein Maf3 fiir die Modellgiite darstellt. Der Zahlerterm bezeichnet den tat-
sdchlichen Abstieg in der Kostenfunktion, wihrend der Nennerterm den pradizierten Ab-
stieg wiedergibt. Fiir p* ~ 1 besteht eine gute Ubereinstimmung zwischen Modell und
Realitiit in dem momentanen Iterationsschritt, so dass der Vertrauensbereich A* im n#chs-
ten Schritt vergroBert werden kann. Falls stattdessen p* << 1 gilt, sollte A* im nichsten
Schritt reduziert werden. Der grundlegende Algorithmus fiir die Methode der Vertrauens-
bereiche ist in Tabelle 3.4 angegeben.
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Initialisierung: A A% € (0,A) (Vertrauensbereich: Grenz— & Startwert)
neloq) (Parameter)
k<« 0 (Iterationsindex)
€z, Ef (Abbruchkriterien)
repeat
mk(s) + (3.45) (Modell)
s* < argmin {m"(s) : ||s|]| < A¥}  (evtl. approximativ geldst)
Pk« (3.46) (Modellgiite)
if pf < i do
AR 2AF (Reduktion)
else if p* > 2 and ||s"|| = A" do
AR min{2AF A} (VergroBerung)
else
Ak+1 — Ak
end if
if p* >1n do
bt gk + gk (néchster Schritt)
H « HY . (Aktualisierung der Hessematrix)
else
xhtt — xk (Schritt mit A*! < Ak wiederholen)
end if
k<« k+1

until ||z% — 2" 71|| <&, or |f(z") — f(zF )| <&

Tabelle 3.4: Methode der Vertrauensbereiche.

3.4.2 Direkte Suchverfahren

Die vorhergegangenen sogenannten ableitungsbehafteten Losungsverfahren verwendeten
Informationen der Gradienten V f (und der Hessematrix V2 f falls verfiighar), um mittels
einer Iterationsvorschrift einen neuen Punkt 2**! zu bestimmen, der einen hinreichenden
Abstieg in der Kostenfunktion f(z*t1) < f(z*) ermdglicht.

Allerdings sind in manchen praktischen Féllen die partiellen Ableitungen nicht verfiigbar
bzw. kénnen nicht approximiert oder mit vertretbarem Aufwand berechnet werden, da das
betrachtete Problem zu komplex bzw. nicht stetig differenzierbar ist. Abhilfe verschaffen
in diesem Fall sogenannte direkte oder ableitungsfreie Suchverfahren, die mit Hilfe von
Stichproben eine Reihe von Funktionswerten berechnen, um daraus einen neuen Iterati-
onspunkt ¥+ zu bestimmen.

Eines der bekanntesten und gleichzeitig einfachsten Verfahren in der nichtlinearen Op-
timierung ist das Simplex—Verfahren nach Nelder und Mead.? Der Algorithmus basiert
auf einem Simplez im n—dimensionalen Parameterraum, das aus n 4+ 1 Punkten ¢, i =
1,...,n+ 1 aufgespannt wird (k ist der Iterationsindex). Fiir n = 1 ist dies eine Gerade,

2 Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass sich das Simplex—Verfahren nach Nelder und Mead grund-
sétzlich vom Simplex—Algorithmus in der Linearen Programmierung unterscheidet, der von G. Danzig
eingefithrt wurde!
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fiir n = 2 ein Dreieck, usw.

Fiir die n + 1 Punkte *' des Simplex werden die Funktionswerte f(z"*?) berechnet und
der Grofle nach umsortiert, so dass sich die aufsteigende Folge

fahh) < f(ah?) <o < fahm) (3.47)

ergibt. Der Algorithmus ersetzt dann den “schlechtesten” Punkt 2*"*! durch einen neuen
Punkt nach der Geradengleichung

gla) = ¥ + a(z" — 2" (3.48)

in Abhingigkeit eines Parameters a. Der Punkt &* stellt den Mittelpunkt (bzw. Schwer-
punkt) des restlichen Simplex dar:

1 & ,
zh == ot (3.49)
=1

n <

Das Simplex—Verfahren verwendet verschiedene Abbildungen mittels der Geradenglei-
chung (3.48), um ein geeignetes neues Simplex zu finden: Reflexion, Expansion, inne-
re/dufSere Kontraktion und Schrumpfung.

a) Reflexion (siehe Abbildung 3.9a):
Bestimme den Reflexionspunkt ¥ = ¢(1) und f* = f(z*).
Falls f(x"') < fF < f(xPn), setze &P+ = k.

b) Expansion (siche Abbildung 3.9b):
Falls f¥ < f(z®!), berechne ¥ = ¢(2) und f* = f(z¥).
Falls f* < f* setze *"*1 = z*. Andernfalls setze z*"+1 = z*

re

c) duBlere Kontraktion (siehe Abbildung 3.9¢):
Falls f(z"") < f* < f(x""), berechne ¥ = ¢(1/2) und f¥ = f(xF).
Falls f* < fk setze "' = ¥ Andernfalls gehe zu Schritt e).

d) innere Kontraktion (siche Abbildung 3.9d):
Falls f* > f(x®"1), berechne * = g(—1/2) und f* = f(xF).
Falls fF < f(aF"*1), setze *"*! = x¥. Andernfalls gehe zu Schritt e).

e) Schrumpfung (sieche Abbildung 3.9e):
Komprimiere den Simplex um den “besten” Punkt !
xhi = ght — (gl — k), i =2, n+ 1.

Der Algorithmus und die einzelnen Simplexoperationen sind in Tabelle 3.5 und in Ab-
bildung 3.9 dargestellt. Das Simplex—Verfahren wird iterativ fortgesetzt, bis ein Konver-
genzkriterium erfiillt ist. Der Simplex wandert dabei in Richtung des Optimums und zieht
sich zusammen. Allerdings ist die Konvergenz nicht garantiert und es kann vorkommen,
dass das Simplex—Verfahrens zu einem nicht-optimalen Punkt konvergiert. 3 In der Praxis
fithrt das Simplex—Verfahren aber hiufig zu guten Ergebnissen, wenn auch nur mit méfig
schneller Konvergenz. Aufgrund der Robustheit und des einfachen Algorithmus ist es ein
gebrauchliches Optimierungsverfahren.

3 In diesem Fall kann versucht werden, den Algorithmus mit einem neuen Simplex an der letzten Stelle
neu zu starten.
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I T
! 2 k! k2
k
w'r‘
a) Reflexion b) Expansion
23 k3
il k2 U k2
k
:BC
¢) duBere Kontraktion d) innere Kontraktion e) Schrumpfung

Abbildung 3.9: Operationen des Simplex—Verfahrens nach Nelder und Mead.

Initialisierung: & < 0 (lterationsindex)

£ (Abbruchkriterium)
repeat
Sortierung (3.47)
xF + (3.49) (Mittelpunkt)
kol

Austausch von x (Reflexion /Expansion/Kontraktion)
bzw. von %% i =2 ....,n+1 (Schrumpfung)

k<« k+1
until f(zh" ) — f(zh!) <e

Tabelle 3.5: Simplex—Verfahren nach Nelder und Mead.
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3.5 Beispiel: Rosenbrock’s “Bananenfunktion”

Ein bekanntes Beispiel in der Optimierung ist das Rosenbrock—Problem

min f(x) mit f(xz) = 100(zy — 23)? + (z; — 1)2. (3.50)

xcR?

Abbildung 3.10 zeigt das Profil und die Hohenlinien der Funktion, die auch als Bana-
nenfunktion bezeichnet wird. Das Rosenbrock—Problem soll als Beispiel verwendet wer-
den, um die Konvergenzeigenschaften der behandelten Verfahren numerisch mit Hilfe von
MATLAB zu untersuchen.

-1.5 . ! ! ! !
/ \ @& Héhenlinie 20,
1400 O)/\/ \ © Minimum 2
A S

12004\ / a
10004 k

800

g
&

o
/V/oe

%0
o

600
400
200

Abbildung 3.10: Profil und Hohenlinien von Rosenbrock’s Bananenfunktion.

Aufgabe 3.4 Verifizieren Sie, dass der Punkt =* = [1,1]7 ein Minimum darstellt. Ist
das Minimum x* global und eindeutig? Sind die Funktion f(x) und das Optimierungspro-
blem (3.50) konvex?

Zur Losung von unbeschriankten Optimierungsproblemen stellt die Optimization Toolbox
von MATLAB die folgenden Funktionen zur Verfiigung

e fminunc: Liniensuche: Gradientenverfahren, Quasi—-Newton—Verfahren
Methode der Vertrauensbereiche: Newton—Verfahren
e fminsearch: Simplex—Verfahren nach Nelder-Mead.

Eine empfehlenswerte Alternative ist die frei zugéngliche MATLAB-Funktion minFunc [5],
die eine grofle Auswahl an Liniensuchverfahren bietet. Tabelle 3.6 zeigt einige Vergleichs-
daten fir die numerische Losung des Rosenbrock—Problems (ausgehend vom Startwert
' = [-1,—1]7), die mit Hilfe von fminunc, fminsearch und minFunc berechnet wurden.

Abbildung 3.11 stellt zusétzlich die Iterationsverldufe fiir die Verfahren dar, die unter
fminunc und fminsearch implementiert sind. Der Vollstdndigkeit halber ist in Abbildung
3.13 am Ende des Kapitels der MATLAB-Code fiir das Rosenbrock-Problem (3.50) an-
gegeben, um zu verdeutlichen, wie die einzelnen Optimierungsverfahren mit fminunc und
fminsearch angesprochen werden kénnen.
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Verfahren Funktion  Iter. f(x®) Vf(z*) Funktionsaufrufe:

f®) Vi@) Vf(z)
LS: Gradientenverfahren fminunc 57 0.1232 1.1978 200 200 -
LS: Konj.—Grad.—Verf. minFunc 31 4.1-107Y7 6.9-1079 91 90 -
LS: Newton—Verfahren minFunc 21 3.5-107'7 3.5-1078 29 28 24
LS: Quasi-Newton (BFGS) fminunc 23 54-107'2 9.2.107° 29 29 -
VB: Newton—Verfahren fminunc 25 2.2-107'% 21.1078 26 26 26
Nelder-Mead Simplex—Verf. fminsearch 67 5.3-1071° - 125 - -

Tabelle 3.6: Vergleich der numerischen Verfahren fiir das Rosenbrock—Problem
(LS=Liniensuche, VB=Methode der Vertrauensbereiche).

1400+,
\

1200
1000
800
600
400
200

1400,
\

1200
1000

Liniensuche: Gradientenverfahren

1400+

1200
1000
800
600
400
200

1400

1200
1000

Liniensuche: Quasi—-Newton-Verfahren

Abbildung 3.11: Rosenbrock’s Bananenfunktion: Vergleich der numerischen Verfahren mit
fminunc und fminsearch.
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Abbildung 3.12: Darstellung der Iterationen des Gradientenverfahrens.

Beim Gradientenverfahren fillt die langsame Konvergenz auf, da auch nach dem Erreichen
der maximalen Anzahl an Funktionsauswertungen (200) das Minimum noch nicht erreicht
ist. In Abbildung 3.12 ist der Iterationsverlauf des Gradientenverfahrens noch einmal
detailliert iber die Hohenlinien der Rosenbrock—Funktion (3.50) dargestellt. Erkennbar
ist, dass sich das Gradientenverfahren an der maximalen Abstiegsrichtung orientiert, die
senkrecht zu der jeweiligen Hohenlinie verlduft. In Richtung des Minimums werden die
[terationsschritte immer kleiner. Die niedrige Konvergenzgeschwindigkeit wurde bereits in
Abbildung 3.7 veranschaulicht und soll in der folgenden Aufgabe néher untersucht werden:

Aufgabe 3.5 Berechnen Sie fiir das Minimum x* = [1,1]7 des Rosenbrock—Problems
(3.50) die Konvergenzrate des Gradientenverfahrens gemdfl Satz 3.4.

Das Konvergenzverhalten des Quasi-Newton—Verfahrens in Abbildung 3.11 ist wesentlich
besser als beim Gradientenverfahren. Das Newton—Verfahren (Methode der Vertrauens-
bereiche) in Abbildung 3.11 startet zunichst in die “falsche” Richtung, was durch die
quadratische Approximation (3.45) am Startpunkt x® = [—1,1]7 zu erkldren ist, dessen
Minimum in der Néhe von @ ~ [—1,1]7 liegt. Allerdings sind die einzelnen Schritte ent-
lang des Tales der Rosenbrock—Funktion deutlich gréfler, da das Newton—Verfahren die
Hessematrix explizit verwendet und nicht auf eine Approximation angewiesen ist wie im
Fall des Quasi-Newton—Verfahrens.

Zusétzlich sind in Tabelle 3.6 und Abbildung 3.11 die Ergebnisse fiir das Simplex—Verfahren
von Nelder—-Mead angegeben, die mit der MATLAB—Funktion fminsearch erzielt wurden.
Allerdings bietet die Grafikausgabe unter fminsearch nicht die Moglichkeit, die einzelnen
Simplexe darzustellen. In der nidchsten Aufgabe soll das Simplex—Verfahren deshalb néaher
untersucht werden, um einen Eindruck von den Simplex—Operationen und der Robustheit
des Verfahrens zu erhalten.
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Aufgabe 3.6 Schreiben Sie eine MATLAB—Funktion, die das Rosenbrock—Problem (3.50)
mit Hilfe des Simplex—Verfahrens nach Nelder—Mead numerisch lost (siehe Abschnitt
3.4.2). Konstruieren Sie den ersten Simplex mit dem Eckpunkten

O o RTINS PON | IR

in Abhdngigkeit der Seitenlinge s = 1. Verwenden Sie fir die Abbruchbedingung in Ta-
belle 3.5 die Schranke ¢ = 10™° und vergleichen Sie Ihre Ergebnisse mit den fminsearch—
FErgebnissen in Tabelle 3.6. Stellen Sie die Simplexe aus den einzelnen Iterationen grafisch
dar. Untersuchen Sie die Robustheit und das Konvergenzverhalten des Simplex—Verfahrens
fiir verschiedene Seitenlingen s des Startsimplex und unterschiedliche Startpunkte x®*.

Aufgabe 3.7 (Zusatzaufgabe) Schreiben Sie eine MATLAB—Funktion, die das Rosen-
brock—Problem (3.50) mit Hilfe des Newton—Verfahrens (Liniensuche) ldst, siche Abschnitt
3.3.8.8. Verwenden Sie zur Bestimmung der Schrittweite o das Backtracking—Verfahren
mit dem Startwert o = 1 und der Armijo—Bedingung (3.21)

f(xF + a¥s?) < f(ab) + iV f(2")T s (3.52)

als Abbruchkriterium fiir die Schrittweitenbestimmung. Vergleichen Sie die Konvergenz-
ergebnisse mit den Werten in Tabelle 3.6. Stellen Sie die einzelnen Iterationen grafisch
dar und variieren Sie die Startpunkte V.

Literatur
[1] S. Boyd und L. Vandenberghe. Convex Optimization. Cambridge University Press,
2004.

[2] C.T. Kelley. [Iterative Methods for Optimization. Society for Industrial and Applied
Mathematics (STAM), 1999.

[3] J. Nocedal und S.J. Wright. Numerical Optimization. Springer, 2006.
[4] M. Papageorgiou. Optimierung. Oldenbourg Verlag, 1991.

[5] Mark Schmidt. minFunc (MATLAB-Funktion zur Losung unbeschréankter Optimie-
rungsprobleme). University of British Columbia, Vancouver, Kanada. Erhéltlich unter
http://www.cs.ubc.ca/ " schmidtm/Software/minFunc.html.
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function Xopt = rosenbrock_problem(Xinit,methodQ)
%
% Xinit: Startpunkt

% methodQ: 1 - Liniensuche: Gradientenverfahren

% 2 - Liniensuche: Quasi-Newton

% 3 - Methode der Vertrauensbereiche: Newton-Verfahren

% 4 - Nelder-Mead Simplex-Verfahren

global old

old = [Xinit; rosenbrock(Xinit)];

opt = optimset(’Display’,’iter’,’PlotFcns’,@plot_iterates); % Optionen fiir Ausgabe

switch methodQ

case 1, % Liniensuche: Gradientenverfahren
opt = optimset(opt,’LargeScale’,’off’, ’HessUpdate’,’steepdesc’,’Grad0bj’,’on’);
case 2, % Liniensuche: Quasi-Newton
opt = optimset(opt,’LargeScale’,’off’, ’HessUpdate’,’bfgs’,’Grad0bj’,’on’);
case 3, % Methode der Vertrauensbereiche: Newton-Verfahren
opt = optimset(opt,’LargeScale’,’on’, ’Hessian’,’on’,’Grad0bj’,’on’);
end
if methodQ<4, Xopt = fminunc(@rosenbrock,Xinit,opt); % numerische Losung mit
else Xopt = fminsearch(@rosenbrock,Xinit,opt); % fminunc oder finsearch
end

function [f, grad, H] = rosenbrock(x)
%
grad = {}; H = {};
f = 100%x(x(2)-x(1)"2)"2 + (x(1)-1)"2; % Rosenbrock-Funktion
if nargout>1, % falls Gradient angefordert wird
grad = [ -400*(x(2)-x(1)"2)*x(1)+2x(x(1)-1);
200*(x(2)-x(1)"2) 1;

end
if nargout>2, % falls Hessematrix angefordert wird
H = [ -400%(x(2)-3%x(1)"2)+2, -400*x (1) ;
-400*x (1), 200 1;
end

function stop = plot_iterates(x,info,state)

%

global old

f = rosenbrock(x);

switch state % Grafische Ausgabe:
case ’init’, % Initialisierung
plot_surface(x,f);

case ’iter’, % Iterationen
plot3([old(1),x(1)], [01d(2),x(2)], [01d(3),f],’b-0’, ’LineWidth’,1);

case ’domne’, % nach letzter Iteration
plot3(x(1),x(2),f,’go’,’LineWidth’,5);

end

stop = false; % kein Abbruchkriterium

old = [x;f];

function plot_surface(x,f)
%
[X1,X2] = meshgrid(-1.5:0.15:1.5); % 3D-Profil von

F = 100*(X2-X1.72).72 + (X1-1).72; % Rosenbrock-Funktion
h = surf(X1,X2,F,’EdgeColor’,0.6%[1,1,1], ’FaceColor’, ’none’);

hold on; axis tight;

plot3(x(1),x(2),f,’ko’,’LineWidth’,5); % Startpunkt
plot3(1,1,0,’ro’,’LineWidth’,5); % optimale L&sung
xlabel(’x_1’); ylabel(’x_2’); zlabel(’f’)

set (gcf,’ToolBar’,’figure’); % figure settings

set(gca, ’Xdir’, ’reverse’,’Ydir’, ’reverse’);

Abbildung 3.13: MATLAB-Code fiir das Rosenbrock—Problem (fminunc, fminsearch).
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Kapitel 4

Statische Optimierung mit
Beschrinkungen

In diesem Kapitel werden beschrankte Optimierungsprobleme

min - f() (4.1a)
uByv. g(x)=0 i=1,...,p (4.1b)
hi(x) <0, i=1,...,q (4.1c)

mit den Gleichungs— und Ungleichungsbeschrénkungen (4.1b), (4.1c) betrachtet. Die not-
wendigen und hinreichenden Optimalitdtsbedingungen des unbeschrinkten Falls (Kapi-
tel 3) miissen dafiir entsprechend erweitert werden.

4.1 Einfiihrende Beispiele

Zur Veranschaulichung wird Beipiel 1.2 aus Kapitel 1 verwendet und die einzelnen Be-
schrankungen (1.10)—(1.12) sukzessive betrachtet, um die Erweiterungen gegeniiber dem
unbeschrankten Fall sowie die Unterschiede zwischen Gleichungs— und Ungleichungsbe-
schrankungen herzuleiten.

4.1.1 Eine Gleichungsbeschrinkung

Beispiel 4.1 Betrachtet wird das Optimierungsproblem (1.9) mit der Gleichungsbeschrin-
kung (1.10):

;ré]er% f(x) = (21 — 2)? + (25 — 1)? (4.2a)
uwBv. g(x)=2—22,=0. (4.2b)

Abbildung 4.1 stellt die Gerade g(x) = 0 und Hohenlinien von f(x) dar. Da optimale
Punkte x* auf der Geraden g(x) = 0 liegen miissen, existieren z.B. fir die Hohenlinie
f(x) = 4 zwei Schnittpunkte. Es ist direkt ersichtlich, dass fir Hohenlinien mit f(x) < 4

45
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Optimum:
z* =1[0.8,1.6]"

f(z)

|
T
/ 1 —2— 3 /xl

Abbildung 4.1: Veranschaulichung von Beispiel 4.1 mit einer Gleichungsbeschrinkung.

die Schnittpunkte dichter zusammen wandern und schlieflich zum Minimum
" =[08,16]", f(z*)=18 (4.3)
fiihren. Fine wichtige Rolle spielen dabei die Gradienten der Funktionen f(x) und g(x)

V(z) = Bg;m . Vgla) - [—12} | (4.4)

Bei allen nicht-optimalen Punkten auf der Gerade g(x) = 0 ist V f nicht kollinear zu Vg,
d.h. es existiert eine Komponente von —V f (maximale Abstiegsrichtung) in Richtung
der Geraden g(x) = 0, die zu einer Abnahme der Kostenfunktion f unter FEinhaltung
der Gleichungsbeschrinkung g(x) = 0 fiihrt. Am optimalen Punkt x* sind dagegen die

Gradientenvektoren
. —24 . —2
Vf(a:):{1.2} , Vg(a:):[l} (4.5)

kollinear, d.h., es gilt V f(x*)||Vg(x*) bzw.
0=Vf(x")+ A" Vg(z*) mit N\ =-12. (4.6)

Das Ergebnis des Beispiels kann mit Hilfe der Lagrange—Funktion
L(z, ) = f(z) + Ag(x) (4.7)

verallgemeinert werden. Dabei wird die Gleichungsbeschrinkung mit Hilfe eines Lagrange—
Multiplikators A zu der Kostenfunktion f(x) addiert. Die Kollinearitét der Gradienten V f
und Vg an einem optimalen Punkt &* ergibt sich dann aus der Stationaritdtsbedingung

VoL(z*, \) = Vf(z") + N Vg(z*) = 0. (4.8)

Zusammen mit der Gleichungsbeschrankung g(x*) = 0 erhdlt man ein Gleichungssystem
der Ordnung n + 1 fiir die » + 1 Unbekannten * € R™ und A\* € R. Allerdings sei
angemerkt, dass es sich bei (4.8) lediglich um eine notwendige und keine hinreichende
Bedingung fiir Optimalitat handelt.

Methoden der Optimierung und optimalen Steuerung (WS 2010/2011)
@©Prof. Dr.-Ing. Knut Graichen, Institut fiir Mess—, Regel- und Mikrotechnik, Uni Ulm



4.1 Einfithrende Beispiele Seite 47

4.1.2 Eine Ungleichungsbeschrinkung

Beispiel 4.2 Anstelle der Gleichungsbeschrinkung (1.10) wird nun die Ungleichungs-
beschrinkung (1.11) betrachtet

min - f(@) = (21 = 2)"+ (@2 = 1)° (4.92)
wBv. h(x) =2, +20—2<0. (4.9b)

Abbildung 4.2 zeigt den optimalen Punkt x* = [1.5,0.5]7, der auf dem Rand der zulissigen
Menge

X,q={z € R*: h(x) <0}
liegt. Die Beschrinkung (4.9b) ist somit aktiv, d.h. h(xz*) = 0 und die Gradienten
Vf(z*) = [—1,-1]" und Vh(z*) = [1,1]7 sind kollinear am optimalen Punkt x*.

Fiir alle anderen Punkte, bei denen die Beschrinkung (4.9b) aktiv ist, existiert eine Kom-
ponente der mazimalen Abstiegsrichtung —V f in Richtung von h(x) = 0, die zu einer

Abnahme der Kostenfunktion f unter Finhaltung der aktiven Ungleichungsbeschrdankung
(4.9b) fiihrt, siehe Abbildung 4.2.

Optimum:
A2zt =1[1.5,05"

f=1

F(z*)=05

T

Abbildung 4.2: Veranschaulichung von Beispiel 4.2 mit einer Ungleichungsbeschrankung.

Eine wichtige Figenschaft an dieser Stelle ist, dass der negative Gradient —Vh einer
aktiven Ungleichungsbeschréinkung h(x) = 0 in die Richtung der zuléssigen Menge X,q
weist.

Allgemein kann eine Ungleichungsbeschrinkung h(x) < 0 wie im vorherigen Fall durch
die Lagrange—Funktion

L(z, ) = f(x) + ph(z) (4.10)
beriicksichtigt werden, wobei an dieser Stelle unterschieden werden muss, ob im optimalen

Punkt * die Beschrankung h(x) < 0 aktiv ist oder nicht. Falls h(x*) < 0 gilt, muss «*
dem unbeschrankten Minimum entsprechen, es muss also gelten

Vig(x*, ;") =Vf(x*)=0 mit p*=0. (4.11)
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Im Falle einer aktiven Beschrinkung kann h(x) = 0 als Gleichungsbeschréinkung betrach-
tet werden, d.h. die Gradienten V f und VA miissen im optimalen Punkt &* kollinear sein.
Dies kann mit Hilfe der Lagrange-Funktion (4.10) durch

VoL(z*, 1*) = Vf(x*) + u* Vh(z") = 0 (4.12)

ausgedriickt werden. Allerdings spielt an dieser Stelle das Vorzeichen des Lagrange—Multi-
plikators u* eine wichtige Rolle. Um dies zu untersuchen, wird die Funktion h(zx) in eine
Taylorreihe 1. Ordnung entwickelt:

h(x + s) = h(z) + Vh(z)"s + O(||s]|*) .

Im Falle einer aktiven Beschrénkung h(x) = 0 muss eine (hinreichend kleine) zuléssige
Richtung s die Ungleichung h(x + s) < 0 erfiillen, d.h.

Vh(z)"s <0. (4.13)
Analog dazu wird die Kostenfunktion f(x) in eine Taylorreihe entwickelt
flx+s) = f(z) +Vf(x)'s+O(s|).

Wenn der Punkt @ kein Minimum x* darstellt, muss es eine Abstiegsrichtung s mit
f(x+ s) < f(x) geben, d.h.
Vf(x)'s<0. (4.14)

Der Umkehrschluss bedeutet, dass falls * ein Minimum am Rand h(x*) = 0 darstellt, darf
es keine Richtung s geben, die beide Bedingungen (4.13), (4.14) erfiillt. Dieser Umstand
ist in Abbildung 4.3 fiir einen nicht—optimalen Punkt @ veranschaulicht.

Aus Abbildung 4.3 ist ersichtlich, dass es nur dann keine zuldssige Richtung s gibt, die
beide Ungleichungen (4.13), (4.14) erfiillt, wenn —V f und Vh in die gleiche Richtung
weisen, d.h.

—Vf(x*) = Vh(z*) mit p*>0. (4.15)

Mit anderen Worten: falls (4.15) gilt, existiert keine zulédssige Richtung s, die zu einer
Verringerung der Kostenfunktion f(x*+s) fithrt, ohne die aktive Beschrankung h(x*) = 0
zu verletzen.

Das Vorzeichen von p* ist wichtig in diesem Zusammenhang und kann anhand von Abbil-
dung 4.3 erklart werden. Falls u* < 0 wére, wiirden V f und Vh in die gleiche Richtung
weisen, und eine ganze Halbebene an zuldssigen Richtungen s wiirde entstehen, die zu
einer Abnahme von f fiihren wiirde, wéhrend die Beschrinkung h(x) < 0 eingehalten
wére.

Die Bedingungen fiir ein Minimum an der Stelle &* lassen sich wie folgt zusammenfassen:
I >0: ViL(x" pu)=0, ph(x*)=0 (4.16)

Die Gleichung p*h(x*) = 0 driickt in einer kompakten Schreibweise die Bedingung pu* = 0
im Falle einer inaktiven Beschrinkung h(x*) < 0 aus und wird als Komplementaritdtsbe-
dingung bezeichnet.
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h(z) =0 h(xz)=0

zul. Richtungen fiir

Reduktion von f: Vf(x)Ts <0
Beschr. h(z) < 0: Vh(x)Ts <0
= x nicht optimal!

zul. Richtungen fiir
Beschr. h(z) < 0: Vhi(z)Ts <0

zul. Richtungen fiir /- e
Reduktion von f: Vf(z)Ts <0

Abbildung 4.3: Geometrische Interpretation der Bedingungen (4.13) und (4.14) fiir eine
aktive Ungleichungsbeschrinkung im R2.

4.1.3 Zwei Ungleichungsbeschrinkungen

Im Folgenden sollen zwei Ungleichungsbeschréankungen betrachtet werden:

irel]iRI}L f(x) (4.17a)
uB.v. h(x) <0 (4.17b)
ha(z) < 0. (4.17¢)

Analog zum vorhergehenden Fall mit einer Beschrankung muss an Punkten x an denen
beide Beschriankungen aktiv sind, d.h. hy(x) = 0 und he(x) = 0 gilt, eine zuldssige
Richtung s die Bedingung (4.13)

Vhl(a:)Ts <0, th(:c)Ts <0 (4.18)

erfiillen. Die Bedingungen (4.18) lassen sich fiir & € R? anschaulich erkliren, da in diesem
Fall zuldssige Richtungen s in dem Kegel liegen miissen, der durch die Tangenten an die
Kurven hq(x) = 0 und hy(x) = 0 aufgespannt wird, siehe Abbildung 4.4.

Falls der Punkt @ kein Minimum darstellt, muss es Richtungen s geben, die die Abstiegs-
bedingung (4.14)
Vf(x)'s<0 (4.19)

erfiillen. Im Umkehrschluss darf an einem Minimum «* keine Richtung s existieren,
die (4.19) und (4.18) erfiillt. Dies ist genau dann der Fall, wenn der negative Gradient
—V f(x*) in den Kegel weist, der durch die Gradienten Vhy(x*) und Vhs(x*) aufgespannt
wird. Abbildung 4.4c) veranschaulicht diesen Zusammenhang fiir « € R?.

Somit muss der negative Gradient —V f(x*) an einem Minimum «* mit zwei aktiven Un-
gleichungsbeschrankungen eine positive Linearkombination der Gradienten der Beschran-
kungsfunktionen sein:

2 00 V(@) = V(@) + 15Vha(a"). (4.20)

Analog zu den vorherigen Abschnitten kénnen die notwendigen Bedingungen fiir ein lo-
kales Minimum «* wieder mit der Lagrange-Funktion

Lz, p) = f(®) + pahi (@) + poho(x),  p = [p1, pa]" (4.21)
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Vhy + zuldssige Rich- .. 3
tungen fiir hsy _vf

zuléssige Rich-

tungen fiir hy Vh zuldssige Rich-

tungen fir hy & ho

zul. Richtungen fiir
Reduktion von f: VfTs<0

Abbildung 4.4: Geometrische Interpretation der Bedingungen (4.18) und (4.19) fiir zwei
aktive Ungleichungsbeschrinkungen im R2.

angegeben werden:
Jui,ps >0 VeL(x',u")=0, pihi(x*)=0, psho(x*)=0. (4.22)

Die beiden Komplementaritdtsbedingungen in (4.22) sind erfiillt, falls entweder die ent-
sprechende Beschriankung h;(x*) < 0 aktiv oder der Lagrange-Multiplikator p; = 0 ist.

Aufgabe 4.1 Als Erweiterung von Beispiel 4.2 wird die zweite Ungleichungsbeschrin-
kung (1.12) betrachtet

min f(x) = (1 —2)* + (2 — 1)? (4.23a)

xre

uwBv. h(x)=21+22—-2<0 (4.23b)
ho(x) = 22 — 25 < 0. (4.23¢)

Berechnen Sie fiir den optimalen Punkt * = [1,1]7 die Lagrange—Multiplikatoren u, p
und tberprifen Sie die Vorzeichenbedingung (4.20) grafisch.

4.2 Optimalitdtsbedingungen

Die Ergebnisse aus dem vorherigen Abschnitt lassen sich auf den allgemeinen Fall

min f(x) (4.24a)
uBwv. g(x)=0, i=1,...,p (4.24Db)
hi(x) <0, i=1,...,q (4.24¢)

mit p Gleichungs— und ¢ Ungleichungsbeschriankungen iibertragen.

4.2.1 Beschriankungsqualifikation

Aus dem betrachteten Beispiel mit der Gleichungsbeschrankung g(x) = 0 (Abschnitt 4.1.1)
ist ersichtlich, dass die n + 1 Gleichungen

g(x) =0, VL(z,\)=Vf(x)+AVg(x)=0
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zusammen betrachtet werden miissen, um den Punkt @ € R” und A € R bestimmen zu
konnen. Das Gleiche gilt auch im Falle einer aktiven Ungleichungsbeschrankung h(x) = 0,
um € R" und ¢ € R aus den Gleichungen

hMx)=0, VL(x,\pu) =Vflx)+uVh(x)=20

zu erhalten. Fiir das allgemeine Optimierungsproblem (4.24) mit p Gleichungs— und ¢ Un-
gleichungsbeschrankungen muss deshalb eine zusétzliche Annahme fiir aktive Beschréan-
kungen getroffen werden. Dafiir wird die folgende Definition verwendet:

Definition 4.1 (Menge aktiver Ungleichungsbeschrinkungen) Die Menge aktiver
Ungleichungsbeschrankungen des Optimierungsproblems (4.24) an einem Punkt x ist de-
finiert durch

A(x) ={i € {1,...,q}|hi(z) = 0}. (4.25)

Die sogenannte Beschrinkungsqualifikation (Englisch: constraint qualification) fordert,
dass die Gradienten der aktiven Ungleichungsbeschriankungen und der Gleichungsbe-
schrankungen linear unabhéngig sind

Vg(z) | :
Rang [VhA(m)(w)} =p+dim{A(x)} . (4.26)

Die vektorielle Gradientennotation Vg(x) bedeutet Vg(x) = [Vgi(x),..., Vg, (x)].
Analog dazu ist der zweite Term Vh (o) () zu verstehen, wobei die Vektorfunktion h 4(z)
die im Punkt x aktiven Ungleichungsbeschrankungen darstellt:

Die Rangbedingung (4.26) besagt, dass maximal n — p Ungleichungsbeschrankungen am
gleichen Punkt o aktiv sein diirfen. Wére dies nicht der Fall, wiirde das Gleichungssystem
bestehend aus g(x) = 0 und h ) () = 0 mehr als n Gleichungen umfassen und wére
somit iiberbestimmt.

Die Beschrinkungsqualifikation (4.26) betrifft die lineare Unabhéngigkeit der aktiven Be-
schrankungen und ist die gebrduchlichste Bedingung dieser Art in der Optimierung. Al-
lerdings sei angemerkt, dass (4.26) nicht notwendig, sondern nur hinreichend ist und in
manchen Féllen zu konservativ sein kann. Weitere Beschrinkungsqualifikationen kénnen
in der Literatur gefunden werden.

4.2.2 Optimalititsbedingungen 1. Ordnung

Definition 4.2 (Lagrange—Funktion) Die Lagrange—Funktion fir das Optimierungs-
problem (4.24) ist

Lz, A p) = f(x) + Z Aigi(e) + Z pihi() (4.28)
T

mit den Lagrange—Multiplikatoren X = (A1, ..., A" und p = [py,. .., iy
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Mit Hilfe der Lagrange—Funktion L(x, A, ) kénnen die notwendigen Optimalitédtsbedin-
gungen erster Ordnung fiir das Optimierungsproblem (4.24) angegeben werden:

Satz 4.1 (Notwendige Optimalititsbedingungen 1. Ordnung)

Sei x* ein lokales Minimum des Optimierungsproblems (4.24) und sei die Beschrdin-
kungsqualifikation (4.26) am Punkt x* erfullt. Falls die Funktionen f, g; und h; stetig
differenzierbar sind, existieren Lagrange—Multiplikatoren N* = [\i, ... ,/\;]T und p* =
(... ,,uZ]T, die die folgenden Bedingungen erfiillen:

VaeLl(z", A", p*) =0 (4.29a)
gi(x")=0, i=1,...,p (4.29Db)
hi(x*) <0, i=1,...,q (4.29¢)

w; >0, i=1,...,q (4.29d)
wihi(x*)=0, i=1,...,q. (4.29¢)

Die Bedingungen (4.29) werden als Karush—Kuhn—Tucker—Bedingungen bzw. KKT-Bedin-
gungen bezeichnet. Die Komplementarititsbedingung impliziert, dass die i—te Ungleichungs-
beschrénkung entweder aktiv ist, d.h. h;(x*) = 0 oder pu = 0 gilt.

Die Optimalitatsbedingungen in Satz (4.1) sind nur giiltig, wenn die Beschrénkungs-
qualifikation (4.26) am Minimum a* erfiillt ist. Falls dies nicht der Fall ist, kann es sein,
dass die KKT-Bedingungen (4.29) nicht anwendbar sind, wie im néchsten Beispiel gezeigt
wird.

Beispiel 4.3 Betrachtet wird das Problem

i — 4.
mip T (4.30a)
wB.v. h(x) =12} -1, <0 (4.30b)

ho(z) = 2% + 29 < 0. (4.30c)

Abbildung 4.5 zeigt die zulissige Menge X,q und den optimalen Punkt * = [0,0]T, an
dem beide Beschrinkungen aktiv sind. Die Gradienten der Kostenfunktion f und der
Beschrankungsfunktionen an diesem Punkt x* lauten

Vf(x*) = (_01) Vh(x*) = (_01) Vhy(x*) = (g) . (4.31)

womit sich die KKT-Bedingung (4.29a)

Viae ) = (o) +ui () 1 (9) =0 (432)

ergibt. Allerdings besitzt diese Gleichung keine Léosung, da die Beschrdankungsqualifikation
(4.26) am optimalen Punkt x* verletzt ist.
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To Hohenlinien
f(x) = konst.

€1

Abbildung 4.5: Veranschaulichung Abbildung 4.6: Hohenlinien und zuléssige Menge
von Problem (4.30) in Beispiel 4.3. in Aufgabe 4.2.

Aufgabe 4.2 Gegeben sei das Optimierungsproblem

2
. .  o\2 To — 2
min flx) = (x; —2)" + ( 3 ) (4.33a)
u.B.v. h1($) = 21‘1 + 19 — 2 S 0 (433b)
]’LQ(QZ) =T — T — 1 S 0. (433C)

Bestimmen Sie die optimale Losung x*, indem Sie die KKT-Bedingungen (4.29) fir die
unterschiedlichen Fille an aktiven/inaktiven Beschrinkungen untersuchen und in Abbil-
dung 4.6 eintragen.

Aufgabe 4.3 Das folgende Optimierungsproblem ist in Abhdngigkeit des Parameters s
gegeben:

1—1131—.1‘2

; 3)? ! -2+
min (xl — 5) + <x2 — s) u.B.v. 14+ xi N l’z > 0. (4.34a)
1+ Ty + X9

Fiir welche Werte von s erfiillt der Punkt z* = [1,0]" die KKT-Bedingungen (4.29) 7

4.2.3 Optimalitidtsbedingungen 2. Ordnung

Satz 4.2 (Notwendige Optimalititsbedingungen 2. Ordnung)

Sei x* ein lokales Minimum des Optimierungsproblems (4.24) und sei die Beschrdnkungs-
qualifikation (4.26) am Punkt x* erfillt, so dass die KKT-Bedingungen (4.29) mit zuge-
horigen Lagrange—Multiplikatoren X*, u* gelten. Falls f, g; und h; zweimal stetig differen-
zierbar sind, dann gilt zusdtzlich

sTVimL(a:*, A p)s>0 Vsel(x',u) (4.35)
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Clx*, p)={seR":Vg(z*)'s=0, i=1...,p
Vhi(x*)'s =0, icAlx*), u >0 (4.36)
Vhi(z*)'s <0, i€ Alx"), uj=0}.

Die Bedingung (4.35) hat Ahnlichkeit mit dem unbeschrinkten Fall (Satz 3.1), bei dem die
Hessematrix V2 f(z*) am Punkt x* positiv semi—definit sein musste, d.h. sTV2f(x*)s > 0
fir alle s € R™. Im hier betrachteten beschriankten Fall beinhaltet die Menge C(x*, p*) nur
zuldssige Richtungen s, fiir die die Beschrankungen (4.24b), (4.24c) eingehalten werden.
Dabei werden nur Richtungen s betrachtet, bei denen aus den Informationen der ersten
Ableitungen nicht hervorgeht, ob sie zu einer Abnahme oder Zunahme der Kostenfunktion

f(z* + s) fithren.!

Satz 4.3 (Hinreichende Optimalititsbedingungen)
Sei x* ein zuldssiger Punkt des Optimierungsproblems (4.24) mit zugehdorigen Lagrange—

Multiplikatoren X*, u*, so dass die KKT-Bedingungen (4.29) erfillt sind. Falls f, g; und
h; zweimal stetig differenzierbar sind und

s'V2_ L(x" X\, u)s>0 VseCl(z* u), s#0 (4.37)

mit C(x*, p*) in (4.36) gilt, dann ist ** ein striktes lokales Minimum.

Falls die Hessematrix V2_ L positiv definit ist, d.h.
s'V2 L(x* A\, u*)s >0 VscR" s#0 (4.38)

gilt, dann ist die hinreichende Bedingung (4.37) stets erfiillt. Dies ist vor allem bei linearen
und quadratischen Problemen der Fall.

Im Allgemeinen kann bei konvexen Problemen auf die Auswertung der Optimalitéits-
bedingungen 2. Ordnung verzichtet werden, da in diesem Fall die Erfiilllung der KKT-
Bedingungen (4.29) notwendig und hinreichend ist, wie im folgenden Satz gezeigt wird:

Satz 4.4 (Hinreichende Optimalititsbedingungen fiir konvexe Probleme)
Seien f : R™ — R und h; : R® — R konvexe und stetig differenzierbare Funktionen und
sei g; : R" — R stetig differenzierbar und linear. Falls ein Punkt x* mit zugehdrigen
Lagrange—Multiplikatoren X*, pu* die KKT-Bedingungen (4.29) erfillt, dann ist * ein
globales Minimum des Optimierungsproblems (4.24).

Aufgabe 4.4 (Fortsetzung von Aufgabe 4.2) Uberpriifen Sie die hinreichenden Op-
timalititsbedingungen nach Satz 4.3 und Satz 4.4 fir das Problem (4.33) aus Aufgabe 4.2.

'Fiir aktive Ungleichungsbeschrinkungen mit p; > 0 fithren alle zuldssigen Richtungen mit
Vhi(x*)Ts < 0 zu einer Zunahme der Kostenfunktion f(x* + s), siche Abschnitt 4.2.4.
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4.2.4 Interpretation der Lagrange—Multiplikatoren

Die Bedeutung der Lagrange-Multiplikatoren ist durch die einfithrenden Beispiele in Ab-
schnitt 4.1 illustriert worden. Neben der mathematischen Formulierung existiert auch eine
anschauliche Interpretation, die im Folgenden fiir den Fall einer Gleichungsbeschrénkung

min  f(z)

uB.wv. g(x)=0
untersucht werden soll. Fiir eine optimale Losung x* dieses Problems muss gelten

VI(z*\*) = Vf(z") + N'Vg(z*) = 0. (4.39)

Um die Beziehung zwischen den Lagrange-Multiplikatoren und der optimalen Lésung x*
zu untersuchen, wird eine kleine Modifikation der Beschrankungen

g@)=c = gl@(e),e) = g(a(e)) —e =0 (4.40)

betrachtet. Die Variablen x(¢) hdngen nun von ¢ ab, wobei sich fiir ¢ = 0 die urspriingliche
Losung x* = x(0) des obigen Problems ergibt. Da g(x(g),e) = 0 fiir alle £ gelten muss,
folgt

g d d
% + Vzi(x(e), 5)Td—f =0 = ng(zc(é),g)Td—: =1 (4.41)
mit 0g/0e = —1. Von besonderem Interesse ist die Auswirkung von ¢ auf den minimalen

Kostenwert f(x*), die mit Hilfe der Bezeichnung f(¢) = f(x(g)) wie folgt ausgedriickt
werden kann:
df

dé? e=0

dx (4.39) da (4.41)
= o [ =)\ “T == =" —)\% 4.42
viET | Vo) 3| (142

Der Lagrange-Multiplikator \* ist also ein direktes MafS der Verdnderung (Sensitivitit)
der Kostenfunktion am Optimum bezogen auf eine Verédnderung der Gleichungsbeschran-
kung g(z*) = 0.

Diese Betrachtung liasst sich analog fiir eine aktive Ungleichungsbeschrankung durchfiih-
ren, d.h. ~
df

@< = G| =ow (143
wobei p* den entsprechenden (optimalen) Lagrange—Multiplikator fiir den optimalen Punkt
x* mit h(x*) = 0 darstellt. Die Interpretation ist dabei die gleiche wie im Fall der
Gleichungsbeschréinkung: der Lagrange-Multiplikator p* einer aktiven Ungleichungsbe-
schrankung h(x) < 0 am Optimum x* spiegelt die Sensitivitéit der Kostenfunktion f(ax*)
bzgl. dieser Beschréankung wider.

Mit anderen Worten: ein groler Wert von A\* oder u* weist darauf hin, dass die “Lockerung”
einer sehr restriktiven Beschréankung zu einer deutlichen Reduktion der Kostenfunktion f
fithren kann.

Die Untersuchungen sind direkt auf den allgemeinen Fall (4.24) mit p Gleichungs— und
g Ungleichungsbeschrinkungen erweiterbar. Die Gleichung (4.43) verdeutlicht auch die
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Vorzeichenbedingung (4.29d) der KKT-Bedingungen. Falls u* < 0 wére, wiirde dies be-
deuten, dass
df
de
wire und somit eine Reduktion der Kostenfunktion f(a*) durch Verlassen der aktiven
Ungleichungsbeschrankung (fir ¢ < 0) moglich wire. Da in diesem Fall * nicht die
optimale Losung wire, muss folglich p* > 0 gelten.

>0
e=0

Aufgabe 4.5 (Fortsetzung von Aufgabe 4.2) Interpretieren Sie den Finfluf§ der La-
grange—Multiplikatoren grafisch fir das Problem (4.33) aus Aufgabe 4.2.

4.3 Lineare Optimierung

Die lineare Optimierung (auch lineare Programmierung genannt) ist ein Sonderfall der
nichtlinearen Optimierung, bei der die Kostenfunktion und die Beschriankungen linear
sind. Dieser Spezialfall stellt die fiir praktische Anwendungen am weitesten verbreitete
Optimierungsaufgabe dar. Thre vielfdltige Anwendung z.B. bei wirtschaftlichen Fragestel-
lungen oder Produktions— und Transportproblemen (siehe Abschnitt 4.3.5) verdankt die
lineare Programmierung ihrer Einfachheit als auch dem Vorhandensein zuverlédssiger nu-
merischer Losungsverfahren.

4.3.1 Standardform—Darstellung

Die Standardform eines linearen Optimierungsproblems ist

min  c'x (4.44a)
zeR™
uBv. Az =b, AcR beR? (4.44b)

x>0, (4.44c)

die die Basis fiir die meisten numerischen Verfahren der linearen Optimierung darstellt.
Jedes lineare Optimierungsproblem lasst sich anhand von einfachen Methoden in diese
Standardform bringen. Ist z.B. das Problem

min  c'x (4.45a)
TceR™
uBv. Az <b, AcR”™ beR? (4.45Db)

gegeben, so konnen die Ungleichungsbeschrinkungen (4.45b) mit Hilfe von Schlupfvariablen
z in Gleichungsbeschrinkungen und zusétzliche Ungleichungen transformiert werden

Axr<b = Ax+z=0b, z>0. (4.46)

Da die Variablen @ bisher nicht notwendigerweise die Ungleichung (4.44c) erfiillen, wird
x in nicht—negative und nicht—positive Anteile aufgespalten:

r=x"—x, z= ,z">0. (4.47)
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Somit kann das Problem (4.45) in die Standardform (4.44)

min [c",—c",0" |z (4.48a)

EGR2n+q w+
uBv. [A-ATI|lz=b, z= |z (4.48Db)
z>0 o (4.48¢)

mit dem erweiterten Variablenvektor & transformiert werden. Im Weiteren wird angenom-
men, dass das Optimierungsproblem bereits in der Standardform (4.44) vorliegt.

Aufgabe 4.6 Transformieren Sie das folgende lineare Problem in die Standardform (4.44):

qr}rgRr% —x1 + 229 + 23 (4.49a)
uBv. zi4+23=1 (4.49Db)
—r1+ 2o+ a3 <1 (4.49¢)

Ta, 23 > 0 (4.49d)

4.3.2 Optimalititsbedingungen

Mit der Lagrange-Funktion
L(z, A\, p) = c'z + AT(Az — b) + p'(—x)
Vol(z, A p)=c+ AT A —p

und A = [A,..., AT, o= [u1,. .., u,]" ergeben sich die Optimalitéitsbedingungen fiir
das lineare Problem (4.44) als Sonderfall der KKT-Bedingungen (4.29):

ctA™ XN —p =0 (4.50a)
Az* —b=0 (4.50b)
x>0 (4.50¢)

pi>0, i=1,...,n (4.50d)
pi(—x7) = pia; =0, i=1,...,n. (4.50e)

Da das lineare Problem (4.44) konvex ist (siehe Satz 2.5 und 4.4), stellt eine Losung der
Optimalitiatsbedingungen (4.50) ein globales Minimum dar. Somit ist auch die Auswertung
der Optimalitdtsbedingungen 2. Ordnung nicht notwendig. Diese liefern ohnehin keine
zuséatzlichen Informationen, da die Hessematrix VL = 0 ist.

4.3.3 Simplex—Algorithmus

Der Simplex—Algorithmus wurde 1948 von George B. Danzig entwickelt und markierte
(zusammen mit dem Aufkommen elektronischer Computer) den Startpunkt der modernen
numerischen Optimierung. Der Simplex—Algorithmus niitzt die geometrischen Eigenschaf-
ten von linearen Optimierungsproblemen aus, dass die zuldssige Menge

Xag={xzeR": Ax =b, = > 0} (4.51)
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optimaler
Punkt x*
Start-
punkt x°
/ T
I

Abbildung 4.7: Veranschaulichung des Simplex—Algorithmus.

stets einen konvexen Polyeder mit endlich vielen Eckpunkten bildet (Abbildung 4.7). Des
Weiteren kann gezeigt werden, dass die optimale Losung a* (falls sie existiert) immer
auf dem Rand von X,4 liegt. Falls die Losung x* eindeutig ist, liegt sie auf einer Ecke
des Polyeders. Das Simplex—Verfahren nutzt diese Eigenschaft aus, indem es von einer
beliebigen Ecke des zuléssigen Polyeders entlang seiner Kanten zur optimalen Lésung x*
lauft, siehe Abbildung 4.7.

Definition 4.3 (Notationen des Simplex—Algorithmus)

Basis und Basismatriz:  Sei B eine Untermenge von {1, ..., n} mit p Elementen. Falls
die px p—Matriz B = [A;];ep requlir ist , dann ist B eine Basis
und B die Basismatrix. 2

Basisvariablen: xp = [zilies = B™'b

Nichtbasisvariablen: TN = [Tilien =0 mit N ={1,...,n}\B
Zuldssige Basislosung: x mit tg=B'6>0 und xy=0.
Nichtdegenerierte

zuldssige Basislosung: x mit tg=B'b>0 und xy =0.

Da die Gleichungsbeschriankungen (4.44b) mit p < n ein unterbestimmtes Gleichungssys-
tem darstellen, kénnen p Elemente xp berechnet werden (die Basisvariablen), wihrend
n — p Elemente y = 0 (die Nichtbasisvariablen) zu Null gesetzt werden.

Unter der Annahme, dass die p x n—Matrix A zeilenregulir ist, ist es stets moglich, eine
Basis B zu bestimmen, so dass die zugehorige Basismatrix B = [A;];cp regulér ist. Somit
kénnen die Gleichungsbeschrankungen (4.44b) in p und xx aufgespalten werden

b:B:cB—I—NmN, N = [Ai]i€N7 (452)

2 Der Vektor A; bezeichnet die i—te Spalte der Matrix A.
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um « g mit Hilfe der regulédren Basismatrix B zu berechnen:
zp =B '(b— Nxy)=B'b mit zy=0. (4.53)

Falls xp > 0 gilt, so stellen die Basisvariablen z und & = 0 eine (zuléssige) Basislosung
dar. Die Initialisierungsphase des Simplex—Verfahrens besteht darin, eine Basislosung mit
xp > 0 zu finden (siche Abschnitt 4.3.3.2). Ist dieser Startpunkt @ einmal bestimmt, lie-
fern die nachfolgenden Iterationen des Simplex—Verfahrens stets zulédssige Basislosungen.

Beispiel 4.4 Betrachtet wird das Beispiel

min c¢'x, c' =11,2,3,4] (4.54a)
R4
1 11 1 1
uBv. Az =b, A= [1 01 _3} , b= E} (4.54b)
x>0 (4.54c¢)

In der folgenden Tabelle werden einige maogliche Basen B betrachtet. Im letzten Fall ergibt
sich keine zulissige Basislosung. Keine Basis fiir das betrachtete Beispiel wire {1,3}, da
i diesem Fall B singuldr wdre.

Basis B Basismatric B xp =B 'b xy =0 zul. Basislisung?
=0.5 =0
B={1,2) B-= F 1} . s

10 2=05  2,=0 /e
1 1 1 =087 x5=0 _

B=1{1,4 B-
{14} [1 —3] 22 =0125 25 =0 e
1 1 To =T7/6 1 =0 ‘

B=1{2,4 B-=
{2.4} [o 3} ti=—1/6 23=0 e

4.3.3.1 Iterationsphase

Das prinzipielle Vorgehen des Simplex—Algorithmus besteht im iterativen Uberpriifen der

Optimalitatsbedingungen (4.50) und dem Bestimmen einer neuen zuléssigen Basislosung
T mit f(xh) < f(x).

Uberpriifung der Optimalititsbedingungen (4.50)

Eine zuldssige Basislosung (4.53), d.h. &p > 0 und xy = 0, erfiillt bereits die KKT-
Bedingungen (4.50b) und (4.50c). Als néchstes wird die Stationaritdtsbedingung (4.50a)
betrachtet und beziiglich der Basis B und N aufgespalten:

cp B’ g
|:CN:| + {NT] A= |:“'N . (4.55)
Um die Komplementaritdtsbedingung (4.50e) zu erfiillen, wird gz = 0 gesetzt. Fiir py

ist (4.50e) bereits erfiillt, da &y = 0 gilt. Die in (4.55) verbleibenden Vektoren A und g
berechnen sich zu

A=—(B")'cg, py=cy+NTX. (4.56)
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Die letzte verbleibende KKT-Bedingung ist g, > 0. Wenn diese Bedingung durch die
Gleichungen (4.56) erfiillt ist, ist die Basislosung (g, xy) die optimale Losung &* und
der Algorithmus terminiert.

Wahl einer neuen Basisvariablen

Falls ein oder mehrere p;,i € N negativ sein sollten, dann stellt & nicht die optimale
Losung dar. In diesem Fall konstruiert das Simplex—Verfahren eine neue zuléssige Basislo-
sung (xf, x}) durch Vertauschen zweier Elemente aus z und @y mit den Indices r € B
und s € N. Dazu wird z;7 = 0 gesetzt und z} > 0 zugelassen, d.h.

xh=1[..,07=0..]", xi=[..,zF>0,..]". (4.57)

Zunichst muss ein Element z, mit s € N und p, < 0 ausgewahlt werden, dass ausge-
tauscht werden soll. Naheliegend ist das Element mit dem negativsten p; zu nehmen, also
das Element aus xy, dass die Optimalitdtsbedingung g, > 0 am stéirksten verletzt:

[s = min g; mit zugehorigem Index s € N (4.58)
i€N|pi<0

Wahl einer neuen Nichtbasisvariablen

Im vorherigen Schritt wurde das Element s € N ausgewihlt, das gegen ein Element
r € B ausgetauscht werden soll. Um den Index r der neuen Nichtbasisvariablen z aus
den bisherigen Basisvariablen &}, auszuwihlen, muss der Wert von x geeignet bestimmt
werden. Einen Hinweis darauf liefert die Gleichungsbeschrinkung (4.52), die fiir £}, und

x}; erfiillt sein muss. Mit (4.53) ergibt sich fiir die neuen Basisvariablen

x5, =B '(b— Nz}
—xp— B 'A,r] mit xz=B'b (4.59)
—xp—dzt d=B'A,,

wobei A die s—te Spalte der Matrix A bezeichnet. Der Vektor d stellt die Verdnderungs-
richtung der bisherigen Basisvariablen @ bei einer Vergroferung von z dar.

Gilt insbesondere d; > 0 fiir ein Element von d, so fiihrt eine Vergroferung von z zu
einer Verkleinerung des entsprechenden Elements :L‘EJ von x}. Somit darf z] nur soweit
vergrofert werden, bis ein Element von x}; an die Grenze der Beschrinkung xf > 0
gelangt. GemiB (4.59) wird aber eine Basisvariable 27 ; zu Null, wenn zf = 273 ;/d; gilt.
Somit kann x} mittels

+ .. XBy
Ts = in-glo d_l

mit zugehorigem Index r € B (4.60)

bestimmt werden. Der Index r kennzeichnet die Basisvariable x;F, die als Erstes die Grenze
der Beschrinkung x}, > 0 erreicht. Mit 2 ergibt sich aus (4.59) der neue Basispunkt 7,
in (4.57), wobei die Position von z;7 = 0 im Vektor x}; genau der Index i ist, der das
Minimierungsproblem (4.60) 16st.

Falls d < 0 gilt, kann x beliebig grof§ gew#hlt werden, ohne dass die Beschréinkung x}, >
0 verletzt wird. In diesem Fall ist der zuléssige Bereich X,q des Problems unbeschréinkt
und es existiert keine Losung im Endlichen.
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Gegeben (durch Initialisierung oder vorherigen Schritt):
B, N, Q'JB:B_leO, .’EN:O
KKT-Bedingungen:
A« —(BN)'ep Lagrange—Multiplikatoren
py —cy+ NTA
if uy >0 then
return T; = Tp, Ty =Ty Optimale Losung
end
Neue zuldssiger Basislosung:

Index s € N mit p5 < 0 aus (4.58)
Richtung d = B™' A,

if d <0 then
stop unbeschranktes Problem
end
xF und Index r aus (4.60)
xhp=xp—dxf Neue Basisvariablen
zi=1[0,...,0,zF5,0,...,0]T Neue Nichtbasisvariablen
Neue Basis:

B+ B\{r}u{s}, N« {1,...,n}\B

Tabelle 4.1: Einzelner Schritt des Simplex—Algorithmus.

Da der neue zuldssige Punkt (4.57) nun festgelegt ist, werden fiir die nichste Simplex—
Iteration die Basis B entsprechend aktualisiert und die Indices r € B und s € N ver-
tauscht. Tabelle 4.1 fasst die Operationen eines Simplex—Schrittes zusammen.

Geometrisch interpretiert bedeutet die Vergroferung der Nichtbasisvariablen 2] eine ge-
radlinige Bewegung entlang einer Randkante des zulédssigen Bereiches X,q bis zum néchs-
ten Randpunkt, siehe Abbildung 4.7. Dieser neue Punkt kann wieder auf Optimalitéit
iiberpriift werden, bevor gegebenenfalls wieder eine neue Iteration gestartet wird. Im
nichtdegenerierten Fall (siehe Definition 4.3) kann gezeigt werden, dass jeder Schritt des
Simplex—Algorithmus zu einer Reduktion der Kostenfunktion fithrt und der Algorithmus
in einer endlichen Anzahl von Schritten zum optimalen Punkt x* konvergiert.

Eine Ausnahme ist der oben bereits erwéihnte Fall, dass der Vektor d keine positiven
Elemente besitzt. In diesem Fall ist (4.60) nicht losbar und das lineare Optimierungspro-
blem (4.44) besitzt keine endliche Losung.

Ein rechentechnischer Nachteil des Simplex—Verfahrens besteht darin, dass die Anzahl der
Iterationen im “worst case” gleich der Anzahl der Randpunkte des zuldssigen Bereiches ist,
die wiederum exponentiell mit der Variablendimension & € R™ anwéchst. Allerdings zeigt
sich in den meisten praktischen Anwendungen, dass das Simplex—Verfahren wesentlich
schneller konvergiert als die “worst case”Abschétzung.
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Beispiel 4.5 Fir das Problem (4.54) aus Beispiel 4.4 wird das Simplez—Verfahren mit

B={1,2}, B:E (1)] mB:B:g}’ CB:H

N = (3,43, NZE _13}’ mN:m’ CN:m

initialisiert. Die Auswertung der KK T-Bedingungen gemdfl (4.56)

A=—(B") e = [_ﬂ , py=cy+NTA= [_21}

zeigt, dass dieser Punkt nicht das Minimum darstellt (uno = pa < 0). Ein Schritt des
Sitmplex—Algorithmus fiihrt zu

(458): s=4, w,=-1 d=B A= {(1) —11} [—13} - [_43}

(4.60): r=2, af= % = 0.125

s
2

B i = S LN AR |

_l’_
Lo s Ly

Fiir den ndchsten Simplexschritt werden die Elemente aus B und N' mit den Indicesr € B
und s € N vertauscht, womit sich die neue zuldssige Lisung

ctin o= 4] oo [B5]. c[]
N = {3,2}, N:E [1)} wN:[g}’ CN:E}

ergibt. Optional konnen die Eintrage in N, xpg und cy vertauscht werden, um die Indices
in N aufsteigend zu ordnen. Die Uberpriifung der KKT-Bedingungen mittels (4.56) fiir
den neuen Punkt ergibt

—1.75
0.75

2

A=—(B)en = { 0.25

], ;J,N:cN—l-NT)\:l ]>0.
Da beide Lagrange—Multiplikatoren py = [pn1, in2]' = [us, po]" positiv sind, ist der

Punkt =* = [0.875,0,0,0.125]7 die optimale Lisung.

4.3.3.2 Initialisierungsphase

Falls (anders als im vorherigen Beispiel) eine zuldssige Startlosung fiir das Simplex—
Verfahren nicht leicht gefunden werden kann, kann das urspriingliche Problem (4.44) durch
einen Trick umgeschrieben werden, indem zusétzliche Variablen z eingefithrt werden:

P

i i 4.61
(w’glelﬂglnﬂ ; z (4.61a)
uBv. Ax+FEz=0»b (4.61Db)
x>0, z>0. (4.61c)
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Die Matrix E = diag{E;;} € RP*? wird in Abhéngigkeit der Vorzeichen des Vektors b

angesetzt
1 falls b >
B, = alls b =0 (4.62)
—1 falls b, <0.

Eine zuléssige Basislosung fiir dieses Problem ist offensichtlich
wodurch das modifizierte Problem (4.61) mit dem Simplex—Verfahren gelost werden kann.

Findet man eine optimale Losung mit &* und z* = 0, so ist * eine zuldssige Startlosung
fiir das Originalproblem (4.44). Die Basis B* und Basismatrix B* der letzten Iteration
kann fiir den ersten Simplex—Schritt des Originalproblems (4.44) verwendet werden. Falls
andererseits nicht alle Elemente 2z} des optimalen Vektors z* identisch Null sind, so besitzt
das Originalproblem (4.44) keine Losung.

4.3.4 Interior—Point—Verfahren

Ein Nachteil des Simplex—Verfahrens ist, dass die maximale Anzahl an Rechenoperationen
exponentiell mit der Problemgréfie anwachsen kann, obwohl dies in der Praxis kaum der
Fall ist. Eine Alternative sind Interior—Point—Verfahren, die mafigeblich auf Karmarkar’s
Projektionsalgorithmus aus dem Jahr 1984 basieren. Diese Verfahren zeichnen sich durch
einen Rechenzeitaufwand aus, der maximal polynomial von der Systemordnung n abhéngt.

4.3.4.1 Prinzip des Verfahrens

Im Prinzip wire es moglich, die KKT-Bedingungen (4.50) mit Hilfe eines Newton—Verfah-
rens direkt zu 16sen, um einen optimalen Punkt * zu bestimmen. Im Allgemeinen wird
dieses Vorgehen aber eine sehr langsame Konvergenz besitzen, da die Schrittweite des
Newton—Verfahrens so klein gewéhlt werden miisste, dass in jedem Iterationsschritt die
Beschrankungen x; > 0 und p; > 0 eingehalten werden.

Die Grundidee der Interior—Point—Verfahren besteht darin, die Komplementaritéitsbedin-
gung (4.50e) durch einen Parameter x;u; = 7 aufzuweichen. Vektoriell geschrieben ergibt
sich somit das nichtlineare Gleichungssystem

c+AN—p 0
F(x, A\, pn) = Ax —b — 10| =0, (z,u)>0 (4.64)
XMe Te

mit den Matrizen X = diag(x), M = diag(p) und e = [1,...,1]7. Es kann gezeigt
werden, dass sich die optimale Losung (x*, A", u*) fiir 7 — 0 ergibt:

lim (z, A, p) = (", A", pn"). (4.65)
T—0

In den meisten praktischen Algorithmen die (4.64) iterativ 16sen, wird 7 mit Hilfe des
sogenannten Dualitdtsmafes

=

1 & 1
n Py n
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in jedem Iterationsschritt k wie folgt angesetzt:

™ =okp*, " e0,1]. (4.67)

Der Parameter ¢ ist dabei der Reduktionsfaktor, um den das Dualititsma$ ji* im jewei-
ligen Schritt k& verkleinert werden soll.

Die Iterationsvorschrift zum Losen des nichtlinearen Gleichungssystems (4.64), (4.67) lau-

karl mk Amk
XN = [ AR +afs? mit sF = [ANF] . (4.68)
p/k—&-l “kz Aﬂ'k

Die Suchrichtung s* berechnet sich mit Hilfe des Newton-Verfahrens (siehe auch Ab-
schnitt 3.3.3.3) aus dem Gleichungssystem 3

0 AT —TI] [AxF —c— AT\ 4 b
A 0 0| |AN| = —Azxzt +b : (4.69)
M 0 XF| |Apt —X*MPe + oFpike

= VF(z" A" p*) = —F(z! X )

mit ji* aus (4.66). Dariiberhinaus muss ein geeignetes Liniensuchverfahren die Schrittweite
o in (4.68) so bestimmen, dass die strikten Beschrinkungen

x>0, p">o0 (4.70)

in jedem Schritt k£ eingehalten werden. Aus diesem Zusammenhang entstammt auch der
Name Interior—Point-Verfahren. Einen Einfluss auf die Schrittweite o besitzt auch der
Reduktionsfaktor o* € [0,1]. Fiir grofiere Werte von o (gegen 1 gehend) ist es in der
Regel moglich, einen gréBeren Schritt of in die durch (4.69) definierte Newton-Richtung

s* zu gehen, bevor die Beschrinkungen (x¥, u*) > 0 verletzt werden.

Es existieren mehrere unterschiedlich komplexe Verfahren zur Wahl von o* und o*, auf
die an dieser Stelle nicht néher eingegangen werden soll (z.B. Kurzschritt—, Langschritt-
verfahren, Pradiktor—Korrektorverfahren). Eine groe Rolle spielt des Weiteren die Wahl
der Startlosung (2 A°, u°), die das Gleichungssystem (4.64) und die Beschrinkungen
(°, u°) > 0 ausreichend genau erfiillen sollte.

Interior—Point—Verfahren sind auch fiir grofie Probleme gut einsetzbar. In diesem Fall
gibt es effiziente Algorithmen, die die meistens diinn—besetzte Struktur des linearen Glei-

chungssystems (4.69) ausnutzen. Mehr Informationen zu diesen Punkten findet man z.B. in
[1, 4].

3 Gleichung (4.69) ergibt sich aus der Approximation von (4.64) mittels des linearen Modells
mk.(s) = F(z*, \*, u*) + VF (2 \*, u*) s und der Forderung m%(s) = 0. Die Bestimmung der Newton-
Richtung s ist analog zum Vorgehen in Abschnitt 3.3.3.3. Dort wurde zunéchst ein quadratisches Modell
(3.32) aufgestellt. Die Bestimmung des Minimums gemif VmF*(s) = 0 fiihrte dabei ebenfalls zu einem
linearen Modell in s.
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4.3.4.2 Zusammenhang mit Barrieremethoden

Interior-Point—Verfahren sind eng verwandt mit Barrieremethoden, bei denen die Be-
schrankungen & > 0 durch logarithmische Strafterme zur Kostenfunktion addiert werden:

. T o )
min - c'x Tzlog z;, T>0 (4.71a)
wBv. Az =b. (4.71b)

Da die Kostenfunktion (4.71a) aufgrund der log—Terme gegen Unendlich geht, wenn eine
Variable z; zu Null wird, muss eine Losung des Problems (4.71) die strikte Beschriankung
x > 0 erfiillen. Der Strafparameter 7 beeinflusst die Form der Barrierefunktionen, siehe
Abbildung 4.8. Fiir 7 — 0 ndhern die log—Terme ein diskontinuierliches Verhalten an,
wéahrend die Bestrafung fiir innere Punkte & > 0 immer geringer wird.

Mit der Lagrange-Funktion
Lz, A\ =c'z—1 Z logz; + AT(Az — b)
i=1
lauten die KKT-Bedingungen (4.50a), (4.50b) fiir das Barriereproblem
T T ,
G——+AAX=0, i=1,...,n

x; (4.72)
Ax =0b,

wobei A; die i-te Spalte der Matrix A darstellt. Mit der Einfiihrung der neuen Variablen
p; = 7/x; ergibt sich das gleiche Gleichungssystem wie in (4.64):

c+AN—p 0
F(xz,\ p) = Ax —b - 10| =0, (xz,u)>0
XMe Te

Die Optimalitatsbedingungen fiir Interior-Point—Verfahren und logarithmische Barriere-
methoden sind also (iiber die Einfithrung der neuen Variablen p; = 7/2;) dquivalent.

Reine Barriereverfahren wie in (4.71) sind in der Regel numerisch sensibel, da die Terme
in den KKT-Bedingung (4.72) sehr grofl werden kénnen, wenn man im Grenzfall 7 —
0 nahe an die Beschrankungen & > 0 gelangt. Die Formulierung der Interior-Point—
Verfahren ist in der Regel vorzuziehen, da gezeigt werden kann, dass das Gleichungssystem
(4.64) eine bessere Konditionierung aufweist als die Optimalitéitsbedingungen (4.72) von
Barrieremethoden.

Das Verhalten der logarithmischen Barrierefunktionen kann jedoch verwendet werden, um
die Interior—Point—Verfahren zu veranschaulichen. Jeder Wert 7% > 0 definiert eine Lo-
sung (", AF, p¥). Die Menge aller Losungen fiir verschiedene 7 beschreibt den sogenann-
ten zentralen Pfad, der fiir eine Sequenz {7*} mit 7**1 < 7% im Grenzfall limy,_,o, 7% = 0
zur optimalen Losung (x*, A", u*) des urspriinglichen Problems (4.44) fiihrt, siche Ab-
bildung 4.9. Da 7 dem Parameter (4.67) entspricht, weisen Interior—Point—Verfahren das
gleiche Verhalten auf und néhern die optimale Losung iiber den zentralen Pfad an.

Methoden der Optimierung und optimalen Steuerung (WS 2010/2011)
@©Prof. Dr.-Ing. Knut Graichen, Institut fiir Mess—, Regel- und Mikrotechnik, Uni Ulm



4.3 Lineare Optimierung Seite 66

A —7loguz;

x <0

Abbildung 4.8: Logarithmische Barriere- Abbildung 4.9: Zentraler Pfad, der durch 7

funktion fiir verschiedene Werte von 7. definiert wird.

4.3.5 DBeispiel: Transportnetz

Das in zwei Raffinerien R; und R, hergestellte Benzin soll iiber das in der Abbildung 4.10
dargestellte Transportnetz bestehend aus vier Pipelines [y, ...,l; zu den Verbrauchszen-
tren 7, Z, transportiert werden.? Die Verbrauchszentren Z;, Z, haben die konstanten
Verbrauchsraten Vi, V5. Die Transportkosten innerhalb einer Leitung seien direkt propor-
tional zu dem Durchfluss x; der Leitung mit dem Proportionalitatsfaktor K;.

Gesucht wird die optimale Verteilung der Durchfliisse x; zur Minimierung der Transport-
kosten unter Gewahrleistung der Verbrauchsraten Vi, Vo und der Einhaltung der maxi-
malen Durchflusskapazitdten C; der Leitungen. Des Weiteren soll beriicksichtigt werden,
dass die Raffinerie R; eine maximale Produktionsrate P, besitzt.

O
Ry Iy 2 ly Ry

Abbildung 4.10: Transportnetz des Raffinerien-Beispiels.

Fiir die Parameter werden folgende Werte betrachtet:

Ki=40, €, =30, Vi=50, P =45
Ky =20, C,=20, Vp=40

Ky=10, C3=30

K,=10, C,=60.

4 Dies ist eine modifizierte Version des Raffinerien-Beispiels aus [2].
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Aufgabe 4.7 Formulieren Sie das Transportproblem als Optimierungsproblem. Reduzie-
ren Sie anschlieffend das Problem auf ein zweidimensionales Optimierungsproblem durch
Finsetzen der Gleichungsbeschrinkungen.

Aufgabe 4.8 Stellen Sie den zuldssigen Bereich und die Hohenlinien der Kostenfunktion
grafisch dar und ermitteln Sie auf diese Weise die optimale Losung.

Die Optimization Toolbox von MATLAB stellt die Funktion
linprog(f, A, b, Aeq, beq, LB, UB, X0, options)

zur Losung von linearen Optimierungsproblemen der Form

min ¢’
xreR?

z uBv. Agxr=0b,, Ax<b, LB<zxz<UB

zur Verfiigung. Das Simplex—Verfahren bzw. das Interior-Point—Verfahren kénnen iiber
die folgenden Optionen eingestellt werden:®

Simplex—Verfahren: options = optimset('LargeScale’, off’,'Simplex’,’on")

Interior-Point—Verfahren: options = optimset('LargeScale’,’on’)

Aufgabe 4.9 Lisen Sie das Transportproblem unter MATLAB (siehe Abbildung 4.11)
und vergleichen Sie das Stmplex—Verfahren mit dem Interior—Point—Verfahren hinsichtlich
Genauigkeit und Anzahl an Iterationen.

4.4 Quadratische Optimierung

Ein weiterer Sonderfall in der statischen Optimierung ist die quadratische Optimierung
(auch quadratische Programmierung genannt), zu der Optimierungsprobleme mit quadra-
tischer Kostenfunktion und linearen Beschrénkungen gehéren:

min ix'Gx +c'x, GeR™" (4.73a)

TER™

uB.v. Ax =0, AcR" belRP (4.73b)
Cx<d, C € R", deR. (4.73¢)

Ebenso wie die lineare Optimierung (Abschnitt 4.3) ist diese Problemklasse von beson-
derer Bedeutung. Ein Beispiel ist die Portfolio-Optimierung, bei der ein Optimum zwi-
schen Ertragsmaximierung und Risikominimierung (Kovarianz) erzielt werden soll. Dar-
iiber hinaus basieren viele numerische Verfahren zur Losung von allgemeinen nichtlinearen
Optimierungsproblemen (Abschnitt 4.5) auf einer sequentiellen Losung von quadratischen
Problemen.

5 Der Startwert X0 wird beim Aufruf von linprog ignoriert, falls das Simplex— oder Interior—Point—
Verfahren verwendet wird, da bei beiden Verfahren automatisch ein Startwert berechnet wird.
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function transportnetz(methodQ)

%

% methodQ: 1 - Simplex-Verfahren

% 2 - Interior-Point-Verfahren

opt = optimset(’Display’,’iter’); % Optionen fiir Ausgabe

switch methodQ

case 1, % Simplex-Verfahren
opt = optimset(opt,’LargeScale’,’off’,’Simplex’,’on’);
case 2, % Interior-Point-Verfahren
opt = optimset(opt,’LargeScale’,’on’);
end
K = [40; 20; 10; 10]; % Parameter
C = [30; 20; 30; 60]; % fir Transportproblem
V = [50; 40];
xopt = [20;10;30;60]; % optimaler Punkt
c =K; % Kostenvektor
Aeq = [1,0,1,0; 0,1,-1,1]; beq = V; % Gleichungsbeschrénkungen
LB = [0;0;0;0]; UB = C; % Beschrankungen von x
A = [1,1,0,0]; b = 45; % allg. Beschrankung Ax <= Db

% Lésung mit linprog
%
[x,f] = linprog(c,A,b,Aeq,beq,LB,UB, [],opt);

fprintf (’\nBerechnete Ldsung: [hg, %g, %g, %gl mit f£(x) = %g’,x,f);
fprintf (’\nAbstand zum Optimum: [%2.2g, %2.2g, %2.2g, %2.2g]l\n’,x-xopt);

Abbildung 4.11: MATLAB-Code fiir das Transportnetz—Problem (linprog).

4.4.1 Optimalititsbedingungen

Die allgemein nichtlinearen KKT-Bedingungen (4.29) vereinfachen sich strukturell fiir

quadratische Probleme der Form (4.73). Mit Hilfe der Lagrange-Funktion

Lz, A\ p)=122"Gz +c'z+ A (Az — b) + p' (Cz — d)

und den Lagrange-Multiplikatoren A € RP, u € R? lauten die KKT-Bedingungen fiir eine

optimale Losung
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Falls G positiv semi—definit ist, spricht man von einem konvezren quadratischen Problem.
Im konvexen Fall ist eine Losung a* (falls sie existiert) immer eine globale Losung des
quadratischen Problems und die KKT-Bedingungen (4.29) sind notwendig und hinrei-
chend fiir die Existenz von x*. Nicht—konvexe quadratische Probleme sind im Allgemeinen
schwieriger zu handhaben, da mehrere stationdre Punkte und Minima auftreten kénnen.
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4.4.2 Gleichungsbeschrinkte quadratische Probleme

Von besonderem Interesse sind gleichungsbeschrinkte quadratische Probleme

min  sx'Gz+c'e (4.75a)
reR?
wByv. Az =b, AcRP becRP, (4.75b)

fiir die sich die KKT-Bedingungen (4.74) auf das lineare Gleichungssystem

G A" [z —c

G- 4
reduzieren. Das Gleichungssystem (4.76) umfasst n + p Gleichungen fiir die n + p Un-

bekannten (z*, A*). Die Blockmatrix in (4.76) wird Karush-Kuhn—Tucker—Matriz (kurz:
KKT-Matriz) genannt.

Es existieren unterschiedliche Verfahren zur Losung von (4.76), die an dieser Stelle nur
kurz skizziert werden sollen.

e Direkte Verfahren 16sen das Gleichungssystem (4.76) mit Hilfe von Faktorisierun-
gen, z.B. das Nullraum—Verfahren. Diese Verfahren werden vorrangig bei Problemen
kleiner und mittlerer Dimension eingesetzt, da die Berechnung der Faktorisierungen
mit zunehmender Dimension recht aufwéindig werden kann.

e [terative Verfahren sind fiir groe Problemdimensionen besonders gut geeignet. Bei-
spiele dafiir sind bestimmte Klassen von Konjugierte—Gradienten—Verfahren.

Gleichungsbeschrinkte quadratische Probleme sind von grofier Bedeutung in der Optimie-
rung, da das zu l6sende Gleichungssystem (4.76) linear ist und mittels der oben erwihnten
Verfahren effizient gelost werden kann.

Des Weiteren basieren ungleichungsbeschréankte quadratische Probleme sowie generell
nichtlineare Probleme oft auf der (sequentiellen) Losung von gleichungsbeschrénkten Un-
terproblemen der Form (4.75).

4.4.3 Aktive—Restriktionen—Verfahren

Eine bekannte Methode zur Losung von allgemeinen quadratischen Problemen (4.73) ist
das Aktive—Restriktionen—Verfahren, das (dhnlich wie das Simplex—Verfahren in der Li-
nearen Optimierung) aktive Beschrinkungen in jeder Iteration identifiziert und ein glei-
chungsbeschrianktes Problem der Form (4.75) mit einer kleineren Anzahl von freien Opti-
mierungsvariablen 16st.

Die Grundidee des Aktive—Restriktionen—Verfahrens besteht darin, in jeder Iteration k
eine Anzahl von aktiven Ungleichungsbeschrankungen Cx < d zu bestimmen, die als
Arbeitsmenge A* bezeichnet wird:

Clzt =d;, ic A",

6Mehr Informationen findet man z.B. in [1].
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Dabei stellt C; die i-te Zeile der Beschrankungsmatrix C dar. Die Menge A* bertick-
sichtigt nicht notwendigerweise alle im Punkt «* aktiven Beschrinkungen, sondern wird
im Laufe der Iterationen vervollstiandigt, bis der optimale Punkt x* mit der Menge der
aktiven Beschrankungen (siehe Definition 4.1)

Al@)={ie{l,....q}|CTz" = d;}

erreicht ist. Im Allgemeinen wird angenommen, dass in jedem Iterationspunkt x* die
Beschrankungsqualifikation (4.26) erfillt ist, d.h.

A
Rang [ T ] =p+ A V. (4.77)
[Ci ]z‘eAk
Des Weiteren wird angenommen, dass die Matrix G positiv definit ist.

Das Aktive-Restriktionen—Verfahren iiberpriift in jeder Iteration k, ob der Punkt x* mit
der Arbeitsmenge A* die optimale Losung des quadratischen Problems darstellt. Wenn
dies nicht der Fall ist, wird ein Schritt s berechnet, indem ein gleichungsbeschrianktes
Problem gelost wird, bei dem alle aktiven Ungleichungen entsprechend der Arbeitsmenge
AF als Gleichungsbeschrinkungen betrachtet werden. Aus dem Originalproblem (4.73)
ergibt sich somit durch Ersetzen von & = £* + s und der momentanen Arbeitsmenge A*
das gleichungsbeschrinkte quadratische Problem ”

m]%n :8'Gs + (Gz" +¢)'s (4.78a)
seR™
uwBv. As=0, C]s=0, icA (4.78D)

mit der Losung s*. Eine wichtige Eigenschaft dieser Formulierung ist, dass jede aktive
Beschrankung i € A* aktiv bleibt und nicht verletzt wird, da

Cl(xzF+ash)=Clax¥=d;, Vie A& Va>0. (4.79)

Somit sind alle aktiven Beschrinkungen in A*, die in «* aktiv sind, ebenfalls fiir 2 + as”
fiir alle Schrittweiten « aktiv. Da angenommen wurde, dass G positiv definit ist, kann
(4.78) mit einem der in Abschnitt 4.4.2 erwihnten Verfahren geldst werden.

Falls fiir die Losung s* # 0 gilt und x* + s* ein zuliissiger Punkt im Hinblick auf die
Beschriankungen C(x* + s*) < d ist, wird "' = x* + s* als neuer Iterationspunkt
verwendet. Wenn x* + s* nicht zuliissig ist, wird

=z 1 afs (4.80)

gesetzt, wobei die Schrittweite of < 1 soweit verkleinert wird, bis alle Beschrinkungen
erfiillt sind. Um o geeignet zu bestimmen, miissen lediglich die Beschrinkungen betrach-
tet werden, die nicht in A* enthalten sind, da alle aktiven Beschrinkungen i € AF fiir alle
a¥ erfiillt bleiben, siehe (4.79).

Von Interesse sind die Beschrankungen i ¢ A*, fiir die C} s* > 0 gilt. In diesem Fall wird
die urspriingliche Beschrinkung C[ (z;, + o¥s*) < d; nur erfiillt sein, wenn

T, .k

a
C] s

(4.81)

7 Beim Ersetzen von z = x* + s in der Kostenfunktion (4.73a) entsteht ein zusitzlicher Term
3(@®)TGxk + cTx", der aber unabhingig von s ist und somit in der neuen Kostenfunktion (4.78a)
vernachléssigt werden kann.
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gilt. Die groftmogliche Schrittweite o lisst sich wie folgt bestimmen:

a’=min< 1, min _—

igAk CTsh>0  C] s (4.82)

Falls o* < 1 aus (4.82) folgt und somit eine aktiv werdende Beschrinkung auflerhalb der
Arbeitsmenge A* die maximale Schrittweite af = 1 verhindert, wird eine neue Arbeits-
menge A1 gebildet, indem der Index i der neuen aktiven Ungleichungsbeschrinkung zu
AF hinzugefiigt wird.

Dieses Verfahren wird iterativ wiederholt, d.h. aktive Beschrankungen sukzessive zur Ar-
beitsmenge A* hinzugefiigt, bis ein Punkt x* die quadratische Kostenfunktion (4.78a)
minimiert. In diesem Fall muss s* = 0 gelten. Damit die KKT-Bedingungen (4.74) an die-
sem Punkt x* tatsichlich erfiillt sind, miissen alle Lagrange-Multiplikatoren ¥, i € A,
die den aktiven Beschrinkungen in der Arbeitsmenge A* entsprechen, nicht-negativ sein,
d.h. pf >0, € A Ist dies der Fall, stellt z* die optimale Losung x* dar. Da G positiv
definit ist, ist £* = ¥ auch die globale Losung.

Falls andererseits mindestens einer der Lagrange-Multiplikatoren u¥, i € AF negativ ist,
bedeutet dies, dass die Kostenfunktion (4.73a) weiter reduziert werden kann, wenn eine
der aktiven Beschrinkungen in A* fallen gelassen wird (siche Abschnitt 4.1.2 und 4.1.3).
Die Reduktion von A" um ein Element i € A* mit u¥ < 0 und die anschlieBende erneute
Losung des Problems (4.78) erzeugt eine zulissige neue Richtung sF+1.

Der grundlegende Algorithmus des Aktive-Restriktionen—Verfahrens ist in Tabelle 4.2
zusammengefasst. Es kann gezeigt werden, dass das Aktive-Restriktionen—Verfahren fiir
strikt konvexe quadratische Probleme in einer endlichen Anzahl von Iterationen konver-
giert.

Beispiel 4.6 ([1]) Betrachtet wird das Beispiel

min  (z; — 1)* + (25 — 2.5)?
xeR?
) —x+2x—2<0
2) x+21,-6<0
) x1—2x9—2<0
) 1 >0
5) T9 >0.

Der zuldssige Bereich X,q und die Hohenlinien der Kostenfunktion sind in Abbildung 4.12
dargestellt. Die Beschrdnkungen werden im Folgenden mit den Indices 1 bis 5 entsprechend
threr Reihenfolge gekennzeichnet.

Start: Als Startwert fiir das Aktive—Beschrinkungen—Verfahren wird £° = [2,0]T gewdhlt.
Da die Beschrinkungen 3 und 5 in x° aktiv sind, wird die Arbeitsmenge 2u A° = {3,5}
gesetzt. Die Losung des unterlagerten Problems (4.78) fiihrt zu s° = 0. Die Auswertung
der KKT-Bedingung (4.74a) mit 12 = 0, i = 1,2, 4 fihrt auf die Lagrange—Multiplikatoren
s = —2 und ps = —1 der aktiven Beschrdnkungen 3 und 5.

Iteration 1: Beschrinkung 3 wird aus der Arbeitsmenge A° entfernt, da p§ < pl. So-

mit ergibt sich A = {5}. Die Lésung von (4.78) lautet s' = [—1,0]7. Die Schrittweite
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z’ & A°

for k=0,1,2,... do
s* & pk i e AF < (4.78) & (4.74)
if s* =0 then

if uf >0Vie A" then
K

Initialisierung:

return x* = x
else
i* <+ argmin g p¥
AR o AR\ {3k} 2kt P
end
else
af & i* <« (4.82)
if ¥ <1 then
AL Ak U %}

Startpunkt & Arbeitsmenge

gleichungsbeschr. quadr. Problem (4.78)
Minimum gefunden (s* = 0)?

optimale Losung

Deaktivieren aktiver Beschrankung i*

Minimum noch nicht gefunden (s* # 0)
Schrittweitenbestimmung

Aktivieren neuer Beschrankung i*

else
Ak+1 — Ak
end
xhtl k4 oFsk
end

nachster Iterationspunkt

end

Tabelle 4.2: Aktive-Restriktionen—Verfahren.

a® =1 folgt aus (4.82). Somit ist ein “voller” Schritt x> = x' + s' = [1,0]7 ohne das
Auftreten einer weiteren aktiven Beschrinkung mdglich, so dass A* = A' gesetzt wird,
siehe Abbildung 4.12.

Iteration 2: Die Lisung von (4.78) ergibt s> = 0. Die Auswertung der KK T-Bedingung
(4.74a) liefert u2 = —5 fiir die einzige aktive Beschrinkung in A* = {5}. Gemdff dem
Algorithmus in Tabelle 4.2 wird 5 aus A* entfernt, was zur leeren Menge A® = {} fiihrt.

Iteration 3: Die Lisung des jetzt unbeschrinkten Problems (4.78) fihrt auf s* = [0,2.5]7
mit der Schrittweite o = 0.6 gemdfy (4.82). Somit ergibt sich der neue Iterationspunkt
x' = [1,1.5]". Da die (jetzt aktive) Beschrinkung 1 einen vollen Schritt blockierte, wird
At = {1} gesetzt.

Iteration 4: Jetzt ergibt sich s* = [0.4,0.2]" mit a* = 1. Da keine neue Beschrinkung
aktiviert wird, bleibt die Arbeitsmenge A5 = A' = {1} unverdndert und es ergibt sich
x° = [1.4,1.7]7, siehe Abbildung 4.12.

Tteration 5: Im letzten Schritt liefert (4.78) s° = 0 mit dem Lagrange—Multiplikator p2 =
0.8 > 0 aus (4.74a). Somit stellt x> = x* die optimale Lisung dar und der Algorithmus
terminiert.

Aufgabe 4.10 Verifizieren Sie die Lésung des quadratischen Problems in Beispiel 4.6
mit Hilfe der MATLAB—Funktion quadprog aus der Optimization Toolboz (siehe auch Ab-
bildung 4.13).
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A T2 Hohenlinien

0 N5) 1 2 3 4 x

Abbildung 4.12: Iterationen des Aktive—Beschrankungen—Verfahrens in Beispiel 4.6.

% Matlab-Loésung eines quadratischen Beispielproblems

%

opt = optimset(’LargeScale’,’off’); % Aktive-Restriktionen-Verfahren

G = [2,0; 0,2]; % Kostenfunktion: 0.5%x’*G*x + c’*x
c = [-2;-5];

c=[-1,2; 1,2; 1,-2; -1,0; 0,-1]1; % Beschrankungen: C*x <= d

d=[ 2; 6; 2; 0; 0];

x0 = [2.0;0.0]; % Startwert

[x,f] = quadprog(G,c,C,d,[],[]1,[],[],x0,0pt); % Losung mit quadprog

fprintf (’\nBerechnete Lésung: [%g, %gl mit £(x) = %g\n’,x,f);

Abbildung 4.13: MATLAB-Code zu Aufgabe 4.10 (quadprog).

4.4.4 Weitere numerische Verfahren

Das Aktive—Restriktionen—Verfahren ist gut geeignet fiir Probleme kleiner bis mittlerer
Dimension, kann aber eine langsame Konvergenz bei hoch—dimensionalen QPs aufweisen,
da die Arbeitsmenge A* nur jeweils um ein Element reduziert oder erweitert wird. Alter-
nativ sind Projizierte—Gradienten—Verfahren fiir grofe Probleme gut geeignet, da sie eine
schnelle Anderung der Arbeitsmenge AF erlauben.

Eine weitere Verfahrensklasse zur Losung von quadratischen Problemen sind Interior—
Point—Verfahren, wie sie bereits in der Linearen Programmierung vorgestellt wurden
(Abschnitt 4.3.4). Durch die Einfithrung von Schlupfvariablen kénnen die Ungleichungsbe-
schrankungen (4.73c) dabei wieder auf die Standardform (4.44b)—(4.44c) gebracht werden.

Weitere Informationen zu Projizierte-Gradienten—Verfahren und Interior-Point—Methoden
im Rahmen der Quadratischen Optimierung finden sich in den Biichern am Ende des Ka-
pitels.
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4.5 Nichtlineare Optimierung

Nach den betrachten Sonderféllen der Linearen und Quadratischen Optimierung soll nun
auf Losungsstrategien fiir allgemein nichtlineare Probleme (4.1) eingegangen werden, die
hier der Vollstdndigkeit halber wiederholt werden:

min f(x) (4.83a)
uwBwv. gi(x)=0, i=1,...,p (4.83b)
hi(x) <0, i=1,...,q. (4.83¢)

4.5.1 Sequentielle quadratische Programmierung

Eine effiziente Methode zur Losung nichtlinearer Probleme ist die Sequentielle Quadra-
tische Programmierung, die eine Folge von linear—quadratischen Approximationen des
beschrankten Problems (4.83) 16st. Dieses Verfahren greift somit auf Methoden aus der
Quadratischen Programmierung zuriick und ist fiir kleine und grofle Probleme gut geeig-
net.

4.5.1.1 Allgemeiner Algorithmus

SQP-Verfahren betrachten in jedem Schritt k& das am Iterationspunkt x* linearisierte
Problem?®

min 1sTH"s + Vf(z*)Ts (4.84a)
seR»
wBv. Vgi(z")Ts+g(a") =0, i=1,....p (4.84Db)

Vhi(x¥)Ts + hi(z*) <0, i=1,....¢q (4.84c¢)

wobei H* ~ V2f(x*) eine Approximation der Hessematrix der Kostenfunktion f am
Punkt x* darstellt. Dieses quadratische Programm kann mit den in Abschnitt 4.4 be-
schriebenen Verfahren gelést werden. Der neue Iterationspunkt ergibt sich dabei zu ! =
x* + aFs* wobei s* die Losung von (4.84) darstellt.

Die Schrittweite o muss geeignet gewihlt werden, damit der neue Punkt x**! einen

hinreichenden Abstieg in der Kostenfunktion f(x**!) < f(x*) bewirkt, andererseits aber
auch die Ungleichungsbeschriankungen (4.83c) eingehalten werden. Dieser Punkt wird in
Abschnitt 4.5.1.2 ndher untersucht. Der grundsétzliche Algorithmus eines SQP—Verfahrens
ist in Tabelle 4.3 dargestellt.

Praktische Verfahren zur Losung von (4.84) konnen prinzipiell in folgende Klassen unter-

teilt werden:

e EQP—Verfahren (Englisch: equality—constrained QQP) wihlen in jedem Iterations-
punkt x* eine Arbeitsmenge an aktiven Beschrinkungen und reduzieren (4.84) auf

8 Die Linearisierung der Kostenfunktion f(z) liefert im Allgemeinen %sTHks + Vf(@") s + f(x).
Da der letzte Term f(x*) unabhingig ist von s, kann er in (4.84a) vernachlissigt werden.
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Initialisierung:

k<0 Iterationszahler

x’ Startpunkt

H° Startapproximation der Hessematrix (pos. def.)
repeat

s® < Ldsung von (4.84)

o « z.B. Armijo—Bed. (3.21) Wahl von Schrittweite o fiir Abstieg in Straffkt.
P(x* + afs* o) < P(x*,0), z.B. mit (4.85)

xh ! xF + aksk nichster lterationspunkt
H' « HY + ... Quasi-Newton Update der Hessematrix
k+—k+1

until ||V,L(z" \*, pk)|| < e oder anderes Abbruchkriterium

Tabelle 4.3: Struktur von SQP—Verfahren.

ein gleichungsbeschranktes Problem, wobei alle Beschrankungen, die sich nicht in der
Arbeitsmenge befinden, verworfen werden. Die Arbeitsmenge wird in jedem neuen
Schritt aktualisiert. Dieses Verfahren hat den Vorteil, dass die Losung gleichungs-
beschrénkter quadratischer Probleme fiir hoch-dimensionale Probleme weniger Re-
chenaufwand benoétigt als die Losung des allgemeinen Problems (4.84).

e [QP—Verfahren (Englisch: inequality—constrained QP) verwenden die Menge der ak-
tiven Ungleichungsbeschréinkungen von (4.84) als Schétzung der aktiven Beschran-
kungsmenge A(x*) an der optimalen Losung x*. Falls diese Menge A(x*) korrekt
bestimmt werden kann, verhélt sich das SQP—Verfahren wie ein Newton—Verfahren
fiir gleichungsbeschrankte Probleme und konvergiert schnell zum optimalen Punkt
a*. Dieses Verfahren hat sich als sehr erfolgreich in der Praxis erwiesen. Der Nach-
teil ist, dass die Losung von (4.84) bei groflen Problemen sehr rechenaufwindig
werden kann. Andererseits konnen in der Ndhe des Optimums Informationen aus
den vorhergehenden Iterationen verwendet werden ( Warmstart-Strategie), um eine
gute Schéitzung fiir die Losung in der momentanen Iteration zu erhalten.

4.5.1.2 Wahl der Schrittweite

Wie bereits erwihnt wurde, ist es nicht ausreichend, die Schrittweite o* so zu wihlen, dass
der Abstieg in der Kostenfunktion f(x* + o*s*) < f(z*) hinreichend grof§ ist, da auch
das Einhalten der Beschrankungen g;(x) = 0 und h;(x) < 0 berticksichtigt werden muss.
Im Allgemeinen wird dazu eine Straffunktion angesetzt, die beide Aspekte berticksichtigt.
Ein Beispiel dafiir ist die sogenannte [ -Straffunktion

P(x,0) = f(x)+ 0 Z|gi(m)|+2max{0,hi(m)} , (4.85)

die die Eigenschaft besitzt, dass jede Losung x* des nichtlinearen Problems (4.83) eben-
falls ein minimierender Punkt von P ist, unter der Voraussetzung, dass (x*, A*, u*) die
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hinreichenden Optimalitdtsbedingungen (4.37) erfiillt und der Strafparameter o die Un-
gleichungen o > |[\f|, i =1,...,pund o > |uf|, i = 1,...,q erfiillt. Man spricht in diesem
Zusammenhang von einer ezakten Straffunktion.

Die Schrittweite o kann nun mit einem der in Abschnitt 3.3.2 vorgestellten Liniensuchver-
fahren geeignet bestimmt werden (z.B. mittels der Armijo—Bedingung (3.21)), um einen
hinreichenden Abstieg in der Straffunktion P(x* + a*s* o) < P(x*, o) zu erreichen.

4.5.1.3 Beispiel: Optimale Auslegung von Reglerparametern

Als Beispiel soll die Optimierung von Reglerparametern fiir ein totzeitbehaftetes zeitdis-
kretes Streckenmodell
z(k) = ax(k — 1) + bu(k — 10) (4.86)

mit den Streckenparametern a = b = 0.5 betrachtet werden [2]. Das Regelgesetz sei
gegeben durch
u(k) = cru(k — 1) 4 coe(k) + cze(k — 1), (4.87)

wobei e(k) = 1 — z(k) den Regelfehler auf einen Einheitssprung darstellt. Die Reglerpa-
rameter sollen so eingestellt werden, dass die (zeitdiskrete) betragslineare Regelfliche

fle) =" le(k)| (4.88)

f(e) =3 lelh) (1.59)

k=1

minimiert wird, bei der zeitlich spdtere Abweichungen stérker ins Gewicht fallen. Dartiber
hinaus soll das Uberschwingen von x(k) begrenzt werden.

Die Optimization Toolbox von MATLAB stellt zur Losung von nichtlinearen Optimierungs-
problemen die Funktion fmincon zur Verfiigung. Das SQP—Verfahren kann mit Hilfe der
Option optimset(’'LargeScale’, off") ausgewihlt werden.

Der MATLAB—Code zur Bestimmung der optimalen Reglerparameter mittels fmincon ist
in Abbildung 4.14 zusammengefasst. ® Dabei wird die Begrenzung des Uberschwingens als
nichtlineare Beschriankung implementiert. Als Startwert fiir die Reglerparameter wurde
c® =1[1,0.5,—0.5]" gewshlt.

Die optimierten Sprungantworten fiir die Félle (4.88) und (4.89) mit jeweils 10% und 0%
Uberschwingen und die dazugehorigen Reglerparameter sind in den Abbildungen 4.15,
4.16 und in Tabelle 4.4 dargestellt.

In allen Féllen liefert die Optimierung den Wert ¢; = 1 zuriick. Der Regler (4.87) besitzt
somit integrierendes Verhalten. Des Weiteren ist in Abbildung 4.16 zu erkennen, dass
die zeitliche Gewichtung in der Kostenfunktion (4.89) eine Moglichkeit darstellt, um das
Schwingungsverhalten nach Erreichen des Sollwertes zu dampfen.

9Der geschlossene Regelkreis (4.86), (4.87) ist als z—Ubertragungsfunktion implementiert. Die Sprung-
antwort wird mit Hilfe der Funktion step berechnet.
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function reglerparameter (caseQ)
%
global x cold
switch caseQ

case 1, p.costQ=1; p.ue=0.1; % betragslineare Regelfliche, max. Uberschw. 10Y%
case 2, p.costQ=1; p.ue=0; % betragslineare Regelfléche, max. Uberschw. 0%
case 3, p.costQ=2; p.ue=0.1; % zeitgew. betragslin. Regelfl&che, max. Uberschw. 10%
case 4, p.costQ=2; p.ue=0; % zeitgew. betragslin. Regelfliche, max. Uberschw. 0%

end

p.N = 70; % Anzahl der Abtastschritte

p-a = 0.5; p.b = 0.5; % Streckenparameter

c0 = [1;0.5;-0.5]; % Startwert

opt = optimset(’LargeScale’,’off’, ... % SQP-Verfahren fiir fmincon

’Display’,’iter’,’MaxFunEvals’,500) ;
[c,f] = fmincon(@kostenfkt,cO,[]1,[1,[],[],[]1,[],@beschr,opt,p);
fprintf (’\nOptimale Parameter c=[/%2.3g,%2.3g,%2.3g] mit £(c)=Y%2.3g\n’,c,f);

x = sprungantwort(c,p); % optimierte Sprungantwort

figure(1); clf % Darstellung der Sprungantwort
h(1) = stairs(ones(1,p.N),’r--’); hold on

h(2) = stairs(x,’k’);

h(3) = stairs(1-x,’m’); xlabel(’Zeitschritte’);

axis([0, p.N, -0.1, 1.1+p.uel);

legend(h, ’Sollwert’,’Zustand x’,’Regelabw. e’,4)

function x = sprungantwort(c,p)

%

z =tf(z’); % z-Transformation:
GO = (c(2)+c(3)*z"(-1))/(1-c(1)*z"(-1)) * p.b/(z"10-p.a*z"9); % Gregler * Gstrecke
x = step( GO/(1+GO), p.N ); % Sprungantwort
function f = kostenfkt(c,p)

%

global x cold

x = sprungantwort(c,p); % Sprungantwort

if p.costQ==1, f = sum( abs(1-x) ); % Kostenfunktion
else f = 1/p.Nxsum( [1:p.N]*abs(1-x) ); end

cold = c;

function [C,Ceq]
%
global x cold

if any(c”=cold), x=sprungantwort(c,p); end
C = max(x-(1+p.ue)); Ceq = [1;

beschr(c,p)

falls neue c-Werte vorliegen
nichtlin. Ungleichungsbeschr.

= ==

Abbildung 4.14: MATLAB—Code zur Bestimmung der optimalen Reglerparameter (fmincon).

Kostenfkt. max. Uberschw. ¢ ch s f(e")
(4.88) 10% 1.000 0.438 -0.368 14.6
(4.88) 0% 1.000 0.454 -0.388 14.9
(4.89) 10% 1.000 0.367 -0.297 1.93
(4.89) 0% 1.000 0.400 -0.333 2.06

Tabelle 4.4: Optimale Reglerparameter fiir den Regelkreis (4.86)—(4.87).
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— — — Sollwert
— — - Zustand x
— — - Regelabw. e ]

0 10 20 30 40 5 & 70
Zeitschritte
Abbildung 4.15: Sprungantwort des opti-
mierten Regelkreises mit Kostenfunktion
(4.88) (Uberschwingen 10%: —, 0%: - -).
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0.4
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— — — Sollwert
— — - Zustand x
— — - Regelabw. e ]

0 10 20 3 4 5 & 70
Zeitschritte
Abbildung 4.16: Sprungantwort des opti-
mierten Regelkreises mit Kostenfunktion
(4.89) (Uberschwingen 10%: —, 0%: - -).

4.5.2 Weitere numerische Verfahren

Ein grundsétzlich anderes Vorgehen als bei SQP—Verfahren besteht darin, das urspriing-
liche Problem (4.83) durch ein oder mehrere unbeschriankte Probleme zu ersetzen, die
sukzessive numerisch gelost werden. Im Folgenden wird nur kurz auf diese Verfahren ein-
gegangen. Fiir weitere Informationen sei auf die am Ende des Kapitels angegebenen Biicher
verwiesen.

Methode der dufleren Straffunktionen

Im einfachsten Fall kann das urspriingliche beschrankte Problem (4.83) durch ein neues
unbeschrianktes Problem ersetzt werden, indem die Beschrankungen (4.83b) und (4.83c)
als Strafterme zur Kostenfunktion addiert werden:

(4.90)

xcR™?

min PG, 7) = f(@) + = | Y oloit@)) + D wlhe) |

Die Funktionen ¢ und v stellen dufiere Straffunktionen dar, die Beschrénkungen von
auflen bestrafen und somit ein Verletzen der Beschriankungsgrenzen erlauben.

Die Straffunktion ¢ fiir die Gleichungsbeschriankungen g;(x) = 0 wird gewthnlich als
Potenzfunktion ¢(g;(x)) = |g;(x)|” mit » > 1 angesetzt, wihrend v typischerweise wie
folgt definiert ist

W(hi(z)) = (max{0, h;y(z)})", r>1. (4.91)

Abbildung 4.17a verdeutlicht das Verhalten von ¢ und den Einfluss des Strafparameters 7.

Die Losung «(7) des neuen unbeschriankten Problems (4.90) wird in der Regel von der
optimalen Losung a* des Originalproblems (4.83) abweichen, da der Strafterm in (4.90)
die urspriingliche Kostenfunktion (4.83a) verfélscht.

In der Praxis wird daher das Problem (4.90) sukzessive fiir eine abnehmende Sequenz {7}
von Strafparametern gelst, was einer zunehmenden Bestrafung der Beschrankungsverlet-
zung entspricht (Abbildung 4.17a). Unter gewissen Bedingungen kann gezeigt werden,
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a) Ay b) by

dulere Straf-
. . fkt. Y(h(z))
innerer Bereich

h(z) <0

innere Straf-

fkt. ¥ (h(z))

h(x) h(x)

Abbildung 4.17: Veranschaulichung von d&ueren und inneren Straffunktionen ¢ (h(x)) fur
eine Ungleichungsbeschrinkung h(zx) < 0.

dass sich fiir eine Sequenz {7%} mit limy_,,, 7% = 0 die optimale Lésung im Limit ergibt,
d.h.
lim x(7%) = z*. (4.92)

k—o0

Ein bekannter Nachteil des Verfahrens ist allerdings, dass das Problem (4.90) fiir 7 — 0
zunehmend schlecht konditioniert wird, was eine genaue Approximation der optimalen
Losung x* in der Praxis schwierig macht.

Methode der inneren Straffunktionen (Barrieremethode)

Innere Straffunktionen oder Barrierefunktionen bestrafen die Anndherung an die Be-
schrankungsgrenze und gehen gegen Unendlich, wenn die Grenze h;(x) = 0 beriihrt wird,
wie in den Abbildungen 4.17b und 4.8 zu erkennen ist. Beispiele von Barrierefunktionen
sind |

Vb)) = 1o oder V(@) = ~In(~hi(z) (4.93)
Da Barrierefunktionen nur im Inneren des zulédssigen Bereiches definiert sind, kénnen nur
Ungleichungsbeschréankungen (4.83) berticksichtigt werden:

q
min Pz, 7) = f(z) +T;¢(hi<m))' (4.94)
Durch sukzessive Reduktion des Strafparameters 7 reduziert sich die Bestrafung des zulés-
sigen Bereiches fiir h;(x) < 0, wihrend ¢ — oo bei Beriihrung der Beschrankungsgrenze
hi(x) — 0 erhalten bleibt (Abbildung 4.17b). Wie im Fall der &ufleren Straffunktionen
kann (unter gewissen Umstinden) gezeigt werden, dass fiir eine abnehmende Sequenz {7*}
mit limy,_, 7% = 0 die optimale Losung x* im Limit (4.92) erreicht wird.

Bei Barrieremethoden stellt sich insbesondere das Problem, eine zulissige Startlosung x°
zu bestimmen, die innerhalb der Schranken h;(x) < 0 liegt.
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Interior—Point—Verfahren

Interior-Point—Verfahren sind bereits im Rahmen der Linearen Programmierung in Ab-
schnitt 4.3.4 vorgestellt worden. Thre Erweiterung auf nichtlineare Probleme soll deshalb
nur kurz angerissen werden.

Interior—Point—Verfahren basieren auf der Idee, die strikte Komplementaritédtsbedingung
(4.29¢) durch einen Parameter 7 zu modifizieren, d.h. pfh;(z*) = 7, um die numerische Lo-
sung der KKT-Bedingungen (4.29) zu erleichtern. Wie bereits in Abschnitt 4.3.4.2 gezeigt
wurde, besteht ein Zusammenhang zwischen Interior-Point—Verfahren und der logarith-
mischen Barrierefunktion in (4.93). Allerdings sind Interior-Point—Verfahren numerisch
besser konditioniert und gehoren zu den leistungsfihigsten Verfahren der nichtlinearen
Optimierung.

Fiir weitergehende Informationen sei insbesondere auf den sehr guten Ubersichtsaufsatz [3]
und die Biicher [4, 1] verwiesen.

4.6 Software—Ubersicht

Im Folgenden ist eine Auswahl an Software zur Losung von statischen Optimierungspro-
blemen zusammengestellt.

Lineare Optimierung

e linprog: MATLAB Optimization Toolbox (kostenpflichtig)

e CPLEX (kostenpflichtig)
http://www.ilog.com/products/cplex

e GLPK: “GNU Linear Programming Kit” (frei zugénglich)
http://www.gnu.org/software/glpk

e Ip_solve: Mixed-Integer Lineare Optimierung (frei zugénglich)
http://lpsolve.sourceforge.net

Quadratische Optimierung

e quadprog: MATLAB Optimization Toolbox (kostenpflichtig)

e CPLEX (kostenpflichtig)
http://www.ilog.com/products/cplex

e OOQP (frei zugénglich)
http://pages.cs.wisc.edu/ " swright/ooqp

e LOQO (kostenpflichtig)
http://www.princeton.edu/ rvdb
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Nichtlineare Optimierung

e fmincon: MATLAB Optimization Toolbox (kostenpflichtig)

e LOQO (kostenpflichtig)
http://www.princeton.edu/ rvdb

e MINOS (kostenpflichtig)

http://www.sbsi-sol-optimize.com/asp/sol_product_minos.htm

e SNOPT (kostenpflichtig, aber Studentenversion frei zugénglich)
http://www.scicomp.ucsd.edu/ "peg

e DONLP2 (frei zugénglich)
ftp://ftp.mathematik.tu-darmstadt.de/pub/department/software/opti

e IPOPT (frei zugénglich)
https://projects.coin-or.org/Ipopt

Modellierungssprachen

Die meisten der oben angegebenen Optimierer unterstiitzen eine Anbindung an MAT-
LAB (z.B. Ip_solve, SNOPT, DONLP2, IPOPT) oder an eine der Modellierungssprachen
AMPL (z.B. LOQO, GLPK, IPOPT) oder GAMS (z.B. MINOS). Diese Sprachen bieten

eine symbolorientierte Syntax zum Formulieren von Optimierungsproblemen:

e AMPL: “A Mathematical Programming Language”
http://www.ampl.com

e GAMS: “General Algebraic Modeling System”
http://www.gams.com
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Kapitel 5

Dynamische Optimierung

In den bisherigen Kapiteln ging es um die Minimierung einer Funktion bzgl. eines Para-
metervektors & im Euklidischen Raum R”™. Im Folgenden sollen nun dynamische Optimie-
rungsprobleme betrachtet werden, bei denen eine Funktion einer unabhéingigen Variablen
(in der Regel eine Zeitfunktion) gesucht wird, die ein Kostenfunktional minimiert. Die
héufigste Anwendung findet man bei dynamischen Systemen fiir die eine optimale Ein-
gangstrajektorie u*(t) gesucht wird. Man spricht in diesem Zusammenhang auch von einem
Optimalsteuerungsproblem.

5.1 Allgemeine Aufgabenstellung

Eine recht allgemeine Struktur von Optimalsteuerungsproblemen lautet

IIILl(lgl J(u) = p(x(tr), tr) + /t fl(af:(t),u(t),zf) dt (5.1a)
uBv. = f(z,u,t), x(t) =z (5.1b)
g(x(tr), i) = 0 (5.1c)
h(z(t),u(t),t) <0 Vte [to,t]. (5.1d)

Die Endbedingungen (5.1c), die Art des Kostenfunktionals (5.1a), die Beschrinkungen
(5.1d) als auch die Endzeit t; haben Einfluss auf die Charakteristik des Optimierungspro-
blems. Im Folgenden wird stets angenommen, dass alle auftretenden Funktionen stetig
differenzierbar in ihren Argumenten sind.

Endbedingungen (5.1c)

Die Gleichungen (5.1b)—(5.1c) fiir sich genommen stellen ein Steuerungsproblem dar, da
fiir ein (im Allgemeinen) nichtlineares System mit Zustand & € R” und Eingang u € R™
eine Steuertrajektorie w(t), t € [to, ] gesucht wird, die das System vom Anfangszustand
x(to) = xo zu einer gewiinschten Endfunktion (5.1c) zur Endzeit ¢ tiberfiihrt. Die allge-
meine Form (5.1¢) von Endbedingungen kommt in der Praxis eher selten vor. ! Wesentlich

'Ein Beispiel einer nichtlinearen Endbedingung ist die Optimierung der Flugbahn einer Trigerrakete,
die einen Satelliten auf eine geostationidren Umlaufbahn um die Erde bringen soll.
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héufiger sind partielle Endbedingungen der Form
$z(tf) = Tf; , 1€ 1r. (52)

Die Menge Z; umfasst die Indices der bei t; fixierten Zustande z;. Wenn der vollstéindige
Endzustand vorgegeben ist, d.h. @(tf) = @, so gilt Zr = {1,...,n}. Der andere Grenzfall
liegt vor, wenn Zy = {} ist. Man spricht in diesem Fall von einem freien Endzustand.

Im Folgenden werden vorrangig die partiellen Endbedingungen (5.2) betrachtet. Auf die
allgemeinen Endbedingungen (5.1¢) wird in Abschnitt 5.3.6 eingegangen.

Kostenfunktional (5.1a)

Aus den in der Regel unendlich vielen Steuerfunktionen w(t), die das System (5.1b)
mit gegebenen Anfangsbedingungen zu (5.1c) bzw. (5.2) iiberfithren, wird eine optimale
Steuerung u*(t) gesucht, die das Kostenfunktional (5.1a) minimiert. Bei der allgemeinen
Form (5.1a) wird zwischen der Endzustandsbewertung bzw. dem Mayer—Term o(x(te), te)
und dem Integralanteil I(zx, u,t) unterschieden. Generell kann das Kostenfunktional somit
folgende Formen aufweisen

rw(w(tf),tf)—l—/tfl(m(t),u(t),t) dt Bolza-Form
) = /tfl(a:(t), u(t),t)dt Lagrange—Form (5-3)

to

L o(x(tr), tr) Mayer—Form .

Die Bolza— und Lagrange-Darstellungen kénnen stets in die Mayer—Form gebracht werden,
indem der Integralanteil als neuer Zustand

iil'nJrl = l(w, u, t) s Ln+1 (to) =0 (54)

eingefithrt und z,,41(¢¢) zu w(x(tr), t¢) hinzugefiigt wird. Die wichtigsten Beispiele fiir ein
Integralkriterium sind

1[4
J(u) = 3 / x' (1)Qx(t)dt quadratische Zustandsgewichtung
o (Q symmetrisch & @Q > 0)
1 [*
J(u) = 3 / u' (t)Ru(t) dt energieoptimales Kriterium
fo (R symmetrisch & R > 0)
I
J(u) = 5 / ' (H)Qx(t) + u' (t)Ru(t)dt allgemeines quadratisches Kriterium
fo (Q, R symmetrisch & Q > 0, R > 0)
te
J(u) = / 1dt =t; —to zeitoptimales Kriterium
to
te
J(u) = / 1+ u'(t)Ru(t) dt Kombination Zeit—/Energieoptimalitit
to

Im Zusammenhang mit quadratischen Termen der Form u" Ru wird gewohnlich der Be-
griff Emergieoptimalitit verwendet, da der zu minimierende Ausdruck héufig im Zusam-
menhang mit der Energie eines elektrischen Signals steht.
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Beispiel 5.1 In Kapitel 1 wurden unterschiedliche Kostenfunktionale betrachtet. Im Falle
der Goddard—-Rakete (Beispiel 1.4) stellt p(x(ts),ts) = —h(ts) die Mazimierung der Flug-
hohe dar, wihrend im Konsumenten—Beispiel 1.5 p(x(te),ts) = —K"(tt) das Vererbungs-
kapital des Konsumenten beriicksichtigt. Die Kombination aus zeit— und energieoptimalen
Anteilen im Integralkriterium wurde beim inversen Pendel in Beispiel 1.3 betrachtet.

Endzeit t

Die Endzeit (oder Optimierungshorizont) ¢y kann entweder vorgegeben oder frei sein. Falls
die Endzeit frei ist, muss t; als Teil der Losung des Optimierungsproblems (5.1) bestimmt
werden. Die Endzeit ¢; spielt in diesem Zusammenhang eine wichtige Rolle und entscheidet
oft, ob ein Problem losbar ist oder nicht.

Beschrinkungen (5.1d)

Beschrinkungen sind in vielen praktischen Problemen vorhanden. Die nichtlineare Form
(5.1d) ist eine sehr allgemeine Schreibweise, die in den meisten Fillen auf Beschrinkungen
der Einginge u

’U/(t) ceUCR™ Vte [to,tf] (55)

und/oder der Zusténde
ZB(t) e XCR" Vte [to,tf] (56)

reduziert werden kann. Der in der Praxis am héufigsten auftretende Fall sind Eingangs-
beschrankungen, wie z.B. Spannungsbegrenzungen oder Maximalkréfte eines Aktors.

Der Inhalt dieses Kapitels beschrinkt sich grofitenteils auf die Betrachtung der Ein-
gangsbeschrankungen (5.5). Die strenge mathematische Beriicksichtigung von Zustandsbe-
schrankungen (5.6) bzw. von allgemeinen Beschrankungen (5.1d) ist erheblich schwieriger
als der eingangsbeschréankte Fall und wird in Abschnitt 5.5.5 lediglich angedeutet.

5.2 Einfiihrung in die Variationsrechnung

Die Betrachtung von dynamischen Optimierungsproblemen ist naturgeméafl komplexer im
Vergleich zu statischen Problemen, bei denen die Optimierungsvariablen von endlicher
Anzahl im R"™ waren. Eine elegante Methodik, mit der dynamische Optimierungsproble-
me angegangen werden konnen, ist die Variationsrechnung, die Ende des 17. und Anfang
des 18. Jahrhunderts entwickelt wurde. Die bekanntesten Namen, die mit der Variations-
rechnung in Verbindung gebracht werden, sind Bernoulli, Fuler und Lagrange.

Um eine Einfiihrung in die Variationsrechnung zu geben, werden zunéchst allgemeine
Funktionale betrachtet, bevor die Ergebnisse auf unbeschrinkte Optimalsteuerungspro-
bleme erweitert werden (Abschnitt 5.3).

5.2.1 Euler—Lagrange—(Gleichungen
Betrachtet wird ein Funktional der Form

J(x) = /t Cs(m(t), (t), 1) dt (5.7)
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zulédssige
Variationen
o (t) + edx(t)

~ Y

to ty

Abbildung 5.1: Zuléssige Variation um eine optimale Losung x*(t).

Die Endzeit t; ist fixiert, ebenso wie die Anfangs— und Endbedingungen
x(to) =y, x(tr) = . (5.8)

Es wird angenommen, dass eine optimale Lésung x*(t) € C? (d.h. zweimal stetig differen-
zierbar) existiert, die das Funktional (5.7) minimiert.

Bei der Variationsrechnung wird ausgehend von einer optimalen Losung x*(t), t € [to, t¢]
eine kleine Variation dx(t) betrachtet und die entsprechende Variation §J des Kosten-
funktionals untersucht. Zunéchst wird die nichtoptimale Zeitfunktion

x(t) = x*(t) + eox(t), t € [to, 1] (5.9)

mit dem Parameter ¢ angesetzt, wobei dx(t) eine beliebige zuldssige Variation mit ho-
mogenen Randbedingungen dx(ty) = 0 und dx(t;) = 0 darstellt, so dass die variierte
Funktion (5.9) die gegebenen Randbedingungen (5.8) erfiillt. Abbildung 5.1 stellt ein Bei-
spiel von dx(t) und den Einfluss des Parameters ¢ im eindimensionalen Fall dar.

Die variierte Grofe () und deren Zeitableitung @ (t) werden jetzt in das Kostenfunktio-
nal (5.7) eingesetzt

J(x* +edx) = /tf o(x*(t) + edx(t), &*(t) + eoa(t), t) dt. (5.10)

Betrachtet man die Funktionen dx(t) und d&(t) als festgelegt, so héngt J in (5.10) allein
von € ab. Aus der Stationaritiatsbedingung fiir gew6hnliche Extrema (siehe Kapitel 3.1)
folgt, dass eine notwendige Bedingung fiir ein (lokales) Extremum das Verschwinden der
ersten Ableitung ist, also dJ(x* + edx)/de = 0 gelten muss.

Im hier betrachteten Fall ist aber bekannt, dass — unabhéngig von der Wahl von dx(t) —

diese Nullstelle der Ableitung bei e = 0 liegen muss, da x*(t) laut Definition eine optimale

Losung darstellt, so dass die rechte Seite von (5.10) ihr Minimum fiir ¢ = 0 annimmt. Es

muss also gelten

dJ(x* + edx)
de

d.h. die erste Variation von J muss Null sein. Explizites Differenzieren von (5.10) nach ¢
und anschliefendes Nullsetzen von ¢ ergibt

5] = /tf (g—i)Tém + (g—i)T&b dt, (5.12)

5J = =0, (5.11)

e=0
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wobei die optimalen Groflen x*(t) und &*(¢) als Argumente der partiellen Ableitungen
der Einfachheit halber weggelassen wurden.

Aus (5.12) ist ersichtlich, dass sich die Variation d.J des Kostenfunktionals in Abhéngigkeit
der Variationen dx(t) und d&(t) ausdriicken lidsst. Da d&(t) als Zeitableitung von da(t)
aber nicht unabhéngig von dx(t) variiert werden kann, wird der zweite Term in (5.12)
partiell integriert 2

/ttf (%)Tédgdt: [(%)Tém}: —/t (gj) oz dt. (5.13)

Da nur zulédssige Variationen mit dx(ty) = dx(tr) = 0 betrachtet werden, verschwinden
die Randterme in (5.13) und fiir 6.J in (5.12) ergibt sich

5 = / a_m_& amé dt (5.14)

in Abhéangigkeit von dx(t). An dieser Stelle kommt das Fundamentallemma der Variati-
onsrechnung ins Spiel.

Satz 5.1 (Fundamentallemma der Variationsrechnung) Sei h : [to, t;] — R™ eine
stetige Funktion. Falls fiir alle stetigen Funktionen dx : [to, ] — R"™ die Bedingung

/ " R Toz(t) dt = 0 (5.15)

gilt, so ist h(t) = 0 fir alle t € [to, t¢].

GemésB (5.11) muss die Variation §.J fiir alle zuldssigen Variationen dx(t) Null sein, damit
x*(t) tatsichlich eine optimale Losung darstellt. Somit folgt mit Hilfe des Fundamental-
lemmas der Variationsrechnung aus (5.14)

¢ 4 (a¢> (5.16)

dx  dt \ox

ox

Die Differentialgleichung (5.16) wird als Fuler—Lagrange—Gleichung bezeichnet und stellt
eine notwendige Bedingung fiir eine optimale Funktion x*(¢) dar, die das Funktional (5.7)
unter Beriicksichtigung der Randbedingungen (5.8) minimiert.

Uber die zweite Variation von J

d?J(z* + e0x)

d€2 e=0

§*J = >0 (5.17)

kann gezeigt werden, dass die Hessematrix

8%

pye —5(x*(t),&"(t),t) positiv semi-definit Vt € [to, t¢] (5.18)

2 Zur Erinnerung: /uTi; dt =u'v — /’iLT’U dt

3 Der Beweis des Fundamentallemmas kann z.B. in [1] nachgelesen werden.
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sein muss. Diese Bedingung ist als Legendre—Bedingung bekannt und stellt eine notwendige
Bedingung 2. Ordnung fiir eine optimale Losung x*(t), t € [to, t¢] zusétzlich zur Euler—
Lagrange—Gleichung (5.16) dar. Die Herleitung von (5.18) erfolgt analog zum Vorgehen
bei der ersten Variation (5.11) mittels partieller Integration und wird an dieser Stelle nicht
weiter vertieft.

Zwei Sonderfille der Euler-Lagrange—Gleichung (5.16) sind

e ¢ hingt nicht explizit von @ ab, d.h. ¢ = ¢(x,t). In diesem Fall liefert eine erste
Integration von (5.16)

9o
P konst. (5.19)

e ¢ hingt nicht explizit von t ab, d.h. ¢ = ¢(x,&). In diesem Fall kann gezeigt
werden [10], dass sich die Euler-Lagrange—Gleichung (5.16) wie folgt vereinfacht:

¢ — :ng—z = konst. (5.20)

Aufgabe 5.1 Bestimmen Sie den minimalen Abstand zwischen zwei Punkten A und B in
der (z,y)—FEbene. Stellen Sie dazu das zu minimierende Kostenfunktional in Abhdngigkeit
der Bogenlinge s auf und verwenden Sie die Relation

ds = \/da? + dy? = /1 + /()2 dz. (5.21)

5.2.2 Beispiel: Galileo’s hingende Kette

Galileo formulierte im Jahr 1638 die Frage, welche Form eine an beiden Enden aufgehéngte
Kette im Schwerefeld der Erde besitzt. Galileo nahm dabei félschlicherweise an, dass
die Kette eine Parabel beschreiben wiirde. Das Problem wurde um 1690 von Jakob und
Johannes Bernoulli und von Leibnitz mit Hilfe der Variationsrechnung geldst.

Betrachtet wird eine Kette der Lange L, deren Enden in den Punkten A und B aufgehéangt
sind, siche Abbildung 5.2. Aus dem Hamilton—Prinzip in der Technischen Mechanik folgt,
dass die potentielle Energie der Kette im statischen Gleichgewicht minimal sein muss. Mit
Hilfe der Bogenlénge s und der Relation (5.21) ergibt sich die potentielle Energie zu

L TB
Vng/ yds:pg/ yv1+y(x)de, (5.22)
0

TA

wobei g die Erdbeschleunigung und p die Masse pro Seillinge darstellt. Im Hinblick auf
die Minimierung der potentiellen Energie V' kann der konstante Faktor p g vernachléssigt
werden, womit sich das Kostenfunktional und die Randbedingungen

J(y) = /1’3 yV1+y(r)?dr, y(rva)=ya, ylzs)=ys (5.23)

TA

ergeben. Da in ¢(y,y') = yy/1+ ¢/'(z)? die Ortsvariable x nicht explizit auftritt, ergibt
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Ay hiéngende Kette
A der Lange L B

| /

y(z) =?
Abstand d

A
\

T

0 TA rB

Abbildung 5.2: Galileo’s Problem: Bestimmung der Form y(x) einer héingenden Kette.

sich fiir die Euler-Lagrange—-Gleichung (5.16) der Spezialfall (5.20), d.h. (ohne Argumente)

9¢ yy”?
oY) -y =yV1+y? -
2
%y vty (5.24)
_ Yy o
= = ¢; = konst.
/ 1 + y/2
Unter der Annahme c¢; # 0 kann die letzte Gleichung in die Form
2
Y =% -1 (5.25)
il

gebracht werden. Unter Beriicksichtigung von ¢’ = j—i’ wird x zunédchst mittels Integration
als Funktion von y ausgedriickt

/ 1

r= | ——

JE -1
1

wobei ¢y eine Integrationskonstante darstellt. Durch Umformung und Quadrierung,

2
@w“*wq—y>:=f—f?

kann y in folgender Form geschrieben werden:

1 62(:2—02)/01 +1 1
- - - _ (x—c2)/c1 —(z—c2)/1
Yy 201 e(x—CQ)/Cl 261 (6 +e > .

+027

/2 2
dy =c;In <—y+ Y Cl)
&1

Mit coshb = (e’ + e7?) ergibt sich also die Kettenlinie (Englisch: catenary)

y@>ZQC%h(x_®). (5.26)

&1

Gegebenenfalls kann noch eine dritte Konstante ¢ zu (5.26) addiert werden, um die
Kettenlinie fiir eine in den Punkten A und B aufgehidngte Kette durch (numerische)
Losung der Gleichungen

y(xa) =vya, vylzp) =vys, /mB V1+y(r)2de =L (5.27)

in Abhéngigkeit der Kettenlinge L zu berechnen. Abbildung 5.3 zeigt die Kettenlinie y(x)
mit der Léange L = 1.5 fiir verschiedene Aufhéngepunkte im Vergleich zu der von Galileo
vermuteten Parabel.
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1.2 8
g
>
c 1 h
e
<
c
2 0.8f i
c
2
< 0.6f ]
Kettenlinie (cosh—Funktion)
0.4r — — - Galileo’s Vermutung (ParabeTP
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Position x

Abbildung 5.3: Héngende Kette der Linge L = 1.5 fiir verschiedene Aufhéngepunkte.

5.3 Unbeschrinkte Optimalsteuerungsprobleme

In diesem Abschnitt wird die Variationsrechnung auf unbeschrénkte Optimalsteuerungs-
probleme

13(151 J(uw) = p(x(tr), t) + /t fl(zlc(t),u(t),zf) dt (5.28a)
uBv. = f(xz,u,t), x(th) =z (5.28Db)
[l?i(tf) = Tg4, 1€ 1L (5.280)

angewendet, um notwendige Bedingungen fiir eine optimale Losung herzuleiten.

5.3.1 Anwendung der Variationsrechnung

Der bisher betrachtete Fall der Variationsrechnung wird zunéichst sukzessive erweitert, um
die Systemgleichungen (5.28b), die partiellen Endbedingungen (5.28¢) und eine eventuell
freie Endzeit ty zu beriicksichtigen.

5.3.1.1 Beriicksichtigung der Systemgleichungen

Die Systemgleichungen (5.28b) kénnen als (dynamische) Gleichungsbeschrankungen be-
trachtet werden, die (hnlich dem Vorgehen bei beschrankten statischen Optimierungspro-
blemen) anhand von Lagrange—Multiplikatoren im Kostenfunktional beriicksichtigt wer-
den

J = @(x(t;), tr) + / fl(az(t), w(t), t) + AT (f(z,u,t) — &) dt. (5.29)

to
Im Gegensatz zum endlich-dimensionalen Fall stellt A(t),t € [to, ¢f] nun eine Zeitfunktion
dar.

Die Endzeit t; sei zunichst fest, d.h. ¢ = p(x(t)). Zur Betrachtung der Variation 6./ des
Kostenfunktionals werden Variationen im Zustand x(t) = x*(t) + edx(t) und Eingang
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u(t) = u*(t) + edu(t) um eine optimale Trajektorie x*(t), u*(t), t € [to, t¢] angesetzt

J = o(x*(t;) +edx(tr))

te
+/ [z +ebx, u +edu,t) + AT [f(z*+edz, u +edu, t) — (2" +e6x)| dt. (5.30)

to

und die Variation §.J = ‘é—g ‘5:0 betrachtet (ohne Argumente und Sternindex)

5] = @_i) S (ts) + /: [af(gi) Al 5m+[8u+(g£> )\]Téu—AT&b dt. (5.31)

Partielle Integration der Variation da(t) liefert

5. = (g—z)law(tf) [ATsa]!" +/ [§;+<g£) A+)\] Sz + [§i+(g£) A} Su di .

Zusatzlich kann der Restterm vereinfacht werden
[XTox],! = A(te) "o (tr) — A(to) Tom(to) = A(te) "0 (),

da fiir zuléssige Variationen dx(ty) = 0 gelten muss, um die Anfangsbedingungen x(to) =
xo in (5.28b) zu erfiillen.

Damit «*(t), u*(t) tatsichlich eine optimale Lésung des Optimalsteuerungsproblems (5.28)
darstellt, muss d.J = 0 fiir alle zuldssigen Variationen dx(t) und du(t) erfiillt sein. Es miis-
sen also die folgenden Gleichungen gelten

LAl OfNT
_ of
0= 8u + (8u> A, te (tot) (5.32h)
0= (W A)T Sx(te) = f:(a“) —A«) 5 (t) (5.32c)
ox =t f — Ox, V=t " £ '

Das heifit, es muss ein zu x*(t), u*(t) gehorender Lagrange-Multiplikator A(t), t € [to, t¢]
existieren, der die Dgl. (5.32a), die algebraische Zwangsbedingung (5.32b) und die End-
bedingung (5.32¢) fiir alle zuléssigen Endvariationen da(t;) erfiillt.

Da partielle Endbedingungen (5.28¢) betrachtet werden, lohnt es sich, die Bedingung (5.32c¢)
ebenfalls komponentenweise anzuschauen. Fiir die Zustdnde xz;, ¢ € Z;, die am Endzeit-
punkt ¢ = ¢; fixiert sind, siehe (5.28¢), muss eine zuléssige Variation dz;(tf) = 0 erfiillen,
wéhrend fiir alle freien Endzusténde x;(t¢), ¢ ¢ Z; die Endvariation beliebig sein kann. Es
muss also gelten

Iy

o, ’

1l t=tg

Ailte) =

i¢T;, (5.33)

damit die Transversalititsbedingung (5.32c) fiir alle zuléssigen Endvariationen erfiillt ist.
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Az

Abbildung 5.4: Totale Variation Axy = dx(tf) + *(¢;)dt; des Endzustandes fiir z € R.

5.3.1.2 Beriicksichtigung einer freien Endzeit

Falls die Endzeit ¢y des Optimierungsproblems (5.1) frei ist, wird die Herleitung der Va-
riation §.J etwas komplizierter, da zusitzlich zu den Variationen dx(t) und du(t) noch
die Variation ¢; = t; 4+ €0ty um die optimale Endzeit ¢; beriicksichtigt werden muss. Die
Variation 0J bzgl. z(t), du(t) und &t; ist eine Erweiterung von (5.31) und lautet (ohne
Argumente und Sternindex)

= A
5T = @_i)Z (Sz(te) + a(tr) otr ) + (%)tf&f + (14 AT(F - :i:))tfétf
+ /tf{g—i + (g—i)TA} "+ [j—i + (g—i)TA] TSu— ATz dt. (5.34)
to

Die totale Variation Ax¢ (genau genommen miisste es Axy = dx(t¢*) + & (¢§)dt; heiflen)
beriicksichtigt den zusitzlichen Einfluss der Zeitvariation 6ty auf die Anderung des End-
zustandes, siehe Abbildung 5.4. Der Term (I+A"(f—x)) , Ots in (5.34) stellt die Variation
des Integralwertes bei einer kleinen Variation dt; der Endzeit dar.

Partielle Integration von (5.34) mit A(to)Tdx(tg) = 0 liefert

= Ax
5. = (g—i)lmf — A(t)T(Ba(ty) —i—A:b(ftf) 5ts ) + (aa—f Fl+ AT f) , Ot
+ [ o+ (D) A [+ (1) T e

Falls £*(t), w*(¢) mit der Endzeit ¢} eine optimale Losung darstellt, muss §J = 0 sein fiir
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alle zuldssigen Variationen dx(t), du(t) und dt;. Es muss also gelten

LAl OFNT

A= - <_6a:> A, tE (to,tr) (5.352)
ol Of\T

0= -+ <_au> A, € (o, k) (5.35b)

8 T
0= (—82 - A)t Aay (5.35¢)
=tg

o Dy T

0= (% +l(x,u,t) + X' f(x,u, zﬁ))t:tf : (5.35d)

Analog zum vorherigen Abschnitt ist (5.35¢) fiir die Endbedingungen (5.33) erfiillt. Zu-
satzlich kommt aufgrund der freien Endzeit ¢; die Endbedingung (5.35d) hinzu.

5.3.2 Optimalititsbedingungen

Die im letzten Abschnitt hergeleiteten Beziehungen stellen notwendige Bedingungen dar,
die eine optimale Losung x*(t), u*(t) des Optimalsteuerungsproblems (5.28) erfiillen muss.
Mit Hilfe der sogenannten Hamilton—Funktion kénnen diese Beziehungen in einer kom-
pakteren Weise geschrieben werden.

Definition 5.1 (Hamilton—Funktion) Die Hamilton—Funktion fir das Optimalsteu-
erungsproblem (5.28) ist

H(z,u,\ t) = l(x,u,t) + X" f(x,u,t) (5.36)
mit den Lagrange—Multiplikatoren A(t) € R™.

Die notwendigen Optimalitdtsbedingungen 1. Ordnung fiir das Optimalsteuerungspro-
blem (5.28) lauten (ohne Sternindex)

. OH )
= Sy = f(z,u,t) (5.37)
: 0H al Of\T
A= = - (%) A Y te (toty) (5.38)
0H ol Of\T
0= o= 4+ (50) A ) (5.39)
mit den gegebenen Randbedingungen in (5.1b), (5.1¢)
x(to) = @o (5.40a)
Ii(tf) = g, 1€ 1; (540b)
und den Transversalitdtsbedingungen
Op
ilte) = fir i ¢ 7, A1
i(tr) P gy O ¢ I (5.41)
Jp .
H(w,u,)\,t)‘t:tf = " i, falls ¢ frei. (5.42)
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Zusitzlich kann die Legendre-Bedingung (5.18) fiir das Optimalsteuerungsproblem (5.1)
wie folgt angegeben werden

0*H

o2 positiv semi-definit V¢ € [to, ], (5.43)
u

die eine notwendige Optimalitdtsbedingung 2. Ordnung fiir eine optimale Losung x*(t),
u*(t) darstellt.

Die Differentialgleichungen (5.37)—-(5.38) werden als kanonische Gleichungen oder als
Hamilton—Gleichungen bezeichnet, wiahrend (5.38) fiir sich genommen das adjungierte
System mit dem adjungierten Zustand A darstellt.

Die Optimalitatsbedingungen definieren eine Zwei—Punkt—Randwertaufgabe (RWA) fiir
die optimalen Zustidnde x*(t), A*(¢) und die optimale Steuerung w*(t). Falls ¢; fest ist,
umfasst die RWA (5.37)—(5.41) 2n Gleichungen mit 2n Randbedingungen. Falls ¢; frei ist,
kommt zusétzlich die Transversalitéitsbedingung (5.42) hinzu, um die optimale Endzeit ¢}
bestimmen zu koénnen. Die Endbedingungen (5.40b), (5.41) beinhalten insbesondere die
folgenden Sonderfille:

e Fester Endzustand x(tf) = xy, d.h. Zy = {1,...,n}:
Der komplette Zustand @ ist am Anfang und Ende des Zeitintervals [ty, t¢| fixiert,
wihrend der adjungierte Endzustand A(t) frei ist.

e Freier Endzustand x(t¢), d.h. Zy = {}:
In diesem Fall ist der komplette adjungierte Endzustand (5.41) fixiert, d.h. A(tf) =
%f} " und die Randbedingungen teilen sich in Anfangs— und Endbedingungen fiir

x(to) und A(t¢) auf.

e Freie Endzeit ¢y mit Mayer—Term ¢ = 0 oder ¢ = p(x(t;)):
In diesem Fall ist die Transversalitidtsbedingung (5.42) homogen, d.h. H|,—;, = 0.

Eine besondere Eigenschaft der Hamilton—Funktion (5.36) ist ihr Verhalten entlang einer
optimalen Losung:

dpy_ 00, (a—)Td: - (8—H>Tu+ (a—H>T>\ _on

dt t R &Iir PR ’lﬁr R 3& P ot (5.44)
__ (0H — o T
= (52" f 0 =—frol

Fiir zeitinvariante Probleme (5.28), bei denen weder die Kostenfunktion [ noch die Sys-
temfunktion f explizit von ¢ abhéngen, ist die Hamilton—Funktion H also entlang einer
optimalen Trajektorie konstant.

Aufgabe 5.2 (feste Endzeit & Endbedingung) Betrachtet wird das Problem

| a
min /—u2+—x2dt, a>0
u(-) 0 2 2

uwBv. t=u, z(0)=1, z(1)=0.
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Zeigen Sie, dass die Losung

1 Va
* vat _ _Ja(2—t) « Va | Ja2—t)
¥ (t) = T oiva (e —e ) , u(t) = 1T_ o2va (e +e ) (5.45)

lautet und interpretieren Sie die Ergebnisse in Abbildung 5.5, die fiir verschiedene Para-
meterwerte a dargestellt sind.

Y x> *é
(0] c
2 S g
z 5 :
=] 2 N
N h T
-8 —-— a=1 @
- —-a=10
-10 a=100
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
Zeit t Zeit t Zeit t

Abbildung 5.5: Optimale Trajektorien in Aufgabe 5.2.

Aufgabe 5.3 (feste Endzeit & partielle Endbedingung) Betrachtet wird

a 9 ' 9
i —oo(1 —u” dt >0
wp g e e
u.B.v. fCl = T2, 1)1(0) = 1, 1'1(1) =0
I'QZU, $2<O):0

Zeigen Sie, dass sich fir den (freien) Endzustand x5(1) = —6/(4+ a) in Abhdingigkeit des
Parameters a > 0 ergibt und dass die optimale Losung
2(14+a) 5 3(24a) , ~12(1 4 a) 6(2+ a)

() = £ — 21, ui(t) = t— 4
7)== wrr t T v =—— i (5.46)

lautet. Interpretieren Sie die Ergebnisse in Abbildung 5.6.

1 6
08 4 . o
>t x D <
* v 2 2
= 0.6 < 8
I 5 0 g
2 04 %_2 N
N & T
0.2 _al” ——a=1 ©
- --a=10
0 -6 a =100
0 0.5 1 0 0.5 1
Zeit t Zeit t

Abbildung 5.6: Optimale Trajektorien in Aufgabe 5.3.
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Ju\ Trajektorie

-

X

Abbildung 5.7: Bewegung eines Partikels der Masse m in der (z,y)-Ebene.

5.3.3 Beispiel zur Betrachtung einer freien Endzeit

Betrachtet wird ein Partikel der Masse m in der (z, y)-Ebene, auf das eine konstante Kraft
F = ma wirkt. Die Stellgrofie u des Problems ist der Winkel zwischen der Schubrichtung
und der z—Ache, sieche Abbildung 5.7. Ziel ist es, das Partikel in minimaler Zeit [t, =
0,t¢] zu einem Zielpunkt (x¢, y¢) zu steuern. Unter der Annahme, dass auler dem Schub
keine weiteren Krafte auftreten, kann das Optimalsteuerungsproblem wie folgt formuliert
werden

m(igl te (5.47a)
uwBv. @=wv, z(0) =x0, x(tf) = a¢ (5.47b)
0 =acos(u), v(0)=uvy (5.47c)
y=w, y(0) =yo, y(te) = ue (5.47d)
w = asin(u), w(0)=wy. (5.47e)

Der Endzustand ist nur fiir die Position (x,y) vorgegeben und nicht fiir die Geschwin-
digkeiten, so dass sich in Analogie zu den partiellen Endbedingungen (5.40b) die Menge
Ty = {x,y} ergibt. Die Hamilton-Funktion (5.36) fiir das Problem ist

H(z,u,X) = A\yv + Myacos(u) + \yw + Ayasin(u) (5.48)

mit = [z,v,y, w]" und den adjungierten Zustinden A = [A;, Ay, Ay, Ap]". Das adjun-
gierte System (5.38) mit den Endbedingungen (5.41) lautet

Ao = —%—f =0 (5.49a)
Ay = —%—Ij = X, A(t) =0 (5.49b)
A, = —%—I; =0 (5.49¢)
Ao = —‘;—g = —)\,, ult) =0, (5.494)
woraus direkt
Ae = konst., Ay = Mo(t; — 1), N, =konst., Ay = \(tr — 1) (5.50)
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folgt. Des Weiteren muss (5.39) gelten, d.h.
OH
ou

womit sich u wie folgt berechnen lasst

Aw (550) Ay(te —1) A

= —M\asin(u) + Ayacos(u) =0,

R e N (5.51)

A
= u:arctan()\—p falls —g<u<g.
Die optimale Steuerung ist also auf dem gesamten Zeitintervall [ty = 0, ¢¢] konstant und
die Zusténde z(t) und y(t) konnen durch zweifache Integration der Differentialgleichun-

gen (5.47c), (5.47e) und Einsetzen der Anfangsbedingungen bestimmt werden
(5.51) 1

2(t) = gu(As, Ay, t) = 2o + vot + 2acos(u)t?, cos(u) =" ———= (5.52a)
AT+ AZ/A2
0(t) = gu(Ae; Ay, 1) = vo + acos(u)t (5.52b)
. . (5.51) Ay
y(t) = gy,(M\a, Ay, 1) = Yo + wot + Lasin(u)t?, sin(u) = (5.52¢)
' ' : Aoy /T +A2/N2
w(t) = guw(Azs Ay, 1) = wo + asin(u)t . (5.52d)

Da die Endzeit t¢; frei ist, muss zusétzlich die Transversalitéitsbedingung (5.42) gelten,
wobei sich die Hamilton—Funktion (5.48) aufgrund der Endbedingungen A, (t¢) = Ay, (t) =
0 entsprechend vereinfacht

H(z,u,N)|,_, =1 = Xgoha, Ao tr) + Ay gu(Aes Ay 1) = 1. (5.53)

Die gewiinschten Endbedingungen z(t;) = x¢, y(t;) = y¢ und die Endzeit ¢; miissen aus
den Gleichungen (5.52a), (5.52¢), (5.53) berechnet werden, die ein Gleichungssystem fiir
die drei verbleibenden Unbekannten (A, A, t¢) darstellen

g:t:(/\xa )‘yatf) Tt
gy(Axa)‘yatf) — |y | =0 (554)
)‘zgv()\:ca/\yatf) _l_)\ygw()\za)\yatf) -1

welches auf numerischem Wege gelost werden kann.

Eine geeignete MATLAB—Funktion zur Losung von nichtlinearen Gleichungen ist fsolve
aus der Optimization Toolbox. Die Funktion fsolve verwendet standardméfig die Methode
der Vertrauensbereiche (siehe Abschnitt 3.4.1), um ein Gleichungssystem in Residuenform
F(x) = 0 als Minimierungsproblem in « zu lésen.

Als Beispiel ist in Abbildung 5.8 der MATLAB—Code dargestellt, wie fsolve zur Losung
von (5.54) verwendet werden kann. Der gewiinschte Endpunkt (x¢, yf) wird beim Aufruf
der Funktion particle(xf,yf) iibergeben, wobei angenommen wird, dass das Partikel am
Punkt (zo,v0) = (0,0) mit der Geschwindigkeit (vg,w) = (0,1) in vertikale Richtung
startet. Abbildung 5.9 stellt die optimalen Bahnen z*(¢), y*(¢) des Partikels in der (x,y)-
Ebene fiir verschiedene Endpunkte (xy, y¢) dar. Die Pfeile zeigen die (konstante) Richtung
u = arctan(\,/\,) der angreifenden Kraft ma an.

4 Trigonometrische Beziehungen: sin(arctan(b)) = b/+v/1 + b2, cos(arctan(b)) = 1/v/1 + b2.
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function [t,x,y,p] = particle(xf,yf)

%

pP.

op
X0
Xo!

p

t
X

y
%

(xf,yf): gewiinschter Endpunkt
(t,x,y): Trajektorien des Partikels
p: Parameterstruktur
.a = 1; % Parameter
p.-x0=0; p.v0=0; p.y0=0; p.wO=1; % Anfangsbedingungen
xf=xf; p.yf=yf; % Endbedingungen (Ubergabe aus Funktionsaufruf)
t = optimset(’Display’,’iter’); % Optionen
= [-1,0,1]; % Startwert
pt = fsolve(@eqns,X0,opt,p); % Numerische Ldsung mit fsolve
.1x=Xopt(1); p.ly=Xopt(2); p.tf=Xopt(3); % Lésung
= linspace(0,p.tf,100); % Trajektorien
= xfct(p.1lx,p.1ly,t,p);
= yfct(p.1x,p.ly,t,p);
function res = eqns(X,p) % Gleichungen in Residuenform

1x=X(1); ly=X(2); tf=X(3);
s = [ xfct(lx,ly,tf,p) - p.xf;
yfct(1lx,ly,tf,p) - p.yf;

re

%

function x = xfct(lx,ly,t,p)
su = 1/sqrt(1+(1ly/1x)"2);
x = p.x0 + p.vO*t + p.a/2*cosuxt.”2;
function v = vfct(lx,ly,t,p)
su = 1/sqrt(1+(1y/1x)"2);

co

co
v

%

function y = yfct(1x,ly,t,p)

nu = ly/(lx*sqrt (1+(1y/1x)"2));

y = p.y0 + p.wO*t + p.a/2*sinuxt.”2;
function w = wfct(lx,ly,t,p)

nu = ly/(lx*sqrt(1+(1ly/1x)"2));

si

si
w

1x*vfct(1x,ly,tf,p) + ly*wfct(lx,ly,tf,p) + 1 1;

= p.v0 + p.a*cosuxt;

%

%

Funktionen fiir x und v

’t.72’ steht fiir komponentenweise Auswertung

= p.w0 + p.a*sinuxt;

%

%

Funktionen fiir y und w

’t.”2’ steht fiir komponentenweise Auswertung

Abbildung 5.8: MATLAB—Code fiir das Partikel-Problem unter Verwendung von fsolve.

Abbildung 5.9: Zeitoptimale Steuerung eines Partikels zu verschiedenen Endpunkten.
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5.3.4 Allgemeine Vorgehensweise und singulérer Fall

Die vorherigen Beispiele illustrierten, wie die Optimalitdtsbedingungen (5.37)—(5.42) bei
einfachen Problemen weitgehend analytisch gelost werden konnen. Eine generelle Vorge-
hensweise zur Berechung einer optimalen Steuerung mittels der Optimalitétsbedingungen
gliedert sich in die folgenden Schritte:

1. Aufstellen der HamiltonFunktion H(x,u, \,t) = [(x,u,t) + AT f(x,u, 1)
2. Berechnung von u aus (5.39), so dass sich u als Funktion von (x, A, t) ergibt:

u=1(x,\t). (5.55)

3. Einsetzen der Funktion (5.55) in die kanonischen Gleichungen (5.37)—(5.38) fiihrt
auf das Randwertproblem

& = flx,P(x,\1),1), A=—Hy(x P(x,\1t),\t), RBen (5.40),(5.41)

mit H, = g—f, das nun unabhéngig von der Steuergréfie w ist. Falls die Endzeit t;
frei ist, kommt noch die Endbedingung (5.42) hinzu.

4. Die Losung des Randwertproblems liefert @*(t), X*(t), t € [to,t¢], womit sich die
Steuertrajektorie w*(t) aus (5.55) ergibt. In den meisten Fallen muss das Randwert-
problem numerisch gelést werden (siehe letztes Kapitel).

Es sei angemerkt, dass die Losung der kanonischen Gleichungen nicht automatisch die
Optimalitédt der resultierenden Trajektorien x*(t), w*(¢) impliziert, da es sich lediglich
um notwendige Bedingungen handelt. Aus der Sicht des Anwenders wird aber haufig
angenommen, dass eine (eindeutige) optimale Losung fiir ein gegebenes Problem existiert,
und somit die Auswertung der notwendigen Optimalititsbedingungen ausreichend ist.

Falls w in der Systemfunktion f(x,u) oder im Integralanteil I(x, u,t) des Kostenfunktio-
nals (5.28a) nichtlinear eingeht, muss die Funktion (5.55) in der Regel numerisch bestimmt
werden. In vielen praktischen Féllen kann dies aber umgangen werden:

Beispiel 5.2 (Eingangsaffines Systeme & energieoptimaler Kostenanteil)
Das Aufstellen der Funktion (5.55) ist besonders einfach fiir eingangsaffine Systeme

&= f(@,u)=folx)+ ) fi(@)u (5.56)
i=1
mit energieoptimalen Anteil im Kostenfunktional
te m
J(u) = p(@(te), te) + / lo(x)+ 3y rauldt, r;>0. (5.57)

to i=1

In diesem Fall berechnet sich u; explizit aus der Bedingung % = ru; + AT fi(x) = 0:

wi =il A) = —ATF(x), i=1,...m.

)
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Problematisch ist der Fall, wenn ein oder mehrere Elemente u; von w nicht aus der Sta-
tionaritédtsbedingung (5.39) berechnet werden konnen. Dies lidsst sich am einfachsten am
Beispiel des eingangsaffinen Systems (5.56) mit skalarer Steuergrofe u (m = 1) erklaren.
Falls im Kostenfunktional (5.28a) der Integralanteil [ unabhéngig von w ist, d.h. [ = [(x, t),
lautet die Hamilton—Funktion und die erste Ableitung nach u

H(z,u, A t) =z, t) + AT [folx) + fi(z)u], Hu(z,X)=ATf(z)=0

mit H, = %—f. Man spricht in diesem Fall von einem singuldren Problem, da w; nicht aus
der Beziehung %—f = 0 bestimmt werden kann.

Beim singuldren Fall orientiert sich das Vorgehen an der Tatsache, dass fiir eine optimale
Losung x*(t), A*(t), u*(t) die Stationaritdtsbedingung H,(x*(t), A*(t)) = 0 nach wie
vor gelten muss, auch wenn sie keine Informationen iiber die optimale Steuerung liefert.

Folglich miissen die Zeitableitungen <& H,(-) ebenfalls verschwinden. Von besonderem

dtt Uu
Interesse ist dabei die erste Zeitableitung, bei der u explizit erscheint, d.h.
d” 0 ¢d
S (0N (D) =0 mit o (S H()) 0.
CH(@ N (0) =0 wmit —(SHL()

Die Variable r stellt den Grad der Singularitit dar. Die Gleichung <= H,(-) = 0 kann nun
verwendet werden, um u*(t) zu berechnen.

Es ist offensichtlich, dass die Behandlung von singuléren Problemen recht komplex und
vor allem problemspezifisch ist. In der Praxis wird dieser Fall haufig umgangen, indem
ein Regularisierungsterm Yy .-, r;u?, siche (5.57), mit hinreichend kleinen Gewichtungen
r; > 0 zur Kostenfunktion hinzugefiigt wird. Damit ist sicher gestellt, dass u; in den
einzelnen Stationaritédtsbedingungen g—i = 0 nicht verschwindet.

5.3.5 Interpretation der adjungierten Variablen

Im Falle der statischen Optimierung wurde in Abschnitt 4.2.4 gezeigt, dass die Lagrange—
Multiplikatoren A; und f; ein Maf fiir die Sensitivitidt der Kostenfunktion f am Optimum
bezogen auf kleine Anderungen der jeweiligen Beschriankungen darstellen.

Eine dhnliche Interpretation lédsst sich bei Optimalsteuerungsproblemen fiir die adjungierten
Variablen A*(¢) herleiten. Um dies zu betrachten, wird das folgende Optimierungsproblem
ohne Endbedingungen, ohne Endgewichtung und mit fester Endzeit ¢; betrachtet: ®

te
m(lgl / l(x,u,t) dt (5.58a)
u(- to
uBv. &= f(x,u,t), x(ts) =x0. (5.58b)

Die optimale Losung sei *(t), w*(¢) und stetig auf [to, t¢]. Des Weiteren wird angenom-
men, dass die Funktionen f und [ stetig differenzierbar sind.

Im Folgenden werden kleine Abweichungen e von den Anfangsbedingungen x(tg) = ®o+e
betrachtet, fiir die die zugehorigen optimalen Trajektorien mit (t; €) und u(t; €) bezeich-
net werden. Es ist direkt ersichtlich, dass

T(t:0) = 2*(t), W(t;0)=u*(t), tE[tot] (5.59)

SDieser Abschnitt orientiert sich an den entsprechenden Herleitungen in [7, 3].
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gilt. Da die Systemgleichungen (5.58b) fiir die optimale Losung (t; €), u(t; €) erfiillt sind,
d.h.
Z(te) = f(@(t;e),ult;e),t), ZT(to;e) =z +¢, (5.60)

kénnen sie mit Hilfe von adjungierten Variablen zur Kostenfunktion in (5.58a) addiert
werden

V(@ (ty; €), o) = / (@t e), alt; ). 1) dt

to

— /fl(i(t;s),a(t;s),t) X OT[f@(t;e), Ult;e),t) — T(t;€)]dt .

to

Dabei stellen A*(¢) die zur nominellen optimalen Losung x*(t), w*(t) gehorenden adjun-
gierten Zustdnde dar. Unter der Annahme, dass (t; €) und u(t; €) bzgl. € stetig differen-
zierbar sind, folgt mittels partieller Integration und anschlieBendem Differenzieren nach e
(ohne Argumente)

d STy
V(& (to; &), t0) = — [IN"]}]

de
[, ()L ST (), o G

wobei die partiellen Ableitungen an der Stelle Z(t;€), u(t;€) ausgewertet sind. Die Sen-
sitivititen Ze(t;e) = 92 und @e(t;e) = S% stellen Matrizen dar. Somit ist die obige

Gleichung eine Vektorgleichung, in der das Integral elementweise zu verstehen ist.

Fiir € = 0 ergibt sich die nominelle optimale Losung (5.59), womit die vorherige Gleichung
wie folgt geschrieben werden kann:

d_
EV(w(to, E), to)

N /: %s(t,O)T[(%)m*yuj@—i);u*)#}\*] m(t,o)T[(g_;)M(g_g);M at.

Da das Tripel (z*,u*, A*) aber die notwendigen Optimalitédtsbedingungen (5.38)—(5.39)
erfiillt und A*(¢¢) = 0 ist, vereinfacht sich diese Gleichung zu

= —Ze(tr, 0) TN (t;) + Ze(to, 0)TA* (L)

e=0

Ly G tore), 10)

de =Z(t0;0)" N (tg) = Va(mo,to) = X (to) (5.61)

e=0

mit V, = ?)_Z‘ In der letzten Beziehung wurde ausgenutzt, dass an der Stelle t = ¢, die
Sensitivitit T.(tp;€) genau die Einheitsmatrix I der Ordnung n ist, wie aus (5.60) leicht
ersichtlich ist.

Aus (5.61) erkennt man, dass die adjungierten Variablen X*(¢y) zur Anfangszeit ¢ = tg
ein Map fiir die Sensitivitit des Kostenfunktionals beziiglich Anderungen in den Anfangs-
bedingungen xo darstellen. Dieser Zusammenhang ist in den Abbildungen 5.5, 5.6 der
Aufgaben 5.2 und 5.3 gut erkennbar.

Der bisher gefundene Zusammenhang fiir die Startzeit ¢ = t; kann leicht auf das Gesam-
tintervall [to, t¢] erweitert werden, indem das Optimalititsprinzip zu Hilfe gezogen wird.
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Satz 5.2 (Optimalitéitsprinzip) Fulls u*(t), t € [to,ts] eine optimale Steuerung des
Problems (5.58) mit der zugehdrigen Zustandstrajektorie x*(t) ist, so ist w*(t), t € [ty,t¢]
fiir jedes Restintervall t, € [tg,t¢] die optimale Steuerung fiir das Problem

43
m(igl / l(x,u,t) dt (5.62a)
ul- t1
uBv. &= f(z,u,t), x(t1) =z"(t1). (5.62Db)

Aufgrund des Optimalitatsprinzips kann die Herleitung der Beziehung (5.61) auf das “ab-
geschnittene” Problem (5.62) iibertragen werden, d.h. V,(x*(t1),t1) = A*(¢1). Da aber ¢;
auf dem Intervall [t, t;] frei gewéhlt werden kann, gilt folglich

Ve(x*(t),t) = X*(t), t€ [to,ts]. (5.63)

Die adjungierten Zustéinde A*(t) sind also ein Ma8 dafiir, wie stark sich das Kostenfunk-
tional bei einer kleinen Storung des Zustandes x*(t) zur Zeit t dndern wiirde, wenn die
Steuerung auf dem Restintervall [t, t¢] optimal wire.

5.3.6 Erweiterung auf allgemeine Randbedingungen

Der bisher betrachtete Fall der partiellen Endbedingungen ist die in der Praxis am héu-
figsten vorkommende Form von Endbedingungen und spiegelt die Dualitéit zwischen den
Endbedingungen (5.40b) und (5.41) fiir die Systemzustinde  und die adjungierten Zu-
stande A wider.

Die Herleitung der Optimalitatsbedingungen (Abschnitt 5.3.2) iiber die Variationsrech-
nung erlaubt ebenfalls die Beriicksichtigung von allgemeinen Endbedingungen

glx(ty),tr) =0, g:R"xR, - R". (5.64)

Analog zum Vorgehen in Abschnitt 5.3.1.1 werden die Endbedingungen (5.64) iiber zu-
satzliche Lagrange—Multiplikatoren v € R” zu dem erweiterten Kostenfunktional (5.29)
hinzugefiigt

123

J = p(a(t) + v g(x(t), tr) +/ Ua(t), u(t), t) + AT (f(@,u,t) —&) dt.  (5.65)
to

Durch Anwendung der Variationsrechnung lésst sich zeigen, dass sich die Transversali-

titsbedingungen (5.41), (5.42) durch den zusiitzlichen Term vTg(x(t;),t;) entsprechend

erweitern:

Aty) = [g—z + (%)Tu} . (5.66)
Hia,u, A1), = - [g—f + (%)Tu} . falls t frei, (5.67)

Im Falle einer festen Endzeit umfasst das Randwertproblem der Optimalitdtsbedingun-
gen die 2 n Differentialgleichungen (5.37), (5.38), 2n+r Randbedingungen (5.40a), (5.64),
(5.66) und die m algebraischen Gleichungen (5.39) fiir die 2n Zusténde x(t), A(t) und die
r (konstanten) Multiplikatoren v. Falls die Endzeit frei ist, kommt noch die Transversa-
litédtsbedingung (5.67) zur Bestimmung von ¢¢ hinzu.
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5.4 Optimierung linearer Systeme
mit quadratischem Kostenfunktional

Ein groBles Anwendungsfeld der Optimalsteuerungstheorie sind lineare Systeme mit qua-
dratischem Kostenfunktional

tg

min  J(u) = jx(t;) " Sw(t) + 1 / x(t)"Qx(t) +u(t)"Ru(t) dt (5.68a)

u(-) to

uwBv. &=Ax+ Bu, x(t) =x. (5.68b)

Der Endzustand x(t;) sei frei und die Gewichtungsmatrizen S, @ und R seien positiv
definit. ¢ Es wird der Einfachheit halber zuniichst angenommen, dass die Systemmatrizen
A und B sowie die Gewichtungsmatrizen @, R, S zeitinvariant sind. Allerdings sind die
Betrachtungen in diesem Abschnitt direkt auf den zeitvarianten Fall {ibertragbar.

Das Optimalsteuerungsproblem (5.68) kann wie folgt interpretiert werden: Bringe das
System (5.68b) im Zeitintervall [to, tf] ausgehend von @(ty) = @y moglichst nahe an den
Ursprung x(t¢) ~ 0 unter Verwendung von “akzeptablen” Steuer— und Zustandstrajektori-
en u(t) und (). Die Gewichtungsmatrizen Q, R und S bestimmen dabei das Zustands—
und Eingangsverhalten des Systems (siehe Aufgaben 5.2 und 5.3).

5.4.1 Riccati—Differentialgleichung

Im Folgenden sollen die im vorherigen Kapitel hergeleiteten Optimalitdtsbedingungen auf
das linear—quadratische Problem angewendet werden. Mit der Hamilton—Funktion

H(z,u,\t) = %(a:TQ T+ uTRu) + AT (Aa: + Bu)

lauten die Optimalitatsbedingungen (5.37)—(5.41)

H
T = ?)—)\ = Az + Bu, x(to) = o (5.69a)
. 0H .
o= 9 _ Ru+B"). (5.69¢)
ou

Aus (5.69¢) folgt die optimale Steuerung
u*(t) = —R'BTX\*(t), (5.70)
womit sich die Differentialgleichungen (5.69a), (5.69b) wie folgt schreiben lassen

{m] _ {A —BR‘IBT} {m] ’ x*(ty) ==

Tl  -AT N X () = Sa*(t) .

o (5.71)

Es handelt sich also um eine Zwei—Punkt—Randwertaufgabe, die nicht ohne Weiteres per
Integration gelost werden kann. Es kann allerdings mit Hilfe der zu (5.71) gehorenden

5Fiir S und Q wiirde Positiv—Semidefinitheit ausreichen.
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Transitionsmatrix gezeigt werden, dass x*(¢t) und A*(t) iiber eine zeitvariante Matrix
P(t) mit der Endbedingung P(t;) = S verkoppelt sind, d.h.

(1) = P()a*(t), tE€ [tots]. (5.72)

Durch Differenzieren dieser Beziehung, A = Pz + Pz*, und Einsetzen in die Differen-
talgleichungen (5.71) ergibt sich

[P +PA+A"P-PBR'B'P+Q|2*(t)=0.

Damit diese Beziehung erfiillt ist, ist es nicht nur hinreichend, dass der Klammerinhalt
verschwindet, sondern auch notwendig, da die Gleichung fiir alle moglichen Anfangswerte
@y und damit fiir alle moglichen optimalen Trajektorien x*(t) gelten muss.

Somit erhilt man fiir P(t) die sogenannte Matriz—Riccati—Differentialgleichung
P=-PA-A"TP+PBR'B'P-Q, P(t)=385. (5.73)

Charakteristisch ist, dass die Riccati-Gleichung nichtlinear ist, da P(t) im vorletzten
Term quadratisch auftritt. Einige Anmerkungen zur Riccati-Dgl. sind im Folgenden zu-
sammengetragen:

e Bei der Losung der Riccati-Dgl. (5.73) geht man aufgrund der nicht vorhandenen
Anfangsbedingung zweckméfigerweise von ¢t = t; aus und integriert rickwdrts in
der Zeit bis t = tg.

e P(t) ist positiv semi—definit und symmetrisch. Somit ist die Riccati-Dgl. der Ord-
nung n? aufgrund der Symmetrie nur n(n + 1)/2 (untereinander verkoppelten) Dif-
ferentialgleichungen dquivalent.

e Im Falle von zeitvarianten Systemmatrizen A(t), B(t) und/oder Gewichtungsma-
trizen Q(t), R(t) andert sich nichts an der Herleitung.

Durch Bestimmung von P(t) konnen die optimalen Trajektorien &*(¢) und A*(t) aus (5.71
und (5.72) durch Vorwértsintegration mit der zusdtzliche Anfangsbedingung A*(ty) =
P(ty)x*(to) gewonnen werden. Anschlieflend ergibt sich die optimale Steuerung w*(¢) aus
(5.70). Von besonderem Interesse ist die Riccati-Dgl. aber vor allem im Rahmen der
optimalen Regelung, da P(t) direkt im optimalen Regelgesetz

u(t) = —K(t)x(t) mit K(t) =R 'BTP(t) (5.74)

und den riickgefithrten Zustédnden x(¢) verwendet werden kann. Die Matrix K (t) stellt
dabei die zeitvariante Riickfihrmatriz dar.

5.4.2 Beispiel: Zwei—Freiheitsgrade—Regelung zum
Aufschwingen des Einfachpendels

Ein Anwendungsgebiet fiir die Riccati-Differentialgleichung ist die sogenannte Zwei—Frei-
heitsgrade—Regelungsstruktur (2FHG), die in der Praxis hdufig zum Entwurf von Folge-
regelungen eingesetzt wird, sieche Abbildung 5.10. Die Idee der 2FHG-Struktur ist die
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s(t) Traj.planung & | Us ()
Vorsteuerung
Au(t) u(t) x(t)
Regler System >~

(1)

Abbildung 5.10: Regelungsstruktur mit zwei Freiheitsgraden.

Entkopplung von Fiithrungs— und Stérungsverhalten, indem eine Steuertrajektorie ug(t)
auf das System geschaltet wird, die das System im nominellen Fall exakt auf einer ge-
wiinschten Zustandstrajektorie xg(t) fithrt. Die Regelung stabilisiert das System entlang
von xg(t) und ist fiir die Ausregelung von Modellfehlern und Stérungen zustiandig.

Beim 2FHG-Entwurf kann das betrachtete System & = f(x, w) um die Referenztrajektorie
linearisiert werden, was zu einem linearen zeitvarianten System

_of

0T las(t)us(t)

_of

A = A(t)Az + B(t)Au mit A(t) 0w las()us(t)
Ts ,us

B(t) (5.75)
mit Ax = x —xgs und Au = u — ug fiithrt, das fiir den Reglerenturf herangezogen werden
kann. Die Riccati-Differentialgleichung kann an dieser Stelle verwendet werden, um ein

optimales Riickfiihrgesetz der Form (5.74) zu berechnen.

Im Folgenden soll dieses Vorgehen und die Losung der Riccati-Dgl. (5.73) am Beispiel
des in Abbildung 5.11 dargestellten Einfachpendels demonstriert werden. Ein einfaches
nichtlineares Modell fiir die Wagenposition y und den Pendelwinkel ¢ ist”

5 gsin(¢) — cos(¢)u] (5.76)

mit der Erdbeschleunigung g und der Pendelldnge [. Als Eingang u dient die Beschleuni-
gung des Wagens §.

Die betrachtete Folgeregelungsaufgabe ist das Aufschwingen des Pendels aus der unteren
in die obere (invertierte) Ruhelage, d.h.

y(0) =0, y<0>:0} _ {y<tf>
$(0)=—m, ¢(0)=0 (k)

Eine mogliche Steuertrajektorie zum Aufschwingen eines Pendels mit der Lénge [ = 1m
in der Zeit t; = 2 ist

0 0 (5.77)
0, 0. ‘

us(t) =Y ettt [0t =25 (5.78)

i=1

"Dieses Modell kann iiber den Lagrange-Formalismus unter Vernachlissigung von Reibung hergeleitet
werden, wobei fiir das Pendel das Trégheitsmoment eines Stabes J = %le mit der Pendelmasse m
angesetzt wurde. Da sich m aus den Gleichungen kiirzt, ist die Pendeldynamik (5.76) unabhingig von
der Masse des Pendels.
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Abbildung 5.11: Aufbau des Pendels. Abbildung 5.12: Momentaufnahmen des

Aufschwingens.

mit dem Koeffizientenvektor ¢ = [—135.128,625.696, —888.598, 497.538, —96.3861]T (oh-
ne Einheiten). Diese Steuerung wurde mit Hilfe der in [5] entwickelten Methodik nu-
merisch berechnet, auf die an dieser Stelle aber nicht ndher eingegangen werden soll.
Abbildung 5.12 veranschaulicht die Aufschwingbewegung des Pendels. Die zugehorigen
Zustandstrajektorien xg(t) mit

m = [y7 y’ ¢7 é]T
konnen durch Integration der Bewegungsgleichungen (5.76) bestimmt werden und sind in
Abbildung 5.14 dargestellt (rote Kurven).

Um zusétzlich zu der Steuerung (5.78) eine optimale Regelung zu entwerfen, wird das
nichtlineare Modell (5.76) um die Solltrajektorien xg(t) und wug(t) linearisiert, was zu
dem linearen zeitvarianten Modell (5.75)

. 00 0 0 1
Az = 0 0 0 1| Az 0 Au  (5.79)
0 0 glgcosgs(t) +sings(t)us(t)] 0 —3 cos ps(t)
= A(1) = b(t)

mit x(t) = s+ Ax(t) und u(t) = ug(t) +Au(t) fithrt. Zur Auslegung des Riccati-Reglers
wird das zu minimierende Kostenfunktional (5.68a)

J(Au) = LAz(t;)"S Ax(te)" + 3 / fAm(t)TQAw(t) + RAu(t)?dt, t;=2s (5.80)
0

mit den Diagonalmatrizen S = Q = diag(1,1,1,1) und R = 0.01 angesetzt. Der Ein-
gang wird also im Vergleich zu den Zustdnden eher gering bestraft, was einer schnellen
Reglerauslegung entspricht.

Die Losung der Riccati-Dgl. (5.73) muss numerisch erfolgen, um die Matrix P(t) auf dem
Zeitintervall ¢ € [0, %] zu erhalten. Das optimale Riickfiithrgesetz fiir das Aufschwingen
des Pendels ergibt sich nach (5.74) zu

Au(t) = —k(t)TAz(t) = }%b(t)TP(t) [xs(t) — (t)] . (5.81)

Dabei wird der Einfachheit halber angenommen, dass der komplette Zustand x = [y, 7, ¢, gb]T
als Messinformation zur Verfiigung steht. Wie aus Abbildung 5.10 ersichtlich ist, ergibt
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sich die gesamte Stellgréfie u als Kombination von Steuerung und Regelung
u(t) = us(t) + Au(t) . (5.82)

Abbildung 5.13 zeigt den MATLAB—Code zur Losung der Riccati-Dgl. (5.73), zur Berech-
nung des Riickfithrgesetzes (5.81) und zur Simulation des Aufschwingens mit einer Stérung
in den Anfangsbedingungen (5.77). Der Einfachheit halber wird die Riccati-Dgl. (5.73)
fiir alle Elemente der Matrix P(t) numerisch integriert, obwohl diese (wie bereits erwahnt
wurde) symmetrisch ist.

Die simulierten Trajektorien fiir das Aufschwingen in Abbildung 5.14 stellen den offenen
Kreis (Simulation mit reiner Steuerung) und den geschlossenen Kreis (Steuerung und
Regelung) dar. Gut erkennbar ist, dass das Pendel bei reiner Steuerung umfillt, wihrend es
im geschlossenen Kreis trotz der Anfangsstérung auf die Solltrajektorie xg(t) gezwungen
wird, was zu einer Korrektur der Steuerung ug(t) durch das Regelgesetz (5.81) fiihrt.

Interessant ist ebenfalls, dass die Reglerverstarkungen k(¢) in Abbildung 5.14 das Vor-
zeichen wechseln, was dadurch zu erklaren ist, dass das Pendel von der stabilen unteren
Ruhelage in die instabile obere Ruhelage iiberfiihrt wird. Die Vorzeichenumkehr ist da-
bei ein Indikator dafiir, dass das lineare zeitvariante System wéahrend dem Aufschwingen
punktuell die Steuerbarkeit verliert. Bei der experimentellen Realisierung miisste deswe-
gen iiberlegt werden, die Regelung in kritischen Zeitbereichen auszublenden und mit der
Steuerung ug(t) zu durchfahren.
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function vec = pendel
%
g =9.81; 1=1; % Pendelparameter
p.al = 3xg/(2%1); p.a2 = 3/(2x1); p.n=4; p.steps = 200;

p.tf = 2; % Steuerung/Referenzgrofien
vec.t = linspace(0,p.tf,p.steps); h

c = [-135.128, 625.696, -888.598, 497.538, -96.3861]; % Eingangstrajektorie
vec.uS = c(1)*vec.t+c(2)*vec.t. 2+c(3)*vec.t. 3+c(4)*vec.t. 4+c(5)*vec.t."5;

[tsim,xsim] = ode45(@pendel_sim,vec.t,[0;0;-pi;0],[],vec,p, 0); % Integration fiir Zustand

vec.xS = xsim’;

p-Q = diag([1,1,1,1]1); p.R = 0.01; p.S = diag([1,1,1,1]); % Gewichtungsmatrizen

S = reshape(p.S,p.n"2,1); % Matrix -> Vektor

[tsim,Psim] = ode45(@riccati_dgl,vec.t(end:-1:1),S,[],vec,p); % Riccati-Dgl.: Int. in Riickwdrtszeit

vec.P = Psim(end:-1:1,:)7; %

for i=1:length(vec.t), % zeitvariante Reglerverstirkungen
[A,B] = matrizen(vec.t(i),vec,p); %

P = reshape(vec.P(:,i),p.n,p.n);
vec.k(:,i) = inv(p.R)*B’*P;
end
Simulation mit Anfangsstdrung

X0 = [0;0;-pi+10%*pi/180;2];
[tsim,x_ol] = ode45(@pendel_sim,vec.t,X0,[],vec,p, 0); offener Kreis (open-loop)
[tsim,x_cl] = ode45(@pendel_sim,vec.t,X0,[],vec,p, 1); % geschlossener Kreis (closed-loop)
vec.x_ol = x_o0l’; vec.x_cl = x_cl’;

= 22

==

for i=1:p.steps,
vec.du(i) = vec.k(:,i)’*(vec.xS(:,i)-vec.x_cl(:,i));
end

Berechnung des Regelungsanteil

function F = pendel_sim(t,x,vec,p,regelung)
%
y=x(1:2); phi=x(3:4);

uS = interpl(vec.t,vec.uS,t);
if regelung==0,

Steuerung
Sim. im offenen Kreis

== =

u = uS;
else % Sim. im geschlossenen Kreis
xS = interpl(vec.t,vec.xS’,t)’;

k = interpl(vec.t,vec.k’,t);
u = uS + kx(xS-x);
end
F=1[y(2); u; phi(2); p.al*sin(phi(1))-p.a2*cos(phi(1))*u J; % nichtlin. Pendelmodell

function Pp = riccati_dgl(t,Pvec,vec,p)

%

[A,B] = matrizen(t,vec,p); % zeitvar. Matrizen A und B
P = reshape(Pvec,p.n,p.n); % Vektor -> Matrix

Pp = -PxA - A’¥P + P*B*inv(p.R)*B’*P - p.Q; % Riccati-Dgl.

Pp = reshape(Pp,p.n"2,1); % Matrix -> Vektor

function [A,B] = matrizen(t,vec,p)

%

phiS = interpl(vec.t,vec.xS(3:4,:)’,t)’; % momentane Referenzgrofen
usS = interpl(vec.t,vec.uS,t);

A = [0,1,0,0; 0,0,0,0; 0,0,0,1; % zeitvar. Matrizen A und B

0,0,p.al*cos(phiS(1))+p.a2*sin(phiS(1))*uS,0];
B = [0; 1; 0; -p.a2*cos(phiS(1))];

Abbildung 5.13: MATLAB-Code zur Berechnung der optimalen Riickfithrung (5.81) und
zur Simulation des Aufschwingens des Pendels.
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Abbildung 5.14: Simulationsergebnisse fiir das Aufschwingen des Einfachpendels.

5.4.3 Algebraische Riccati-Gleichung (Sonderfall ¢; — co)

Die Berechnung der optimalen Riickfithrung (5.74) wird besonders einfach, wenn ein un-
endliches Zeitintervall [¢y,00) betrachtet wird. In diesem Fall macht die Endgewichtung
x(t;) TS x(t¢) keinen Sinn, da ohnehin lim; . () = 0 gelten muss, damit das Integral im
Kostenfunktional (5.68a) existiert. Es wird also im Folgenden S = 0 gesetzt. Des Weiteren
wird angenommen, dass

die Matrizen A, B, Q und R in (5.68) zeitinvariant sind,
Q positiv semi—definit und R positiv definit ist,
das System (5.68b) stabilisierbar ist,

das Paar [A, C|] detektierbar ist, wobei die Matrix C aus der Zerlegung c'Cc=qQ
(z.B. mittels der Cholesky—Zerlegung) resultiert. ®

Unter diesen Annahmen kann gezeigt werden, dass die Losung der Riccati-Dgl. (5.73)
in Riickwirtszeit gegen eine stationiire positiv semi-definite Matrix P konvergiert, siche
z.B. [8, 9]. Dabei ist P unabhingig von dem Randwert P(t;) bei dem die Riickwiirts-
integration gestartet wird, solange P(t¢) positiv semi—definit ist. Somit kann zur néhe-
rungsweisen Bestimmung von P die Riccati-Dgl. (5.73) ausgehend von einem beliebigen
positiv semi—definiten Endpunkt P(t;), z.B. P(t;) = 0, riickwérts integriert werden, bis
die zeitliche Anderung P(t) unterhalb eines Toleranzkriteriums liegt.

Eine elegantere Moglichkeit P zu bestimmen, ist die Losung der sogenannten algebraischen
Riccati-Gleichung

PA+A'"P-PBR 'B'P+Q=0, (5.83)

8Eine anschauliche Erklirung der letzten beiden Annahmen kann in [9] nachgelesen werden.
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die sich direkt aus (5.73) mit P(t) = 0 ergibt. Da die Gleichung nichtlinear ist, kénnen
mehrere Losungen existieren. Es kann aber unter den obigen Annahmen gezeigt werden,
dass nur eine positiv semi-definite Losung P existiert. Zur Berechnung von P aus der
algebraischen Riccati-Gleichung (5.83) kénnen verschiedene Verfahren verwendet werden
(z.B. das Verfahren nach Kalman und Englar), auf die an dieser Stelle nicht eingegangen
werden soll.

Mit Hilfe des Optimalitatsprinzips in Satz 5.2 kann gezeigt werden, dass das nun zeitin-
variante Riickfithrgesetz (5.74)

u(t)= —Kz(t) mit K=R'B'P

tatsichlich die optimale Losung des Problems (5.68) auf dem unendlichen Intervall [tg, co)
liefert. Die Ergebnisse sind im folgenden Satz zusammengefasst.

Satz 5.3 (LQ—Regler fiir lineare zeitinvariante Systeme) Gegeben sei das stabilisier-
bare lineare zeitinvariante System

x=Ax+ Bu, x(t) =z

mit dem zu minimierenden Kostenfunktional

J(u) = % /t h x(t)"Qx(t) + u(t) " Ru(t) dt, (5.84)

wobei Q positiv semi-definit und R positiv definit sind und das Paar [A, C] mitQ = CTC
detektierbar ist. Dann ergibt sich das Minimum von (5.84) durch das optimale Riickfihr-
gesetz

u(t)= —Kx(t) mit K=R'B"P, (5.85)

wobei P die eindeutige positiv semi-definite Losung der algebraischen Rz’ccatz’—Glez’chugg
(5.83) ist. Des Weiteren besitzen simtliche Eigenwerte der Matriz (A — BR™'B'P)
negative Realteile, so dass der geschlossene Kreis

t=[A—BR 'B'"Plz, z(t) ==

asymptotisch stabil ist.

Der optimale Zustandsregler (5.85) wird haufig auch als Riccati-Regler oder LQ-Regler
(“linear—quadratrischer Regler”) bezeichnet und wird in der Praxis hdufig eingesetzt. Im
Gegensatz zum Polvorgabe—Verfahren konnen die Eigenwerte des geschlossenen Kreises
nicht direkt vorgegeben werden. Dafiir besitzen die Eintrdge in den Gewichtungsmatrizen
Q und R (zumindest in der Diagonalen) eine anschauliche Bedeutung fiir das Verhalten
des geschlossenen Kreises.

Unter MATLAB kann die optimale Riickfithrmatrix K = R™'BT P mit Hilfe der Befehle
Igr bzw. Igrd oder dlgr berechnet werden.
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5.5 Optimalsteuerungsprobleme mit
Eingangsbeschrinkungen

Bei den bisherigen Betrachtungen mittels der Variationsrechnung wurde vorausgesetzt,
dass das Optimalsteuerungsproblem (5.28) unbeschriankt ist. Im Folgenden sollen Be-
schriankungen der Steuergrofien

u(t) € U CR™ Vit € [to, #]

betrachtet werden, wobei U eine Untermenge des R™ darstellt und zu jedem Zeitpunkt
t eingehalten werden soll. Eingangsbeschrinkungen kommen in der Praxis am héufigsten
vor und lassen sich mittels Pontryagin’s Maximumprinzip beriicksichtigen. Zustandsbe-
schréankungen sind im Rahmen der dynamischen Optimierung wesentlich schwieriger zu
handhaben und sollen an dieser Stelle nicht weiter vertieft werden.

5.5.1 Pontryagin’s Maximumprinzip

Das Maximumprinzip wurde 1956 von L.S. Pontryagin als Hypothese formuliert und
in den folgenden Jahren von ihm und seinen Mitarbeitern Boltjanski, Gamkrelidse und
Mischenko fiir zunehmend allgemeinere Systemklassen bewiesen. ?

Pontryagin’s Maximumprinzip stiitzt sich auf die Hamilton—Funktion und die kanonischen
Gleichungen (5.69a), (5.69b). Allerdings verliert die Bedingung %—f = 0 ihre Giiltigkeit als
notwendige Optimalitdtsbedingung. Dieser Umstand ist in Abbildung 5.15 illustriert, wo
fiir den Fall einer skalaren Eingangsgrofie u die Hamilton—Funktion H(x*, u, A", t) fiir feste
(optimale) x*(t), A*(t) zu einer festen Zeit ¢ iiber u aufgetragen ist. Im unbeschréinkten
Fall a) stellen (5.39) und (5.43), also %2 = 0 und Positiv-Semi-Definitheit von %2“1;[ :
notwendige Bedingungen fiir ein Minimum der Hamilton—Funktion H zu jedem Zeitpunkt
t dar. Falls u dagegen auf einem Intervall U = [u~, u™] beschrinkt ist, kann das Minimum
auf dem Rand u~ oder u* liegen, wo nicht notwendigerweise 2 = 0 gilt, wie die Félle b)

ou
und c) in Abbildung 5.15 zeigen.

Es ist also naheliegend, dass das Verschwinden der partiellen Ableitung von H nach u
durch
H(z*,u",A\"t) = min H(x", u, A" 1)
uclU
zu ersetzen ist. Diese Bedingung stellt die Basis von Pontryagin’s Maximumprinzip dar,
das im Folgenden fiir autonome Systeme (d.h. [ und f in (5.86) héngen nicht explizit von
der Zeit t ab) angegeben wird.

9Das Maximumprinzip wurde urspriinglich fiir Mazimierungsprobleme definiert, woher auch der Name
stammt. Somit miisste es im hier betrachteten Fall korrekterweise Minimumprinzip heiflen, wie es auch
in der Literatur gelegentlich vorkommt. Angesichts seiner Bedeutung in der dynamischem Optimierung
und der Verbindung mit dem Namen Pontryagin soll es im Folgenden weiterhin als Mazimumprinzip
bezeichnet werden.
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a) u unbeschrankt: b)uelU=[u,ut]: c)uelU=u,utl:
91 — o, %ZTQI >0 Randminimum (42 > 0) Randminimum (%2 < 0)
A\ H \H \H

Abbildung 5.15: Randminima im beschrinkten Fall u € U = [u™, u™].

Satz 5.4 (Maximumprinzip fiir autonome Systeme) Gegeben sei das Optimalsteu-
erungsproblem

min J(u) = / U(@(t), w(t)) dt (5.86a)

u(-) to

uwBv. &= f(z,u) (5.86b)
x(ty) =z, x(tr) =z (5.86¢)
’U,(t) elU, Vte [to,tf] (586(31)

mit freier Endzeit t;. Die Funktionen | und f seien stetig in (x,w) und stetig differenzier-
bar in x. Falls das Problem (5.86) eine optimale Losung x*(t), u*(t),t € [to,tf] besitzt,
dann existiert eine nicht-negative Konstante A\g > 0 und n nicht—verschwindende stiick-
weise stetig differenzierbare Zeitfunktionen X* = (A}, ..., |7, so dass Folgendes gilt:

a) *(t) und X*(t), t € [to,tf] erfillen die kanonischen Gleichungen

_OH .. OH

—ﬁ:f(mﬂu), A :_8_m_

2k

x —Hy (", u", \¥) (5.87)

und die Randbedingungen (5.86¢) mit der Hamilton—Funktion

H(z,u, X\, \o) = N l(z,u) + AT f(x,u). (5.88)

b) H(x*(t),uw,N"(t), \)) als Funktion von u besitzt ein absolutes Minimum an der Stelle
u(t) =u*(t) € U fir alle t € [to, t}]:

H(z (1), w", N (£), \) = min H(z*(t),u, \*(£),\Y) V€ [to.t].  (5.89)

ueclU

c) H(z*(t), u*(t), X*(t), A\y) ist konstant fiir alle t € [ty,tf]. Bei einer freien Endzeit tf
gilt auflerdem die Transversalitdtsbedingung

H(a™ (t7), w' (1), A (t5), Ag) = 0. (5.90)
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Das Maximumprinzip kann auf Probleme mit partiellen oder allgemeinen Endbedingungen
erweitert werden, indem die Randbedingungen fiir die kanonischen Gleichungen in (5.87)
analog zum unbeschrinkten Fall durch (5.40b), (5.41) bzw. durch (5.64), (5.66) ersetzt

werden.

Im nicht—autonomen Fall, d.h. | = [(x,u,t) und f = f(x,u,t) dndert sich ¢) in Satz 5.4
dahingehend, dass H nicht mehr konstant ist, sondern die Differentialgleichung (5.44)
erfiillen muss, d.h.

d . YT £ (o (4 o ]
= Ao b(@™(t), w(t),8) + A7) fo(x7 (1), w'(t),8)  VE € [to, &]
mit [, = 5L und f, = %—{. Der zusétzliche Parameter )y in der Hamilton-Funktion (5.88)
beriicksichtigt sogenannte abnormale Fille von Optimalsteuerungsproblemen, fiir die \§ =
0 gilt. Dieser Fall liegt z.B. vor, wenn die optimale Lésung unabhéngig von der integrierten
Kostenfunktion [ in (5.86a) ist. Abnormale Probleme sind nicht sinnvoll gestellt, da ihre
Losung den Wert des zu minimierenden Kostenfunktionals nicht beeinflusst.

Fiir sinnvoll gestellte Probleme gilt A\j > 0. Es ist dabei gebréuchlich, \j = 1 zu setzen,
womit sich die gleiche Hamilton—Funktion wie im unbeschriankten Fall ergibt.

Beispiel 5.3 (Abnormaler Fall) Gegeben sei das Problem

1

min / l(x,u)dt

u(-) 0

uwBv. t=u, z(0)=0, z(1)=1
u(t) € [0,1].

Es existiert nur eine Steuerung u*(t) = 1, die den Zustand z*(t) = t von z*(0) = 0
nach x*(1) = 1 wberfihrt. Somit ist die optimale Losung unabhdngig von der Wahl der
Kostenfunktion l(x,u) und es liegt ein abnormaler Fall vor.

5.5.2 Allgemeine Vorgehensweise

Die Anwendung des Maximumprinzips orientiert sich zum grofien Teil am Vorgehen im
unbeschriinkten Fall (Abschnitt 5.3.4). 1°
1. Aufstellen der Hamilton-Funktion mit Ao = 1: H(x, u,A) = I(x,u) + AT f(x, u).

2. Losung des Minimierungsproblems u* = arg ming,cy H(x,u, A) fiir jede mogliche
Kombination (&, X). Somit ergibt sich eine Funktion

u=1P(x, ) (5.91)

in Abhéngigkeit von (x, A). Das Aufstellen dieser Funktion zur punktweisen Mini-
mierung von H wird im Abschnitt 5.5.3 ndher erlautert.

10Tn Analogie zu Satz 5.4 wird der autonome Fall betrachtet, was aber keine Einschrinkung darstellt.
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3. Einsetzen der Funktion (5.91) in die kanonischen Gleichungen (5.87) fithrt auf das
Randwertproblem

&= f(xz,P(x,N), A=—Hy(z,¢¥(x,A),\), RBen (5.86c).

Im Falle von partiellen oder nichtlinearen Randbedingungen werden x(ty) = a¢ und
x(tr) = x¢ in (5.86¢) entsprechend durch (5.40b), (5.41) bzw. (5.64), (5.66) ersetzt.
Falls die Endzeit frei ist, kommt noch die Endbedingung (5.90) hinzu.

4. Die (numerische) Losung des Randwertproblems liefert @*(¢), A*(¢), womit sich die
Steuertrajektorie u*(t) aus (5.91) ergibt.

Analog zum unbeschréinkten Fall in Abschnitt 5.3.4 sei erwéhnt, dass das Maximumprin-
zip lediglich notwendige Bedingungen fiir eine optimale Losung darstellt. Fiir bestimmte
Aufgabenklassen kann das Maximumprinzip als hinreichend betrachtet werden, z.B. fiir
die zeitoptimale Steuerung von zeitinvarianten linearen Systemen.

5.5.3 Minimierung der Hamilton—Funktion

Die Losung des Minimierungsproblems (5.89) wird im Folgenden fiir einige praktisch re-
levante Félle angegeben. Dabei wird davon ausgegangen, dass das bisher allgemein nicht-
lineare System (5.86b) in eingangsaffiner Form

m

& = f(z,u) = fo(@)+ D fil@)u (5.92)

=1

vorliegt. Des Weiteren wird der gebrauchliche Fall betrachtet, dass alle Komponenten wu;
des Eingangs uw = [uy, ..., u,]" beidseitig beschriinkt sind, d.h.

Tl bzw. w € [uj,uf], i=1,...,m. (5.93)

vuel=u,u U

5.5.3.1 Kostenfunktional mit verbrauchsoptimalem Anteil

Falls Verbrauchsoptimalitiat gewiinscht wird, kann das Kostenfunktional in (5.86a) in der
Form

te m
J(U)Z/ lo(@)+ Y riluldt, r;>0 (5.94)
to i=1

angesetzt werden. Mit [o(x) = 0 stellt die Minimierung der Stelifliche bzw. des Verbrauchs
> riu;| das Optimierungsziel dar. Fiir [o(z) # 0 kann der verbrauchsoptimale Anteil
iiber die Koeffizienten r; > 0 gewichtet werden.

Die Hamilton—Funktion lautet

Hw.wA) = @)+ Y nilul + AT (Fo(@) + Y Fi(@)u)
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a)| H;(u;) fir b) |H;(u;) fiir c)|H,;(u;) fiir d) |H;(u;) fiir
¢ € (=13,0) q € (0,7) G < —Ti Qi >y
\ \ ¢ g fiir q; > 1y
rilug| o rilug| Tilui| S . // rilui
. T ‘g fiir g € (0,7;) o

qiu; fiir ¢; € (—14,0) min H, () S \\\

min H;(u;)

qiu; fiir g < —r;

Abbildung 5.16: Veranschaulichung von (5.95) im verbrauchsoptimalen Fall.

Da der Anteil ly(z) + AT fo(x) unabhiingig von w ist, kann er im Minimierungsproblem
min,cy H vernachlissigt werden. ' Zudem treten die Elemente u; des Eingangs u =
[U1,. .., Uy]" linear in H auf, so dass die Minimierung von H fiir u; separat betrachtet
werden kann

(5.95)

min
u€fu; ,uj]

H;(u;) = rilus| + (2, N)u; mit  gi(x, A) = )\Tfi(w)-

Der Vorfaktor ¢;(x,A) spielt die maBgebliche Rolle in diesem Problem. Abbildung 5.16
illustriert die unterschiedlichen Fille a)—d), mit denen die optimale Steuerfunktion (5.91)
komponentenweise durch die Fallunterscheidung 2

u;, falls g(x,A) >
w = Yi(x,A) =<0 falls ¢(x,\) € (—r;,ry), i=1,...,m (5.96)
u falls gi(z,A) < -

bestimmt ist. Die Steuerung ist also stickweise stetig.

5.5.3.2 Kostenfunktional mit energieoptimalem Anteil

Falls Energieoptimalitét beriicksichtigt werden soll, lautet das Kostenfunktional (5.86a)

m

te
/ lg(ac)—i—%z:nu?dt, ri > 0.
¢

0 =1

J(u) = (5.97)

Analog zum vorherigen Fall kann die Minimierung der Hamilton—Funktion elementweise
betrachtet werden

min  H;(u;) = 3rwf + ¢(z, A)u; mit gz, X) = ATf(x).

uze[u;,uj]

(5.98)

'1Es sei an dieser Stelle noch einmal betont, dass die Minimierung von H(x,u,A) als Funktion von u
fiir feste GroBen @, A (genauer: fiir die optimalen x*(t), A*(t) zu jedem Zeitpunkt ¢) zu verstehen ist, wie
es im Maximumprinzip (Satz 5.4) formuliert ist.

12 An den Schaltpunkten ¢;(x, ) = =£7; ist u; nicht eindeutig definiert, wie aus Abbildung 5.16 abgeleitet
werden kann.
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Abbildung 5.17: Veranschaulichung von (5.98) im energieoptimalen Fall.

Durch den quadratischen Term mit r; > 0 hat die Funktion H;(u;) stets ein unbeschréink-

tes Minimum an der Stelle |
0
= ——q(x, ).
u; - gi(x, A)

dH;
du,

Dies folgt aus der Forderung = ryu; + gi(x, A) = 0. Falls v innerhalb des zuléssigen

Intervalls [u; ,u; ] liegt, ist die optimale Losung von (5.98) durch u} = u? gegeben. Falls
uY auBerhalb von [u; ,u; ] liegt, so befindet sich das Minimum von H;(u;) stets auf der

entsprechenden Beschriankung u; oder u;, da H;(u;) fiir u? < u; (bzw. u) > u]) streng

monoton fallend (steigend) ist, siche Abbildung 5.17. Somit ist die optimale Steuerfunk-
tion (5.91) wie folgt definiert

falls w9 < u;

u; =Yy, A) =< ud  falls wf € (v ,ul), i=1,...,m. (5.99)
+ 0

falls w;

T = Y

5.5.3.3 Zeitoptimales Kostenfunktional

Fiir zeitoptimale Probleme ist das Kostenfunktional (5.86a) durch

te
T(u) = / Ldt =t — (5.100)
to

definiert. Mit der Hamilton—Funktion
Hiw,u,A) =1+ AT (fol@) + 3 fi(@)u)
i=1

kann das Minimierungsproblem (5.89) wieder komponentenweise betrachtet werden

min  H;(u;) = ¢;(z, Nu; mit  g;(z, A) = X (). (5.101)

ui€luy u;t]

In Abhéngigkeit des Vorzeichens von ¢;(x, A) ergibt sich also

u; falls gi(z,A) >0

U; :1/11(:13,)\) = { !

Ci=1.....m. 5.102
uf  falls g(x,A) <0 ( )
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Ein kritischer Fall liegt vor, falls ¢;(x(t),A(t)) = 0 auf einem nicht verschwindenden
Subintervall I € [to, t¢] gilt. Die Hamilton—Funktion H ist somit unabhdngig von u;, so
dass H fiir jeden beliebigen Wert von u; trivialerweise minimal ist. Die Minimumsforde-
rung (5.89) ist damit zwar erfiillt, liefert aber keine Informationen iiber die Wahl von w;.
Dieser singuldre Fall wurde bereits in Abschnitt 5.3.4 diskutiert.

In der Praxis wird der singulére Fall oft durch einen zusétzlichen Regularisierungsterm

te m
J(u):/ 1+%Znu?dt
t i=1

0

vermieden, wobei r; > 0 hinreichend klein gewéhlt wird, um annéhernd Zeitoptimali-
tét zu erzielen (siehe auch Beispiel 1.3). Durch den Regularisierungsterm entspricht das
Kostenfunktional dem Fall (5.97), so dass u; = ¥;(x, X) mit (5.99) berechnet werden kann.

5.5.4 Beispiel: Doppelintegrator

Ein bekanntes Beispiel zur Veranschaulichung des Maximumprinzips ist die zeitminimale
Uberfithrung eines doppelt integrierenden Systems in den Ursprung () = 0. Das Opti-
malsteuerungsproblem mit dem Zustand & = [z}, 25" kann wie folgt formuliert werden

te
min / dt = t; (5.103a)
u(-) to=0
uB.v. Ty =29, To=u (5.103Db)
z(0) =z, z=(t)=0 (5.103c)
lu(t)| <1 Vtel0,t]. (5.103d)

Mit der Hamilton—Funktion H(x,u,A) = 1 + \zs + Au ergeben sich die adjungierten
Zustinde X = [A\y, Ao|T aus (5.87) zu

M=0 = M) =¢ (5.104a)
j\g = —)\1 )\2(t) = —Clt -+ Co , (5104}3)

wobei ¢; und ¢y Integrationskonstanten darstellen. Die Minimierungsbedingung (5.89) fiir
die Hamilton—Funktion fiithrt auf die optimale Steuerung

1 fall
ult) = {+ alls A, <0 (5.105)

=1 falls Ay >0.

Der singulére Fall, d.h. \y(t) = 0 auf einem nicht verschwindenden Subintervall ¢ € I,
kann nicht auftreten, da dann aufgrund von (5.104b) Ao(t) = 0 auf dem Gesamtintervall
[0, t¢] gelten miisste. Dies widerspricht aber der Transversalitdtsbedingung (5.90) fiir die
freie Endzeit t;

H(sc,u,k)!tztf =14 Xo(te) u(ts) = 0.

Der Fall \y(t) = 0 kann also nur zu einem diskreten Zeitpunkt ¢ = t; auftreten, was einem
Umschalten von u(t) zwischen —1 und +1 entspricht. ' Da Ay(f) in (5.104b) eine Gerade

13Es kann gezeigt werden, dass im Falle von steuerbaren linearen (zeitinvarianten) Systemen zeitopti-
male Probleme stets nicht—singulér sind, siehe z.B. [9, 4].

Methoden der Optimierung und optimalen Steuerung (WS 2010/2011)
@©Prof. Dr.-Ing. Knut Graichen, Institut fiir Mess—, Regel- und Mikrotechnik, Uni Ulm



5.5 Optimalsteuerungsprobleme mit Eingangsbeschréinkungen Seite 117

1 X2

Abbildung 5.18: Mogliche Trajektorien des Abbildung 5.19: Optimale Umschaltung fiir
Doppelintegrators in der (x1, xs)-Ebene. verschiedene Anfangspunkte .

darstellt, gibt es mazimal einen Umschaltzeitpunkt im Zeitintervall [to, t¢], an dem wu(¢)
zwischen —1 und +1 wechselt. Somit existieren lediglich vier mégliche Schaltsequenzen
{+1}, {-1}, {+1, -1}, {—1,+1}, die fiir eine optimale Losung in Frage kommen. Da
u stets auf einem Intervall konstant ist, stellen die Trajektorien in der (z,xzs)-Ebene
Parabeln dar, wie in der folgenden Aufgabe gezeigt werden soll.

Aufgabe 5.4 Zeigen Sie, dass die Losung von (5.103b) fir u(t) = +1 = konst. die
folgende Parabelgleichung erfiillt

2

mlzﬁ—l—c, u==+l1.
2u

Das Optimierungsziel ist das schnellstmogliche Erreichen des Ursprungs x(t¢) = 0 ausge-
hend von einem beliebigen Anfangspunkt @(0) = xy. Der Urprung ist aber nur iiber die
Schaltkurve 1 = 22/2 fiir u = 1 bzw. z; = —x3/2 fiir u = —1 erreichbar, siche Abbildung
5.18. Diese beiden Félle konnen in der Funktion

S([EQ) = —%$2‘J}2| .

zusammengefasst werden. Angesichts der Tatsache, dass lediglich die Schaltsequenzen
{+1}, {—1}, {+1, -1}, {—1,+1} fiir v in Frage kommen, gibt es nur eine Mdoglichkeit,
um x(0) = x, schnellstmoglich zum Ursprung «(t¢) = 0 zu bringen:

e Falls x1 9 = S(x20) gilt, ist keine Umschaltung notwendig, und x(¢¢) = 0 wird direkt
tiber die Schaltkurve mit u(t) = 1 oder u(t) = —1 erreicht, sieche Abbildung 5.18.

e Falls x nicht auf der Schaltkurve liegt, d.h. 21 o < S(za0) oder x19 > S(xay), ist ge-
nau eine Umschaltung notwendig, um die Schaltkurve zu erreichen und anschlieSend
zum Ursprung zu laufen, siche Abbildung 5.19.
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Abbildung 5.20: Zeitoptimale Trajektorien des Doppelintegrators fiir verschiedene An-
fangswerte xg.

Das optimale Steuer— bzw. Regelgesetz lautet also

+1 falls x; < S(x9)
+1 falls x; = S(x2) und z; >0
—1 falls x; > S(x2)
—1 falls x; = S(z2) und = <0,

ult) = (5.106)

mit dessen Hilfe der Schaltzeitpunkt ¢, und die minimale Endzeit t; berechnet werden
konnen.

Aufgabe 5.5 Verifizieren Sie, dass der optimale Umschaltzeitpunkt t und die Endzeit t;
fallabhdangig wie folgt definiert sind:

To0 + \/m falls 1,0 > S(22,0)
t = 2720 (5.107)
—1’2,0 -+ m falls .’13'170 < S(x2,0)

To0 + /2250 + 410 falls 219 > S(z20)
tr = w20+ /213 — 471 falls 19 < S(x20) (5.108)

|.’Z’270‘ falls 551,0 = S(LCZ())

Abbildung 5.20 stellt die zeitoptimalen Trajektorien fiir den Doppelintegrator fiir ver-
schiedene Anfangswerte o = |71, T90]" dar.

Eine praktische Schreibweise fiir die fallabhéngige Definition des Stellgesetzes (5.106) ist
durch
u(t) = —sign (z1 + 3z2lz2|) , 0= sign(0) (5.109)

gegeben. In der Signum-Funktion ist der Sonderfall x; = S(z3) in (5.106) nicht beriick-
sichtigt, was bedeutet, dass der Zustand @ die Schaltkurve S(z3) um ein kleines Stiick
iiberquert, bevor die Umschaltung erfolgt. Dies stellt allerdings numerisch kein Problem
dar, da der Zustand o nach dem Umschalten auf einer Trajektorie hinreichend nahe zur
Schaltgeraden S(x2) verlduft.
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Aufgabe 5.6 Implementieren Sie das doppelintegrierende System (5.103b) mit dem opti-
malen Regelgesetz (5.109) unter MATLAB/SIMULINK und verifizieren Sie die Ergebnisse
in Abbildung 5.20 fiir verschiedene Anfangswerte xq. Verwenden Sie t; gemafs (5.108) als
Zeithorizont fir die Simulation.

5.5.5 Zustandsabhingige Eingangsbeschrinkungen

Das Maximumprinzip (siehe Satz 5.4) kann auf eine allgemeinere Klasse von Stellgrofien-
beschrankungen
h(x(t),u(t)) <0 Vit e [t tg (5.110)

mit h : R" x R™ — R? erweitert werden. Da die Beschrdnkungen (5.110) allgemein vom
Zustand x abhéngen, ist die zuldssige Menge

Ulx) ={u e R": h(x,u) <0} (5.111)

fiir die Steuergrofien w ebenfalls zustandsabhéngig, d.h. es muss gelten u(t) € U(x(t)) Vt €
[to, t¢]. Es wird angenommen, dass alle Elemente von h = [hy,..., h,|" explizit von w
abhiingen und dass die Beschrinkungsqualifikation 14

Oh
Rang [(9_u : diag(h)] =q (5.112)
erfiillt ist. Ahnlich dem Vorgehen bei statischen Optimierungsproblemen (Kapitel 4) wer-
den die Ungleichungsbeschrénkungen (5.110) mittels (zeitabhéngiger) Lagrange—Multipli-
katoren p = [, ..., py]" zur Hamilton-Funktion (5.88) addiert

H(z,u, X\, \o) = Mo l(z,u) + AT f(x,u) + ph(x,u). (5.113)

Zusétzlich zu den Bedingungen (5.87)—(5.90) des Maximumprinzips, die nun fiir die modi-
fizierte Hamilton—Funktion (5.113) und die (zustandsabhéngige) zuléssige Menge (5.111)
gelten, kommen noch die Komplementaritits— und Vorzeichenbedingungen

pi (Ohi(x" (1), u*(t)) =0, pi(t) =20 Vi€ [ty t] (5.114)

als notwendige Optimalitdtsbedingungen hinzu. Die Korrespondenz zu den KKT—Bedin-
gungen (4.29d), (4.29¢) im statischen Fall ist dabei offensichtlich.

Im Fall von reinen Zustandsbeschrankungen
z(t) € X CR" bzw. h(x(t)) <0 Ve [t,t]

mit h : R” — R? werden die Optimalitdtsbedingungen erheblich komplizierter und ver-
langen eine genaue Betrachtung von beschrinkten und unbeschrdinkten Bereichen, d.h.
Subintervalle von [to, t¢], auf denen die Beschrankungen aktiv oder inaktiv sind. Des Wei-
teren existieren verschiedene Moglichkeiten, Zustandsbeschrinkungen in der Hamilton—
Funktion zu beriicksichtigen, die zu unterschiedlichen Optimalitdtsbedingungen fiithren.
Fiir mehr Informationen zu diesem Thema sei auf den Ubersichtsaufsatz [6] und die Bii-
cher [2, 9] verwiesen.

1Dje Beschrinkungsqualifikation (5.112) besagt, dass die Gradienten aller in einem Punkt (z,w) akti-
ven Beschrinkungen h;(x,u) = 0 linear unabhiingig sein miissen.
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Kapitel 6

Numerische L6sung von
dynamischen Optimierungsproblemen

In der Regel ist man zur Losung von dynamischen Optimierungsproblemen auf numerische
Verfahren angewiesen, wobei grundsétzlich zwischen zwei Verfahrensklassen unterschieden
wird:

e [Indirekte Verfahren basieren auf der Losung der Optimalitdtsbedingungen (5.37)—
(5.42) bzw. (5.87)—(5.90) im eingangsbeschrinkten Fall.

e Direkte Verfahren diskretisieren die Steuertrajektorie w(t) und reduzieren somit
das dynamische (unendlich dimensionale) Optimierungsproblem auf ein statisches
Problem, das mit den in den Kapitel 3 und 4 beschriebenen Verfahren gelost werden
kann.

Das folgende Kapitel stellt die gebrduchlichsten direkten und indirekten Verfahren vor
und wendet diese anschlieBend auf ein Navigationsproblem in der Schifffahrt an. !

6.1 Indirekte Verfahren:
Losung der Optimalititsbedingungen

Zwei-Punkt-Randwertprobleme, wie sie aus den Optimalitdtsbedingungen dynamischer
Optimierungsprobleme resultieren, lassen sich mit einer Reihe von numerischen Verfahren
16sen. Bekannte Verfahren sind Diskretisierungs—, Schieffi— und Gradientenverfahren, die
im Folgenden erlautert werden.

6.1.1 Diskretisierungsverfahren

Wie bereits mehrfach erwiahnt wurde, stellen die Optimalitédtsbedingungen fiir dynamische
Optimierungsprobleme ein Zwei-Punkt—-Randwertproblem dar. Insbesondere wenn sich

!Dank gebiihrt an dieser Stelle Alexander Lutz und Dr. Eckhard Arnold vom Institut fiir Systemdy-
namik der Universitiat Stuttgart fiir Beitriige und Anregungen zu Abschnitt 6.3.
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Steigung Trajektorie z(t) Steigung
A fk — f(l‘k,tk) \ ________ fk+1 — f(xk‘+17tk+1)

mittlere Steigung
3(F* + )

Y

tk thrl t
Abbildung 6.1: Veranschaulichung der Trapezregel.

die optimale Steuerung als Funktion w = 1(x, X) der Zustdnde & und X ausdriicken lésst,
konnen die kanonischen Gleichungen in die von w unabhéingige Form (siehe Abschnitt 5.3.4
und 5.5.2)

z = f(x,Y(x, ), 1)

A= H, (@ (. A) ) } x=F&t), == N (6.1)

tiberfithrt werden. Im Folgenden werden eine feste (vorgegebene) Endzeit ¢¢ und die fol-
genden Anfangs— und (partiellen) Endbedingungen

[@itr) = 1] e,

i

=0 (6.2)

tf:| i¢T¢

mit G : R? — R" betrachtet, so dass 2n Randbedingungen fiir die 2n Differentialglei-
chungen zur Verfiigung stehen. Die Behandlung von allgemeinen Endbedingungen und
einer freien Endzeit ¢; wird in Abschnitt 6.1.3 angesprochen.

Eine gebrauchliche Vorgehensweise zur Losung von Zwei-Punkt-Randwertaufgaben ist
die Diskretisierung des Zeitintervalls [to, ]

to=t" <t <. <tV =t,
um die Losung an den N + 1 Stiitzstellen t* zu approximieren, d.h.

¥ ~z(t"), k=0,1,...,N. (6.3)
Eine bekannte Diskretisierungsformel ist z.B. die Trapezregel

k1 _ gk 1
T 5 F(z" ")+ F(zF Y k=01,...,N -1, (6.4a)

die in Abbildung 6.1 veranschaulicht ist. Zusétzlich miissen die 2n Randbedingungen (6.2)
2=z, GEV)=0 (6.4Db)

erfiillt sein. Die Bedingungen (6.4) stellen ein nichtlineares Gleichungssystem der Ordnung
2n(N + 1) fur die 2n(N + 1) zu bestimmenden Variablen (6.3) dar.

Ein verwandtes Verfahren zur Losung von Zwei-Punkt-Randwertaufgaben ist das Kollo-
kationsverfahren, das den Zustand & (t) auf jedem Intervall [t*, t*1] durch Basisfunktionen
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(z.B. Polynome) annshert. Die Ubereinstimmung mit den Differentialgleichungen (6.1)
wird an zusitzlichen Kollokationspunkten innerhalb der Intervalle [tF, t5+1] erzwungen
und die Stetigkeit an den Intervallgrenzen t* durch Stetigkeitsbedingungen gefordert.
Somit ergibt sich ebenfalls ein nichtlineares Gleichungssystem fiir die Koeffizienten der
Basisfunktionen. Fiir bestimmte Basisfunktionen und Kollokationspunkte ist das Kollo-
kationsverfahren zu gewissen Diskretisierungsformeln dquivalent.

Einige Merkmale von Diskretisierungsverfahren sind im Folgenden zusammengetragen:

e Aufgrund der simultanen Betrachtung der Differentialgleichungen (6.1) und Rand-
bedingungen (6.2) sind Diskretisierungsverfahren oft numerisch robuster als das
Schiefiverfahren (Abschnitt 6.1.2).

e Trotzdem spielt die Startschatzung der adjungierten Variablen eine maflgebliche
Rolle und entscheidet oft dariiber, ob und wie schnell das Verfahren konvergiert.

e Der Implementierungsaufwand ist recht hoch. Die Jacobi-Matrix des Gleichungs-
systems (6.4) ist dinn besetzt und weist eine Blockstruktur auf. Diese strukturellen
Eigenschaften konnen durch geeignete numerische Verfahren ausgenutzt werden.

e Dic Anzahl der Stiitzstellen (/N 4 1) hat maBgeblichen Einflul auf die Losung. Gro-
Bere Werte von N erhohen die Genauigkeit, vergréfiern aber ebenfalls die Dimension
des zu losenden Gleichungssystems.

e Die Trapezregel besitzt die Verfahrensordnung 2, d.h. die numerische Losung Z* ~
Z(tF) stimmt bis zum quadratischen Term mit der Taylorreihe der exakten Losung
Z(t) an der Stelle t = t* iiberein. Alternativ kénnen z.B. Runge-Kutta—Formeln mit
hoéherer Verfahrensordnung verwendet werden.

6.1.2 SchieBverfahren

Im Gegensatz zum Diskretisierungsverfahren, das ein grofles Gleichungssystem fiir die
Differentialgleichungen (6.1) und die Randbedingungen (6.2) 16st, betrachtet das Schief3-
verfahren das Anfangswertproblem

& =F(z,1), z()= Kﬂ (6.5)

mit den (noch unbekannten) Anfangswerten A¢ der adjungierten Zustidnde A. Die Losung
von (6.5) kann formal in Abhéngigkeit von A wie folgt geschrieben werden

t
Z(t; No) = [io] +/ F(z(t;Xo), 7)dT. (6.6)
0 to
Um die Endbedingungen in (6.2) zu erfiillen, muss gelten
G(z(tr; X)) =0, (6.7)

was ein nichtlineares Gleichungssystem der Ordnung n fiir die Anfangsbedingungen Ao €
R™ darstellt.
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|

x1(t; 220)

o o~ ¢
Abbildung 6.2: Veranschaulichung des Schiefiverfahrens (Beispiel 6.1).

Das Gleichungssystem (6.7) muss im Allgemeinen iterativ gelost werden, z.B. mit Hilfe
des Newton—Verfahrens. Das Anfangswertproblem (6.5) wird dazu unterlagert numerisch
integriert, um die Trajektorie (6.6) zu bestimmen (siche Abschnitt 6.3). Aufgrund der
wiederholten (numerischen) Integration von (6.5) spricht man in diesem Zusammenhang
vom SchiefSverfahren.

Beispiel 6.1 Zur Veranschaulichung des Schieffverfahrens seir das Randwertproblem
Ty =mxy, By= f(x1,22), x1(to) =0, x1(tr) =0

gegeben. Wird das Randwertproblem als Anfangswertproblem betrachtet, so hingt die Lo-
sung x1(t; x20) vom Startwert xo(ty) = x99 des zweiten Zustandes ab. Der Wert x4
entspricht der Anfangssteigung der Trajektorie x1(t;x20), die so gewdhlt werden muss,
dass die Endbedingung x1(ts; x20) = 0 erfillt ist, siehe Abbildung 6.2.

Einige Anmerkungen zum Schief3verfahren:

e Der Implementierungsaufwand ist aufgrund der sequentiellen Losung des Anfangs-
wertproblems (6.5) und der Endbedingungen (6.7) relativ gering.

e Gute Startwerte fiir Ag sind wichtig, da das Schieiverfahren héufig sehr sensitiv
bzgl. dieser Grofen ist.

e Die Integration des Anfangswertproblems (6.5) kann numerisch kritisch sein, vor
allem wenn das Zeitintervall [ty, t¢] vergleichsweise grof} ist, da die kanonischen Glei-
chungen in der Regel instabile Moden besitzen. 2

e Abhilfe verschaffen Mehrfachschieffverfahren, die das Intervall [to, t¢] in Unterinter-
valle unterteilen [1, 9].

6.1.3 Beriicksichtigung allgemeiner Endbedingungen
und freier Endzeit

In den vorherigen Abschnitten wurde zunéchst von einer festen Endzeit ¢; und partiellen
Endbedingungen ausgegangen. Im Falle von allgemeinen Endbedingungen (5.64) wird die

2Im linearen Fall kann gezeigt werden, dass die Eigenwerte der kanonischen Gleichungen, siehe (5.71),
symmetrisch zur imaginiren Achse sind.
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Funktion G in (6.2) durch

(f(tf)’tf) ] -0 (6.8)

g
G(x(ts),v) = T
@)= a0 - (32 + ()]
mit G : R xR" — R"*" ersetzt. Die Lagrange-Multiplikatoren v € R” stellen zusétzliche
Parameter dar, die den zusétzlichen r Randbedingungen in der Funktion G' Rechnung
tragen.

Falls die Endzeit t; frei ist, kann eine Zeittransformation
t=067 mit 7€ [to,tf], 1) = konst. (6.9)

verwendet werden, um die kanonischen Gleichungen auf das feste Zeitintervall [to, tf] der
neuen Zeitkoordinate 7 zu transformieren. Der Parameter § stellt dabei den Zeitstreck-
faktor dar. Mit den neuen Zustanden

(1) = [iggiﬂ , T € [to, 1]

und der Notation (-)’ = <L(-) ergibt sich fiir die kanonischen Gleichungen (6.1)
&' =0F(x,07), 7€ (to,t]). (6.10)

Zusitzlich werden die Endbedingungen G(-) = 0 um die Transversalitdtsbedingung (5.42)
bzw. (5.67) erweitert.

Fiir das Diskretisierungs— bzw. SchieBverfahren stellen die zusétzlichen Grofien 6 und/oder
v weitere zu bestimmende Variablen dar, wobei die zusétzlichen Gleichungen in den Rand-
bedingungen G(-) = 0 die gleiche Dimension besitzen. Im Folgenden sind die unterschied-
lichen Falle zusammengefasst:

Endzeit ty Endbed. Zusétzliche Parameter ~ Anzahl Anfangs—/Endbed.
)eR velR x(ty) = xo G()=0

fest partiell - - n n
fest allgemein - v n n+r
frei partiell v - n n+1
frei allgemein v v n n+r+1

6.1.4 Gradientenverfahren

Ein weiteres klassisches Verfahren zur Losung von Optimalsteuerungsproblemen ist das
Gradientenverfahren, das Ahnlichkeit zum gleichnamigen Verfahren bei statischen Op-
timierungsproblemen (siche Abschnitt 3.3.3.1) aufweist. Die hauptséchliche Anwendung
findet das Gradientenverfahren bei Problemen mit fester Endzeit und freiem Endzustand,
fiir die sich die Optimalitdtsbedingungen (5.37)—(5.39) zu

= f(x,u,t), x(to) = o (6.11)
A= —Hy(z,u,\1), Ait) = @o(x(t;)) (6.12)
0= Hy(x,u,\t) (6.13)
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mit H, = %—f, H, = %—5 und @, = g—i ergeben.

Das Gradientenverfahren nutzt die Entkopplung der Randbedingungen aus, indem es
in jedem Schritt j die kanonischen Gleichungen in Abhéngigkeit einer Steuertrajekto-
rie uw/(t), t € [to,t;] sequentiell in Vorwirts— und Riickwiirtszeit integriert, um die Zu-
standstrajektorien /(t) und A (¢) zu bestimmen. Im Allgemeinen wird diese Losung die
Stationaritétsbedingung (6.13) nicht erfiillen, so dass ein nicht verschwindender Gradient

g (t) = Hy (2 (t),4 (t), N (1),1), tE [to, L] (6.14)

existiert. Ahnlich dem Gradientenverfahren bei statischen Optimierungsproblemen (siehe
Abschnitt 3.3.3.1) kann der negative Gradient —g’(t) verwendet werden, um einen Abstieg
im Kostenfunktional

J(u) = pla(tr) + / U (t), u(t), 1) dt

to

zu erreichen. Tabelle 6.1 fasst den grundsétzlichen Algorithmus zusammen.

Initialisierung:

j+0 Iterationszahler
€ Abbruchkriterium
u®(t) Startschitzung der Steuertrajektorie
xO(t) Integration von (6.11) in Vorwartszeit
repeat
N (t) Integration von (6.12) in Riickwartszeit
g’(t) «+ (6.14) Berechnung des Gradienten
o’ + argmin,., J(u’ —ag’)  Liniensuche (meist approximative Ldsung)
wt(t) = u!(t) — alg’(t) neue Steuertrajektorie mit Schrittweite o/
/(1) Integration von (6.11) in Vorwartszeit
JJ+1
until |J(uw'™) — J(u/)| <e oder anderes Abbruchkriterium

Tabelle 6.1: Algorithmus des Gradientenverfahrens.

Das unterlagerte Liniensuchproblem wird in der Regel approximativ gelost, z.B. mit Hilfe
einer Armijo—Bedingung (siehe Abschnitt 3.3.2.1). In manchen Versionen des Gradienten-
verfahrens wird die Liniensuche durch eine feste Schrittweite « ersetzt, womit sich direkt
w1 (t) = u!(t) —ag’(t) ergibt. In diesem Fall muss allerdings o hinreichend klein gewiihlt
werden, was oft zu einer langsameren Konvergenz fiihrt.

Mehr Informationen zum Gradientenverfahren finden sich z.B. in [10, 4, 8]. Einige An-
merkungen sind im Folgenden zusammengetragen:

e Ein Vorteil des Gradientenverfahrens (vor allem bei allgemeinen nichtlinearen Pro-
blemen) ist, dass w nicht explizit aus H, = 0 bzw. min,cy H berechnet werden
muss (sieche Abschnitte 5.3.4 und 5.5.2).
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e Stellgroflenbeschrinkungen w € U kénnen durch Projektion auf die zulédssige Menge
U beriicksichtigt werden.

e Das Gradientenverfahren ist in der Regel numerisch robuster als das Schiefiverfahren,
da das adjungierte System (6.12) nicht in die instabile Vorwértsrichtung integriert
wird. Ein weiterer Pluspunkt (auch gegeniiber Diskretisierungsverfahren) ist, dass
die Startschitzung der adjungierten Variablen entfallt.

e L tritt meist eine deutliche Reduktion des Kostenfunktionals am Anfang des Ver-
fahrens auf (fiir kleine j). Die Konvergenz in der Ndhe der optimalen Losung ist
aber recht langsam.

e Alternativ konnen Konjugierte—Gradienten—Verfahren oder Gradientenverfahren 2.
Ordnung mit besseren Konvergenzeigenschaften verwendet werden.

e Das Gradientenverfahren kann auf partielle/allgemeine Randbedingungen und freie
Endzeit erweitert werden, wodurch sich aber die Robustheit und Konvergenzeigen-
schaften oft deutlich verschlechtern.

6.2 Direkte Verfahren:
Reduktion auf statische Optimierungsprobleme

Direkte Methoden beruhen auf der Parametrierung der Steuertrajektorie u(t), t € [to, t¢],
um das Optimalsteuerungsproblem auf ein endlich dimensionales Problem zu reduzieren,
das mit den bekannten Methoden der statischen Optimierung gelost werden kann (siehe
Kapitel 3 und 4). Im Folgenden sind einige Vorteile des direkten/indirekten Losungswegs
gegeniibergestellt:

Direkte Verfahren: Indirekte Verfahren:

e Herleitung der kanonischen Gleichun- e liefern Einsicht in die Struktur der op-
gen ist nicht notwendig timalen Losung

e Zustandsbeschrankungen sind leichter e hochgenaue Losung (wichtig z.B. bei
zu beriicksichtigen der Bahnplanung in der Raumfahrt)

e oft groflerer Konvergenzbereich, da kei- e adjungierte Variablen koénnen fiir
ne Startschétzung der adjungierten Zu- Sensitivitdtsanalyse und Reglerentwurf
stdnde benotigt wird (“neighbouring  extremal  control”)

verwendet werden

Unterschieden wird bei direkten Verfahren zwischen Teil- oder Volldiskretisierung, die im
Folgenden erlautert werden. Als Basis dafiir dient ein allgemeines beschrinktes Optimal-
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steuerungsproblem der Form

IB(lgl J(u) = o(x(tr)) + /t fl(a:(t), u(t),t)dt (6.15a)
uBv. &= f(z,u,t), x(t) =z (6.15b)
g(x(t)) =0 (6.15¢)
h(xz(t),u(t),t) <0 Vit € [ty, t]. (6.15d)

Die Endzeit t; sei der Einfachheit halber fest. Falls #; frei ist, kann die Zeittransforma-
tion (6.9) verwendet werden, um das Problem wieder auf ein festes Interval [to,t]] zu
transformieren.

6.2.1 Teildiskretisierung

Bei direkten Losungsverfahren wird zunédchst das Zeitintervall [tg, t¢] diskretisiert
to=t"<th <. <tV =t, (6.16)

und die Steuergréfien w auf den N Subintervallen [t¥, #*+1] parametriert. Im einfachsten
Fall wird w auf jedem Subintervall konstant angesetzt, d.h.

w(t,a) =u", te[t* ") mit a=| : | eR™, (6.17)
uN-1
Somit ergibt sich fiir die Steuertrajektorie w(t,@) ein stiickweise konstantes Profil in
Abhéngigkeit der m/N Parameter @. Alternativ konnen z.B. stiickweise lineare Ansétze
fiir w(t, @) verwendet werden, siehe Abbildung 6.3.

stiickweise linear

stiickweise konstant

tk_l tk tk+1 tk+2

\J

~

Abbildung 6.3: Stiickweise konstante und stiickweise lineare Parametrierung der Steuer-
trajektorie im skalaren Fall (m = 1).
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Durch die Parametrierung der Steuertrajektorie w(¢, @) wird das Optimalsteuerungspro-
blem auf das statische (endlich—-dimensionale) Optimierungsproblem

N-1 k41
_min ﬂm:¢@w»+g;£ (x(t), u(t, @),t) dt (6.184)
wB.yv. &= f(z,u(t,a)t), tc (" t*), k=0,1,...,N—1 (6.18b)
z(t°) ==xy, x(t*)=x(t"), k=0,1,...,N—1 (6.18¢)
g(x(t")) = (6.18d)
h(z(t),u(t,@),t) <0 Vte[t" ] k=01,...,.N-1 (6.18¢)

tiberfiihrt. Zur Losung des nichtlinearen Optimierungsproblems (6.18) in Abh#ngigkeit
der Parameter @ muss die Differentialgleichung (6.18b) auf den einzelnen Subintervallen
unterlagert numerisch integriert werden. Die Bedingungen (6.18c) gewéhrleisten dabei
Stetigkeit des Zustandes x(t) iiber die Intervallgrenzen t* hinweg.

Ein Problem in dieser Formulierung ist, dass die Ungleichungsbeschrankungen (6.18e)
korrekterweise auf jedem Intervall [t*, t*71] und nicht nur an den Stiitzstellen * erfiillt sein
sollten. In der Praxis wird (6.18e) hdufig durch punktweise Ungleichungsbeschriankungen

h(z(t™), u(t™, @), ¢7) <0

an einer Anzahl von inneren Punkten t*7 € [t* t**!] ersetzt. Das Problem (6.18) kann
dann mit herkémmlichen Methoden der nichtlinearen Optimierung, z.B. dem SQP—Verfahren,
angegangen werden.

Einige Merkmale direkter Verfahren mit Teildiskretisierung sind:

e Falls die Bedingungen (6.18¢) als Anfangsbedingungen und nicht als Gleichungsbe-
schriankungen im Optimierungsverfahren implementiert sind, erfiillt die Zustands-
trajektorie x(t), t € [to,ts] (im Rahmen des verwendeten Integrationsverfahrens)
stets die Differentialgleichung (6.18b), d.h. auch wéhrend der einzelnen Iterationen
des Optimierungsverfahrens.

e Die Berechnung der Gradienten der Kostenfunktion und Beschrinkungen in (6.18)
nach @ (z.B. iiber die Sensitivitéitsdgln.) ist im Allgemeinen recht aufwéndig.

e Aufgrund der separaten Integration der Systemgleichungen (6.18b) auf den einzelnen
Intervallen spricht man bei der Teildiskretisierung oft von einem direkten sequenti-
ellen Verfahren.

6.2.2 Volldiskretisierung

Im Gegensatz zur Teildiskretisierung werden bei der Volldiskretisierung neben der Steuer-
trajektorie ebenfalls die Differentialgleichungen (6.15b) an den Stiitzstellen (6.16) dis-
kretisiert. In Analogie zu Abschnitt 6.1.1 kann dies z.B. mit Hilfe der Trapezregel (6.4)
erfolgen, wiahrend w stiickweise linear angesetzt wird:

k

"t — 1 ko k ok k41l k1l kil
e = 5 [P @) + F@ W k=01 N -1
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Somit ergibt sich fiir das Optimalsteuerungsproblem (6.15) das nichtlineare Optimierungs-
problem

N-1 1 gk

min  J(&,a) = p(@V)+ > [z(wk,uk,tk)+z(a;k+1,uk+1,tk+l) (6.19a)

2,4 2
k=0
u.B.v —mkH ' _ l[f(wk uf ) + FFT T R k=0,1 N -1
e Ve tk+1 tk_2 ) ) ) ) ’ B Rt I
(6.19b)
' =x5, gx™)=0 (6.19¢)
h(zF v* t*) <0 k=0,1,...,N. (6.19d)

Im Optimierungsproblem werden die diskretisierten Systemgleichungen (6.19b) zusammen
mit den Anfangs— und Endbedingungen (6.19¢) als Gleichungsbeschréankungen behandelt.
Die Optimierungsvariablen umfassen dabei die diskretisierten Eingangs— und Zustands-
variablen

a=|: | eR™MD g | e RV, (6.20)

Die Anzahl der Optimierungsvariablen, (m +n)(N + 1), ist somit zwar deutlich hoher als
bei der Teildiskretisierung, dafiir liegen aber die Differentialgleichungen (6.15b) bereits
als Gleichungsbeschrinkungen vor und miissen nicht separat integriert werden.

Einige Merkmale direkter Verfahren mit Volldiskretisierung sind:

e Die Optimierungsvariablen & erfiillen die diskretisierten Systemgleichungen (6.19b)
nur bei der optimalen Losung & hinreichend genau.

e Die Berechnung der Gradienten der Kostenfunktion und Beschriankungen in (6.19)
nach (&,4) ist einfacher als im Falle der Teildiskretisierung. Des Weiteren sind
die Matrizen diinn besetzt und weisen eine Blockstruktur auf, die von speziellen
numerischen Verfahren ausgenutzt werden kann.

e Im Gegensatz zu (6.18e) liegen die Ungleichungsbeschriankungen (6.19d) ebenfalls
direkt in diskretisierter Form vor.

e Die Genauigkeit der volldiskretisierten optimalen Losung héingt direkt von der An-
zahl der Stiitzstellen (N + 1) ab. Im Gegensatz zur Teildiskretisierung beeinflusst
N nicht nur wie fein die Steuerung diskretisiert wird, sondern ebenfalls wie genau
& die tatséchliche Losung der Differentialgleichungen (6.15b) annéhert.

e Aufgrund der Volldiskretisierung des Optimalsteuerungsproblems (6.15) spricht man
in diesem Zusammenhang auch von direkten simultanen Verfahren.
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6.3 Beispiel: Navigationsproblem in der Schifffahrt

Als Beispiel fiir die numerische Losung von Optimalsteuerungsproblemen wird die Steue-
rung eines Binnenschiffes betrachtet. Die Basis dafiir ist das folgende nichtlineare Modell,
das in [3] hergeleitet wurde:

[tl = X9, Il(O) =0 (621&)
To = 109 + Cou, 22(0) =0 = f(x,u). (6.21b)
$'3 = Cg’U|$3|ZL’3 + C49 s ZE3(0) = (6210)

Die Bedeutung der auftretenden Variablen ist aus Abbildung 6.4 ersichtlich. Die Schiff-
parameter

o =-0261, =02%, =-187T—"—, ¢ =061

radm
wurden an einem realen Binnenschiff identifiziert. Der Ruderwinkel w sei durch maximale
Ausschlége
u € [u, uﬂ (6.22)

begrenzt, fiir die im Folgenden unterschiedliche Werte betrachtet werden.

6.3.1 Indirekter Losungsweg

Fiir die Anwendung des indirekten Diskretisierungs— und Schiefiverfahrens unter MAT-
LAB wird als Optimalsteuerungsproblem ein Richtungswechsel des Schiffes betrachtet.

6.3.1.1 Realisierung eines Richtungswechsels

Es soll ein Richtungswechsel des Schiffes um 45° realisiert werden, was im zu minimieren-
den Kostenfunktional
1 1 [ /4
J(u) = éAa:(tf)TSAa:(tf)+§ / AxTQAx+ru?dt, Ax=xz—x¢, x=| 0 | (6.23)
0 0
beriicksichtigt wird. Die Endzeit und die Geschwindigkeit des Schiffes werden zu t; =
15s und v = 3.5m/s gesetzt. Der Einfachheit halber werden die Gewichtungsmatrizen

als Einheitsmatrizen S = Q = I angesetzt, wahrend r = 0.1 einer relativ niedrigen
Gewichtung des Ruderwinkels u entspricht.

Da die indirekten Losungsverfahren auf der numerischen Losung der Optimalitétsbedin-
gungen basieren, wird zunéchst die Hamilton-Funktion aufgestellt

1 2
H(z, A\ u) = éAwTQAw + qu + AT f(x,u),  flz,u) = c1%2 + Cou
cav|z3|es + camo

Das adjungierte System (5.38) und die Randbedingungen (5.41) fiir die adjungierten Zu-
stinde A = [Ay, Ao, A3]T lauten

of

8_$>T)\, A(te) = S(x(te) — ) (6.24)

A= —Hy(z,u,\) = —Q(x — x5) — (
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xy @ Vorauswinkel [rad]
&1 = x5 : Drehgeschwindigkeit [rad/s]
x3 : Driftwinkel [rad]
(x4,25) : Position des Schiffes [m]
w: Ruderwinkel [rad]
Geschwindigkeit [m/s]

Abbildung 6.4: Gréflen zur Beschreibung der Schiffdynamik.

mit H, = 22 und der Jacobimatrix

ox
of 0 1 0
a— =10 C1 0
x 0 ¢4 2cgvsign(xs)rs

Das System liegt in eingangsaffiner Form vor und das Kostenfunktional (6.23) besitzt einen
energieoptimalen Anteil mit r > 0. Somit liegt der Sonderfall (5.99) des Maximumprinzips
vor, so dass sich die optimale Steuerung

u™ falls uw® <wu~ .
u=1v(@, A =<cu’ falls e (u,ut), mit u’= —;02)\2. (6.25)

ut falls v > ut
ergibt. Die Steuerung u wird in den kanonischen Gleichnungen (6.21) und (6.24) ersetzt,
@ =f(z (), A=—Ha(x,¥(x,X),X), (6.26)

was die Basis fiir die Anwendung des (hier betrachteten) Diskretisierungs- und Schiefi-
verfahrens darstellt. Abbildung 6.5 fasst die MATLAB—Funktionen zur Bestimmung der
kanonischen Gleichungen zusammen.

6.3.1.2 Diskretisierungsverfahren

Zur Losung der kanonischen Gleichungen (6.26) mit den Randbedingungen
z(0) =m0, Atr) = S(x(ts) — x¢) (6.27)

kann die MATLAB—Funktion bvp4c verwendet werden, die Zwei—Punkt-Randwertaufgaben
mit Hilfe des Kollokationsverfahrens 16st (siehe [11, 6] und “help bvp4c” unter MATLAB).
Abbildung 6.6 stellt den MATLAB-Code zum Aufruf von bvp4c dar. Die wichtigsten Uber-
gabeargumente an bvp4c sind die rechte Seite der Differentialgleichung (6.26) und die
Randbedingungen (6.27) in Residuenform.

Fiir die Losung des Randwertproblems wird eine Startschétzung sol0 benotigt, die iiber
die Funktion bvpinit erstellt werden kann. Das Zeitintervall [0,¢] wird mit 30 Stiitzstel-
len ¢* initialisiert und die Startwerte der Zustinde & = [y, 29, 23]T, A = [A1, Ao, A3]T
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function p = schiff_param

%

p.c = [-0.26, 0.2, -1.87, 0.6]; % Schiffparameter

p.v = 3.5; % Geschwindigkeit

p.-tf = 15; % Endzeit (Optimierungshorizont)
p-x0 = [0 ; 0; 0]; % Anfangsbedingungen

p.xf = [45%pi/180; 0; 0I; % (gewiinschte) Endbedingungen
p.r =0.1; % Gewichtungen im Integralanteil
p.-Q = diag([1,1,11);

p-S = diag([1,1,11); % Gewichtung des Endzustands

function f = schiff_kangln(t,X,p)

%

x = X(1:3); adj = X(4:6);

u = schiff_uopt(x,adj,p);

f = [ fsys(x,u,p); % kanonische Gleichungen

-p.Q*(x-p.xf)-dfdx(x,adj,u,p) ’*adj 1;

function f = fsys(x,u,p)

%

f=1[x(2); % Schiffdynamik
p.-c(D)*x(2)+p.c(2) *u;
p-c(3)*p.vxabs(x(3))*x(3)+p.c(4)*x(2) 1;

function J = dfdx(x,adj,u,p)

%

J=1[0, 1, 0; % Jacobimatrix
0, p.c(1), 0;
0, p.c(4), 2%p.c(3)*p.v*x(3)*sign(x(3)) 1;

function u = schiff_uopt(x,adj,p)

%

u0 = -1/p.r*adj’*[0; p.c(2); 0]; % unbeschrinkte Stellgrdfe

if u0> p.umin & uO<p.umax, u = u0;

elseif uO<=p.umin, u = p.umin;

else u = p.umax;

end

Abbildung 6.5: MATLAB—Funktionen zur Berechnung der kanonischen Gleichungen fiir
das Schiffproblem.

auf diesem Intervall als konstant angesetzt (siche Abbildung 6.6 und “help bvpinit” un-
ter MATLAB). Die letzten beiden Ubergabeargumente sind Optionen fiir bvpdc und die
Parameterstruktur p.

Abbildung 6.7 zeigt die optimalen Trajektorien fiir den 45°—Richtungswechsel des Schiffes
fiir verschiedene Beschrankungen des Ruderwinkels w € [u™,u"]. Offensichtlich ist die
Beschrénkung v € [—5,5]° zu restriktiv, um die 45°~Drehung in der festen Endzeit ¢y =
15s zu ermoglichen. Rechts in Abbildung 6.7 ist die Fortbewegung des Schiffes auf dem
Fluss dargestellt, wobei sich die Position (z4,25) des Schiffes (sieche Abbildung 6.4) aus
den folgenden Differentialgleichungen durch Integration ergibt:

ty =vsin(zy —x3), 45 =wvcos(r; —x3), x4(0)=x5(0)=0. (6.28)

Aufgabe 6.1 Verifizieren Sie die Ergebnisse in Abbildung 6.7 unter MATLAB mit Hilfe
von bvpdc (siehe Abbildungen 6.5 und 6.6). Untersuchen Sie numerisch den Einfluss der
Gewichtungen im Kostenfunktional (6.23) auf den Verlauf der optimalen Trajektorien
x*(t), t € [0,].
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function [vec,sol,p] = schiff_rwa(umin,umax)

%

p = schiff_param; % Schiffparameter
p.umin = umin*pi/180; % StellgréBenbeschrankungen
p.umax = umax*pi/180; % (Ubergabe in Grad)
opt = bvpset(’Stats’,’on’,’RelTol’,le-4); % Optionen fiir bvpéc
s0l0 = bvpinit(linspace(0,p.tf,30), [p.x0;zeros(3,1)]1); % Startldsung
sol = bvp4c(@schiff_kangln, @schiff_rb, solO, opt, p); % Aufruf von bvpdc
vec.t = linspace(0,p.tf,100); % optimale Losung
vec.x = interpl(sol.x,sol.y(1:3,:)’,vec.t)’;
vec.adj = interpi(sol.x,sol.y(4:6,:)’,vec.t)’;
for i=1:length(vec.t),
vec.u(:,i) = schiff_uopt(vec.x(:,i),vec.adj(:,i),p); % Steuerung
end

%
function res = schiff_rb(X0,Xf,p)
x0 = X0(1:3); xf = X£f(1:3); adjf = X£(4:6);
res = [ x0 - p.x0;

adjf - p.Sx(xf-p.xf) 1;

=

Randbedingungen

Abbildung 6.6: MATLAB-Code zur Berechnung des optimalen Richtungswechsels des
Schiffes mittels des Kollokationsverfahrens (bvp4c).

6.3.1.3 Schieflverfahren

Beim Schiefverfahren werden die kanonischen Gleichungen (6.26) mit den Anfangsbedin-
gungen x(0) = xp und den noch unbekannten Werten A(0) = A integriert. Die sich
dadurch ergebende Trajektorie der adjungierte Zustédnde A(t; Ag) muss die Endbedingun-
gen in (6.27) erfiillen, was zu der folgenden Gleichung in Residuenform fiihrt

A(tf; )\0) - S(az(tf; Ao) — wf) =0.

Die Endbedingung in Abhéngigkeit von Ag wird mit der MATLAB-Funktion fsolve aus
der Optimization Toolbox gelost (siehe auch Abschnitt 5.3.3), wihrend die unterlager-
te numerische Integration der Differentialgleichungen (6.26) mit einem ODE-Solver von
MATLAB durchgefiihrt wird. Abbildung 6.8 fasst den entsprechenden MATLAB—Code zur
Losung des Schiffproblems zusammen.

Fiir die numerische Integration muss eine hohe Genauigkeit verwendet werden, da die
Instabilitdt der kanonischen Gleichungen zu einer schlechten Konditionierung der nume-
rische Integration fithrt. Des Weiteren ist das Schiefiverfahren recht sensitiv hinsichtlich
der Startwerte von Ay, die daher nahe genug an der optimalen Losung liegen miissen.

Aufgabe 6.2 Uberpriifen Sie die Ergebnisse in Abbildung 6.7 unter MATLAB mit Hil-
fe des Schieffverfahrens (MATLAB-Code in Abbildung 6.5 und 6.8) fir die Startwerte
Ao = [=5,—10,0.1]T . Untersuchen Sie die numerische Sensitivitit des Schiefverfahrens
durch Variation von Ag und unterschiedliche Toleranzgrenzen fiir die numerische Integra-
tion (siehe “help odeset” unter MATLAB). Lisen Sie des Weiteren die in Abbildung 6.7
betrachteten Fdlle mit Hilfe des sogenannten Fortsetzungsverfahrens, indem Sie fiir den
(einfach zu losenden) Fall u* = £5° die Startschitzung Ao = 0 ansetzen, anschlieflend
die Schranken sukzessive auf ut = +£15° erhéhen und die vorherigen Ldsungen X; als
neue Startschdtzungen verwenden.
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Abbildung 6.7: Optimale Trajektorien fiir den Richtungswechsel des Schiffes mit verschie-
denen Beschriankungen des Ruderwinkels u € [u™, u™].

6.3.2 Direkter Losungsweg

Beim direkten Losungsweg wird lediglich die Volldiskretisierung (Abschnitt 6.2.2) betrach-
tet, da die Teildiskretisierung in Verbindung mit nichtlinearen Optimierern aufgrund der
unterlagerten Integration in der Regel komplizierter ist.

6.3.2.1 Realisierung eines Ausweichmandévers

Als Erweiterung des Richtungswechsels soll ein Ausweichmanover betrachtet werden, um
z.B. ein entgegenkommendes Schiff zu passieren. Das Schiffmodell (6.21) wird dazu um die
erste Differentialgleichung in (6.28) erweitert. Somit ergibt sich das Optimalsteuerungs-
problem

Hl(i? J(u) = Am(tf)TSA:n(tf)qL% /tf Ax"QAx + ru®dt (6.29a)

u(- 0

uBv. 1 =1, z1(0) =0 (6.29b)
To = €129 + CoUl, x2(0) =0 (6.29¢)
T3 = cgv|rs|es + caxe,  x3(0) =0 (6.29d)
Ty = vsin(zr; — x3), x4(0) =0 (6.29¢)
u(t) € [u™,ut] Vte0,t]. (6.29f)
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function [adjOopt,vec,p] = schiff_schiess(umin,umax,adjo0)
%
p = schiff_param;

p.umin = umin*pi/180;
p.umax = umax*pi/180;

Schiffparameter
Stellgrofienbeschrénkungen
(Ubergabe in Grad)

= e s

optoptim = optimset(’Display’,’iter’);

optode = odeset(’RelTol’,le-13,’AbsTol’,le-14); hohe Integrationsgenauigkeit notwendig

B

adjOopt fsolve(@schiff_res,adjO,optoptim,p,optode); Aufruf von fsolve (Startldsung adjoO)
vec.t = linspace(0,p.tf,100);

[t,X] = odel113(@schiff_kangln,vec.t,[p.x0;adjOopt],optode,p); % letzte Integration fiir optimale L&sung
vec.x = X(:,1:3)7%;

vec.adj = X(:,4:6)’;

for i=1:length(vec.t),

vec.u(:,i) = schiff_uopt(vec.x(:,i),vec.adj(:,1i),p); % optimale Steuerung
end
%
function res = schiff_res(adjO,p,optode)
X0 = [p.x0; adjol;
[t,X] = ode113(@schiff_kangln, [0,p.tf],X0,optode,p); % Integration der kanonischen Gln.
xf = X(end,1:3)’;
adjf = X(end,4:6)’;

res

==

adjf - p.S*x(xf-p.xf); Endbedingungen in Residuenform

Abbildung 6.8: MATLAB—Code zur Berechnung des optimalen Richtungswechsels des
Schiffes mittels des Schieverfahrens (fsolve).

Im Kostenfunktional (6.29a) geht die Abweichung Ax = x — @ von der gewiinschten
Endposition ein. Da das Schiff um eine Strecke von 10m in z4—Richtung (d.h. quer zur
Fahrtrichtung, siche Abbildung 6.4 und 6.6) ausweichen soll, wird

x; = 1[0,0,0,10m]"

gesetzt. Analog zum vorherigen Abschnitt werden die Gewichtungsmatrizen als Einheits-
matrizen S = Q = I angesetzt, wiahrend die Stellgréfle mit » = 0.1 gewichtet wird.

6.3.2.2 Volldiskretisierung mit AMPL/ITPOPT

Das Optimalsteuerungsproblem (6.29) wird mit Hilfe der Trapezregel volldiskretisiert.
Das resultierende nichtlineare Optimierungsproblem (6.19) kann dann mit einem her-
kémmlichen nichtlinearen Optimierer numerisch gelést werden. Im Folgenden wird dazu
der Interior-Point-Solver TPOPT? verwendet. Das diskretisierte Problem (6.19) wird
mit Hilfe der Modellierungssprache AMPL # unter IPOPT implementiert, die iiber eine
eigene Syntax zur Beschreibung von nichtlinearen Optimierungsproblemen verfiigt.

Abbildung 6.9 stellt den AMPL-Code des diskretisierten nichtlinearen Optimierungs-
problems (6.19) fiir das betrachtete Ausweichmandver des Schiffes (6.29) dar. Entspre-
chend der Struktur des nichtlinearen Problems (6.19) wird das diskretisierte Kostenfunk-
tional (6.29a) durch “minimize” definiert, wiahrend die diskretisierten Systemgleichungen
und Anfangsbedingungen (6.29b) durch “subject to” gekennzeichnet sind. Fiir eine aus-
fithrliche Beschreibung der Syntax von AMPL sei auf das Buch [5] und die zahlreichen
Beschreibungen im Internet verwiesen.®

3Frei erhiltlich unter https://projects.coin-or.org/Ipopt.
4Eine Studentenversion ist erhiltlich unter http://www.ampl.com.
5Eine Auswahl an AMPL-Skripten findet man unter http://www.princeton.edu/ rvdb/.
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param pi 1= 3.14159265358979;

param cl :=-0.26; # Schiffparameter

param c2 = 0.2;

param c3 :=-1.87;

param c4 := 0.6;

param v := 3.5; # Geschwindigkeit

param umin :=-15%pi/180; # StellgroBenbeschrénkung
param umax := 15%pi/180;

param tf 1= 20; # Endzeit

set Nx := {1..4};

param x0{i in Nx}; let x0[1]:=0; let x0[2]:=0; let x0[3]:=0; let x0[4]:=0; # Anfangsbedingungen
param xf{i in Nx}; let xf[1]:=0; let xf[2]:=0; let xf[3]:=0; let xf[4]:=10; # Endbedingungen
param S {i in Nx}; let S[1]:=1; let S[2]:=1; let S[3]:=1; let S[4]:=1; # Endzustandsgew.
param Q {i in Nx}; let Q[1]:=1; let Q[2]:=1; let Q[3]:=1; let Q[4]:=1; # Integralgew.

param R:=10;

param N := 59; # Diskretisierungspunkte

param h = tf/N; # konstante Schrittweite h = t[i+1]-t[i]

set Nt = {0..N} ;

set Ntl := {0..N-1};

# Optimierungsvariablen
#
var u{Nt} <= umax , >= umin; # StellgroBenbeschrénkung
var x{Nx, Nt};

# Diskretisiertes Kostenfunktional (Trapezregel)

#

minimize cost:
sum{i in Nx}( S[il*(x[i,N]-xf[i])"2 )/2 + # Endzustandsbewertung
h/2 * sum{k in Nt1}( # Integralanteil

sum{i in Nx}( Q[il*( (x[i,k]-xf[i])"2 + (x[i,k+1]1-xf[i1)"2 )) + R*x(ulk]"2 + ulk+11°2) )/2 ;

# Diskretisierte Systemgleichungen (Trapezregel)

#
subject to x1_diskr {k in Nt1} :
x[1,k+1]1-x[1,k] = h*x( x[2,k] + # f1(x[k]l, ulkl)
x[2,k+1] )/2 ; # £1(x[k+1],ulk+1])
subject to x2_diskr {k in Nti1} :
x[2,k+1]1-x[2,k] = h*( c1*x[2,k]+c2*ul[k] + # £f2(x[k], ulk])
cl*x[2,k+1]+c2*ulk+1] )/2 ; # £2(x[k+1],ulk+1])
subject to x3_diskr {k in Nti1} :
x[3,k+1]1-x[3,k] = h*x( c3*v*abs(x[3,k])*x[3,k]+c4*x[2,k] + # £3(x[k], ulk]l)
c3xvxabs (x[3,k+1])*x [3,k+1]+c4*x[2,k+1] )/2 ; # £3(x[k+1],ulk+1])
subject to x4_diskr {k in Nti1} :
x[4,k+1]-x[4,k] = h*( v*sin(x[1,k]-x[3,k]) + # f4(x[k], ulk])
vxsin(x[1,k+1]-x[3,k+1]) )/2 ; # f4(x[k+1],ulk+1])

# Anfangsbedingungen
#
subject to x_init {i in Nx} : x[i,0] = x0[i] ;

# Loesung und Ausgabe
#
option solver ipopt;
solve;
display cost ;
printf {k in Nt}: "%10.5f %10.5f %10.5f %10.5f %10.5f %10.5f\n",

k*h, x[1,k], x[2,k], x[3,k], x[4,k], ulk] > schiff_AMPL_sol.txt;
printf "Losung wurde in ’schiff_AMPL_sol.txt’ gespeichert.";

Abbildung 6.9: AMPL-Datei schiff AMPL.mod zur Realisierung des Ausweichmanévers
des Schiffes mit Hilfe von IPOPT.
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Abbildung 6.10: Ausweichmanéver des Schiffes mit verschiedenen Beschriankungen des
Ruderwinkels v € [u~, u™] (berechnet mit AMPL/TPOPT).

Nach der Deklaration wird das Optimierungsproblem mit Hilfe des Befehls solve gelost,
wobei “option solver ipopt” AMPL mitteilt, dass IPOPT aufgerufen werden soll. Der
“printf”~Befehl schreibt die Optimierungsvariablen, also die diskretisierte ndherungsweise
Losung x*(t), u*(t), t € [0,t] in die Datei schif AMPL_sol.txt. Die Daten kénnen dann

unter MATLAB mit Hilfe der Funktion load eingelesen werden.

Abbildung 6.10 zeigt die Ergebnisse von AMPL/IPOPT fiir das Ausweichmanover des
Schiffes mit der Endzeit ¢ = 20s und verschiedenen Ruderbeschréankungen v € [u™, u™].
Die Steuerung weist ein recht aggressives Verhalten auf, da die Abweichung =4 — ¢4 vom
gewiinschten Versatz ¢4 = 10 m maBgeblichen Einflu auf das Kostenfunktional (6.29a)
besitzt. Ein langsamerer Ubergang kann durch Erhéhung des Gewichtungsparameters r

fiir die Stellgrofle u erreicht werden.

Eine Alternative zur eigenen Installation von IPOPT oder einem anderen Optimierer ist
der Internet-Dienst NEOS® (Network Enabled Optimization Server), an den AMPIL—
Skripte gesendet werden kénnen. NEOS bietet eine Auswahl an Solvern, unter denen ein
geeigneter Optimierer ausgewihlt werden kann. Die Losung wird dann entweder iiber ein
Web-Interface ausgegeben oder per Email zugesendet.

Shttp://neos.mes.anl.gov/

Methoden der Optimierung und optimalen Steuerung (WS 2010/2011)
©Prof. Dr.-Ing. Knut Graichen, Institut fiir Mess—, Regel- und Mikrotechnik, Uni Ulm



6.4 Software—Ubersicht Seite 139

6.4 Software—Ubersicht

Neben der beschriebenen Moglichkeit, ein Optimalsteuerungsproblem eigenhéndig zu dis-
kretisieren und als nichtlineares Optimierungsproblem zu 16sen, gibt es verschiedene Soft-
ware—Packete fiir dynamische Optimierungsprobleme, die grofiteils auf direkter Teil- oder
Volldiskretisierung basieren. Eine kleine Auswahl an frei erhéltlichen und kostenpflichtigen
Programmen ist im Folgenden zusammengetragen:

HQP (Huge Quadratic Programming)
http://hqp.sourceforge.net/

MUSCOD Il (MUltiple Shooting CODe for optimization)
http://www.iwr.uni-heidelberg.de/ agbock/RESEARCH/muscod.php

NTG (Nonlinear Trajectory Generation), siche auch [7]
http://www.cds.caltech.edu/ "murray/software/2002a_ntg.html

SOCS (Sparse Optimal Control Software), siche auch [2]
http://www.boeing.com/phantom/socs

TOMLAB/PROPT
http://tomdyn. com
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A.1 Aufgaben in Kapitel 2

Losung von Aufgabe 2.1 (Seite 18)

Kostenfunktion f(x) = xf + 23 — 2z125 + 23| plot_fcts_convexity(1)

3 J—
e Gradient Vf(x) = {4951 + 21y 2x2}

—2x1 + 229
2 _
e Hessematrix V2f(x) = [12x_12+ 2 22}

Uberpriifung der Definitheit von V2f(z) anhand der Kriterien (1)-(3) in Lemma 2.2:

e Kriterium (1):

2 —
PV (@) p= [ P [12:4:_1; : 22] sz

= (1227 + 2)p} + 2p3 — 4p1p2
= 2(py — p2)* + 1227p]
>0 VxcR?® VpeR?® p#0.

e Kriterium (2): |\ — A| = 0 = Eigenwerte \;o(x) = 2 + 627 £+ /4 + 3627
Mit \/4 + 3627 < /4 + 2423 + 3627 = 2 + 622 folgt

() =24 627 — /44 362F >24627 -2 622 =0.

= Aao(x) >0 Vx e R?

e Kriterium (3): Hauptunterdet. D;(x) und Dy(x) der Hessematrix V2 f(x):

Di(x) =122 4+2 >0, Dy(z) = |V?f(x)| =2427 >0 V€ X,

= f(x) ist konvex auf dem gesamten Definitionsbereich X = R?

e Hinweis: f(x) ist sogar strikt konvex, siehe plot_fcts_convexity(1) — Beispiel
dafiir, dass strikte Konvexitit nicht notwendigerweise positiv Definitheit gewéhr-
leistet!
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Kostenfunktion f(x) = x5 + -1 plot_fcts_convexity(2)

122

1 -0

T1%5

-1
e Gradient Vf(x) = [ 71w ]

e Hessematrix V2f(x) = xllm

xr1xT2 I%

2 1
x% zlle
L2
Uberpriifung der Definitheit von V2f(z) anhand der Kriterien (1)(3) in Lemma 2.2:

e Kriterium (1):

2 1
1 2 Tz
PTsz(CC) p= [pl P2} i P {pl}
1T 1t x% D2

1 2 2 2
_ {(&+@> () +<22>]
T1T2 T X2 T T2

>0 Vo,,>0, VpeR? p+#0.

e Kriterium (2): |AI — A| = 0 = Eigenwerte

\ B iz + 173 £ \/23xd(2] — 2222 + 1))
1,2(112) - Ry
173

Mit \/2222(xf — 2222 + 23) < 233y + 2123 folgt, dass A1 > 0 Vo > 0.
e Kriterium (3): Hauptunterdet. D;(x) und Do(x) der Hessematrix V2 f(x):

Di(x) =

3
>0. D = |V? =—— >0 Yz, >0.
>0 Da@) = V(@) = o >0 Vs

= f(x) ist strikt konvex auf dem Definitionsbereich x5 > 0.

Losung von Aufgabe 2.2 (Seite 18)

flz)=¢"—1, x € R:| plot_fcts_convexity(3)
Vi(x)=e", Vif(x)=e">0V €R = f(x) ist strikt konvex

f(x) =22y, 212>0, a€[0,1]:| plot_fcts_convexity(4,alpha)

r0 ) ey

a—1,_.—«a a,.a—1
EEGEE L1y

(a—1) (1-a)
v =% T2 V2 =ala—1
)= [0 o ] v = ate -1
Unterdeterminanten: D; = a(a — 1)2¢ %23 < 0 fiir a € [0,1], Dy = |V2f(x)| =0

= f(x) ist also konkav auf dem Definitionsbereich x5 > 0.
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A.2 Aufgaben in Kapitel 3

Losung von Aufgabe 3.1 (Seite 31)

r1—x] 1
e Gradient und Hessematrix: V f(x) = {@2 a? :1:3)}’ V2 f(z) = {Lg (1)}
= Eigenwerte sind A\; = Apin = 1/a® und Ay = Aoy = 1 fiir a € {1,5}

e Spektrale Konditionszahl k = qmax = ¢?

(/ﬁ—l)z (a2—1)2 0 fir a =1
e Konvergenzrate =——| =

K+ 1 a?+1 (24/26)? fir a =5
(Kreisgleichung): Konvergenz in einer Iteration

a=1
a = 5 (stark elliptisches Problem): Konvergenzrate von nur ca. 0.85 pro Iteration
(sieche Abb. 3.7)

Losung von Aufgabe 3.2 (Seite 32)

e Ziel: Uberpriifung von Abstiegsbed. (3.18): V f(x*)Ts <0
e mit s¥ = —Vf(z") + gFsk~1 aus (3.30b):

Vi@)Ts" = -V f(a") V() + 5V h)Ts (A.30)

e Erster Term —||V f(z")||? < 0 fiir alle ¥ # x*

e Zweiter Term 3%V f(x*)Ts*~1: Betrachtung des Liniensuchproblems (3.20)

min ¢(a®) mit @) = f(z" + aFsh) (A.31)

ak>0
F.. . . k . / k — k k _k T .k — ]
iir ein optimales o” gilt ¢'(a*) = Vf(x" 4+ a”s")'s" =0
_ kit
e Somit gilt auch V f(x*)Ts*1 = 0.
o (A30) = Vf(z")Tsk = —||[Vf(x"|]> <0

= s" ist ein giiltige Abstiegsrichtung

Lésung von Aufgabe 3.3 (Seite 33)

e Quadratische Funktion f(x) = ;2" Qx + b'x+c

e Gradient und Hessematrix Vf(z) = Qz +b, V*f(xz)=Q

Methoden der Optimierung und optimalen Steuerung (WS 2010/2011)
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= globales Minimum x* = —Q'b
e Start von «° mit Newton—Richtung s = —[V?f(x?)] V() = -Q! (Qz"+b):

x' =2 +5° (voller Newtonschritt o’ = 1)
=z" - Q' (Qz" +b) (A.32)
— _Q—lb — fB*

= Konvergenz nach einem Schritt fiir alle °.

Losung von Aufgabe 3.4 (Seite 40)

e Minimum z* = [1,1]": Gradient und Hessematrix

Vi(x) = {_400(932260f:1£)2xi ‘;5(371 - 1)} (A.33)
V2 f(z) = [_400(?4502”;”1) i ﬁ%%x] (A.34)

e Stationarititsbed. Vf(z*) =0 = 25 =2> und 2(z] — 1) =0 = z* = [ﬂ

C[802 —400]
| =400 200
Hauptunterdet. D; = 802 > 0, Dy = |V2f(x*)| = 400 = V2 f(x*) ist positiv definit

e Untersuchung der Hessematrix V2 f(x*)

= x* = [1,1]7 ist ein striktes lokales Minimum
e x* ist einzige Losung von V f(x*) = 0 = eindeutiges globales Minimum
e Konvexitét: wihle z.B. = [1,1]T und y = [-1,1]T

f(x) schneidet die Verbindungslinie zwischen & und y

R

f(x) und somit das OP (3.50) sind nicht konvex

e Andere Erkldrung: eine konvexe Funktion hat konvexe Untermengen
S={x e X: f(x) <k}, was nicht erfiillt ist (siche Hohenlinien in Abbildung 3.10).

Methoden der Optimierung und optimalen Steuerung (WS 2010/2011)
©Prof. Dr.-Ing. Knut Graichen, Institut fiir Mess—, Regel- und Mikrotechnik, Uni Ulm



A.2 Aufgaben in Kapitel 3 Seite 5
Losung von Aufgabe 3.5 (Seite 42)
e Eigenwerte von V2f(z*), z* = [1,1]"
AL — V2 f(z*)| = (A — 802)(A — 200) — 160000 = 0 (A.35)
= A2 = 501 £ V250601 (A.36)
A1 = Amax =~ 1001.6 (A.37)
A2 = Amin ~ 0.399 (A.38)
e approx. Konvergenzrate (Satz 3.4 gilt nur in Nihe von x*)
=1\?  (Amax — Ao \
= [T M) ~0.9984 A.39
(’i—i_l) </\max+>\min> ’ ( )
= sehr langsame Konvergenz des Gradientenverfahrens
Losung von Aufgabe 3.6 (Seite 43)
.. sieche Matlab—file rosenbrock_simplex.m ...
sO Iter. N(£) f (xmin) f (xmax) f (xmin)-f (xmax)
0.1 69 131 5.32792e-010 1.46524e-009 9.3245e-010
0.2 63 121 2.48917e-010 1.1487e-009 8.99783e-010
1.0 65 123 6.33426e-010 1.07261e-009 4.3918e-010
1.5 61 115 2.8336e-010 6.82877e-010 3.99517e-010
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Anfangliche Simplex—Seitenlénge: 0.2

@ Startpunkt
Minimum

3000
2500
2000
. 1500

1000

500

%
N X “%"( X
NS
\\\:\\Q\\“‘-:»s?'a%‘g%aé'

N>

© Startpunkt
Minimum

3000
2500 \
2000

1500

S5
N SR

\ NSRS X
\ s

500

Abbildung A.11: Rosenbrock’s Bananenfunktion: Simplex—Verfahren nach Nelder/Mead.
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A.3 Aufgaben in Kapitel 4

Losung von Aufgabe 4.1 (Seite 50)

min
xcER?2

uBv. h(x)=21+2,—-2<0

zuliissige Menge X,q = {x € R?: hy(x) <0, hy(x) <0}

optimale Losung x* = [1,1]T liegt auf der Ecke von X,q

beide Beschr. sind aktiv: hy(x*) = 0, ho(x*) =0 (siehe Abbildung A.12)
Kompl.bed. pihi(x*) = 0 und pihe(x*) = 0 in (4.22) sind erfiillt

Gradienten vm):{gg;jﬂ, vm(:::):m, th(w)zf_ﬁl]

Lagrange—Bedingung V,L(x*, u*) = 0 in (4.22)
st [ e[ oa[3] -

liefert pf = 2, 3 = 2.

Notw. Optimalitétsbedingungen (4.22) sind fiir * erfiillt.

Anschaulich: —V f(x*) liegt im Kegel, der durch Vh;(x*), Vhe(x*) gebildet wird
Zu Abschnitt 4.2.1: Vh g+ (x*) = [é _11} mit |- |=—-1-2= -3

Beschrankungsqualifikation ist erfiillt

X
I

Optimum:

fla) = (21— 2)" + (22— 1)*

ho(x) = 27 — 29 <0

Abbildung A.12: Aufgabe 4.1 mit zwei Ungleichungsbeschrankungen.
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Losung von Aufgabe 4.2 (Seite 52)

e Lagrange-Funktion

AN = h1<w) = hQ(.’B)

~ Y

1 ——— ———
L(CB, /,l,) = (1}1 — 2)2 -+ §<.’L'2 — 2)2 +[L1(2£L'1 + X9 — 2) + ,UQ([Bl — X9 — 1)

Falle Beschr. KB (4.29¢) Gl.system Losung stat. Punkt?
h <0 =0
a) unbeschr. 1(®) H VeL(x)=0 x=1[22]T nein (x ¢ Xaq)
hg(w) <0 Ho = 0
h =0 =7 T _ 18 _107T
b by akity =0 Val(z W] —o T i @ g )
hao(x) <0 puz=0 hi(x) 1 = %
_ T .
O by aktiy M@ <O =0 va(x’M)] _o *=lom) nein(@g X,
ho(x) =0 pg =7 ha(x) ug:—% g < 0)
_ VaLl(z, p) _ T
h =0 ? z ’ z = 1,0
A) b, o aktiv 1@ H hi(z) | =0 [22 ]m L juat =z
22) =0 =7 | 54 n= 39
e Beispiel Fall b): e Veranschaulichung:
To Hohenlinien
2 % 3 ‘
§($2—2)+M1=0 (2) 3 e e[ g oo
27, + 15 — 2 =0 (3) hi(x) =0 ‘ ‘ ‘
aus (3): xo=2—2x; 2\
2 4
in (2): = —=(2— 2 —2) =~
in (2): m 9( T —2) 971 ‘ ‘ ‘

8 : : :
in(l):2($1—2)+§x1:0 1 4\ S P LN -
N 18 ‘ ‘ ‘

T =—
1= 13 Xad
36 10 _
To = 22— == ——
13 13 .
4 18 8 !
M= 13713
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©Prof. Dr.-Ing. Knut Graichen, Institut fiir Mess—, Regel- und Mikrotechnik, Uni Ulm



A.3 Aufgaben in Kapitel 4 Seite 9

Losung von Aufgabe 4.3 (Seite 53)

® L(w, [1,) = (.2131 — %)2 + (1’2 — 8)4 + ,Ul(—l +x + 3?2) + MQ(—l +x1 — 5172>—|'
hi(x) ha(x)
p3(=1 — @1 + @) + pa(=1 — 1 — )
hs () ha(z)

201 — 3) + 1+ po — pi3 — fia
Vel(z*, pn) = 2 =0
* @) A(wa — )% + p1 — pio + 13 — pa

e Am Punkt & = [1,0]" gilt hy(x*) = 0, he(x*) = 0, hz(z*) < 0, hy(z*) <0
= p3=ps =0
o 2(xy — %) + 1+ po = 0 und 4(wy — 8)3 + g — po = 0 liefern

71—1—433 71—433

H1 = 9 ) Ho = 9

e Die KKT-Vorzeichenbedingung i1, o > 0, siehe (4.29d), ist also fiir
—/1/4<s<y/1/4

erfiillt.

Losung von Aufgabe 4.4 (Seite 54)

2

e Satz 4.3: Hessematrix ViwL(a:*, w) = {O

1 ist positiv definit

ol O

= s'V2, L(z*, p*)s >0 Vs # 0 erfiillt
e Satz 4.4: Beschrankungstktn. hi(ax) und ho(x) sind linear, also konvex

= x* ist ein globales Minimum

Losung von Aufgabe 4.5 (Seite 56)

o ui =22/27~ 0.815 und uj = 10/27 =~ 0.370 fiir =* = [1,0]7

= Anderung von h;(x) < ; hat stiirkeren Einfluss auf f als Anderung in hy(z) < &,
(siche Abb. 4.6).
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Lésung von Aufgabe 4.6 (Seite 57)

e Transformation von (4.49c) in Standardform (4.44):

—T1+To+x3+2z=1 mit z>0

e 1, nicht in (4.49d) enthalten (x; kann < 0 sein) = nach (4.47)

vy =z —xz] mit x7,27 >0

e Darstellung in Standardform mit & = [z], 9, 23,77, 2|7 € RS

min  —zf + 27 + 22y + 13
TER®

wBv. 7y —x] +13=1
—xf +a] etz +z=1
>0, i=1,....5

Losung von Aufgabe 4.7 (Seite 67)

e Lineares Optimierungsproblem

4
min E K;x;
rcR4 —
1=

uBv. Vi=x; 423 Verbrauchszentrum Z)

(
Vo =19 — 23+ 14 (
P> x + x (Prod.kap. von Ry)
0<x; <C;, i=1,...,4 (Kap. der Leitung [;)

Verbrauchszentrum Zs)

e Elimination von x3 und x4 durch Gleichungsbeschr.

r3=Vi—x, my=Vo—vo+r3=Vi+Vo—21 -2

e Ungleichungsbeschr. fiir x3, x4:

0<a3=V,—a1 <Cs: ’$12V1—C'3
r1 < Vi mit z; < C; < Vi bereits erfiillt

0§$4=V1+Vz—$1—1’2§C43’331+3322V1+V2—C4
1+ 2o < Vi 4+ Vo mit T2 < CLQ < ‘/172 erfullt

= reduziertes Problem
min (Kl — Kg — K4)ZL'1 + (K2 — K4)£C2 + Kg‘/i + K4(‘/1 —+ ‘/2)

/

zER? ~
vernachléssigbar
wBv. 21+, < P
x>V, —Cy (aus Gl.beschr.)
T+ x>V 4+ Vo —Cy (aus Gl.beschr.)

0<a2;<C;, i=1,2
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Losung von Aufgabe 4.8 (Seite 67)

e Mit gegebenen Parametern

gg}g 20x1 + 102, (A.40a)
uB.v. 21 +129 <45 (A.40Db)
1 >20, x4+ x9>30 (A.40c)
0< 2 <30, 0<z<20 (A.40d)

e Zulidssige Menge X,q, siche Abb. A.13

e Hohenlinien von Kostenfkt.: 20z, + 102y = m = konst. = |19 =m — 213 ‘

= Optimaler Punkt z* = [20, 10]"

Uberpriifung der Vorzeichenbedingung (4.29d) fiir j; bei a*:

e Kostenfkt. und Ungl.beschr. (lineares OP nicht in Standardform)

f(x) =20x; + 1022, hi(x) =30 —21 —22 <0, ho(x)=20—2; <0 (A.4l)

e Gradienten (siche Abb. A.13)

V(@) = Eg}  Vi(x) = {:ﬂ  Vh(z) = {‘01] (A.42)

= —Vf(x*) ist positive Linearkombination von Vh;(x*) und Vhy(x*), d.h.
VoL(x", 1*) = V(&) + Vi (@*) + 13Vho(a*) = 0, p" = [y, i3]" > 0

= KKT-Bedingungen sind erfiillt

I
I\ To = 30 — T
T = 20
20 N\ :
Optimum T — A5 —
z* = [20,10]7 ’ '
10+ Vhs Hohenlinien
211 + 19 = konst.
vy 1 2
Vhi
I = 20 T 30
| | -
| | g
10 20 30 1

Abbildung A.13: Grafische Losung von Aufgabe 4.7 (Gradienten nicht mafistabsgetreu!).
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Losung von Aufgabe 4.9 (Seite 67)

Alternative zu Matlab—Code in Abbildung 4.11: Implementierung der Beschran-
kungen unter linprog iiber A.,x = b, und Ax < b (ohne LB < x < UB):

[t o 1 0 L4

[ -1, [0
A= +1, , b= |C|, I,=diag[l,1,1,1]7, C=][C,C, Cs,Cy"

1100 Py

>> transportnetz_alternative

Simplex-Verfahren

Phase 1: Compute initial basic feasible point.

Iter Infeasibility
0 90

1 60

2 45

3 20

4 -0

Phase 2: Minimize using simplex.

Iter Objective Dual Infeasibility
f*xx A’ xy+z-w-f
0 2150 14.1421
1 2100 20
2 2000 10
3 1900 0

Optimization terminated.
Berechnete Lésung: [20.00, 10.00, 30.00, 60.00] mit f(x) = 1900.00
Abstand zum optimalen Punkt: dx = [ O, 0, 0, 0]

Interior-Point-Verfahren

Residuals: Primal Dual Duality Total
Infeas Infeas Gap Rel
Axx-b A’ xy+z-f X’ *z Error
Iter 0: 2.55e+002 1.48e+002 5.71e+004 2.33e+000
Iter 1: 7.10e+000 2.47e+000 3.13e+003 1.10e+000
Tter 2: 4.68e-010 4.18e-002 1.39e+002 6.74e-002
Tter 3: 5.96e-010 1.03e-003 3.53e+000 1.72e-003
Iter 4: 4.82e-009 6.11e-008 2.06e-004 1.00e-007
Iter 5: 6.09e-013 6.32e-014 2.06e-010 1.07e-013

Optimization terminated.
Berechnete Losung: [20.00000, 10.00000, 30.00, 60.00] mit f(x) = 1900.00
Abstand zum optimalen Punkt: dx = [2.27e-013, 1.61e-012, -1.56e-013, -1.31e-012]
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25

20K

Variable X,
=
o
T

=
o
T

Zul. Bereich

— — — Hohenlinien ¢'x=konst.
@ Optimum

O  Simplexverfahren

¢ Interior-Point-Verfahren| |

25
Variable X,

30 35

Abbildung A.14: Vergleich von Simplex— und Innere-Punkt—Verfahren in Aufgabe 4.9.

Der Vergleich und Abbildung A.14 zeigen, dass das Simplex—Verfahren entlang der Ecken
des zuléssigen Polyeders wandert und damit die optimale Losung x* exakt trifft. Statt
dessen nahert das Innere-Punkt—Verfahren die Losung von innen her an und erreicht «*
nur fiir 7 — 0 exakt. Da in der Praxis mit Hilfe eines Toleranzkriteriums abgebrochen

wird, ergibt sich also eine approzimative Losung.
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A.4 Aufgaben in Kapitel 5

Losung von Aufgabe 5.1 (Seite 87)

Ay
y(x)
e Veranschaulichung von (5.21): .
d S
ds = +/da? +dy? mit ¢'(z) = d_y dy
X dz
=1+ (z)2dx
sB =
o Zicl: min / ds (siche Abb. A.15). Mit (5.21) folgt
0
zp
J(y) = / V14+y(z)? do, y(ra) =ya y(rs)=ys (A.43)
T A "' )
= o)
e ¢(y') ist unabhingig von y = EL-Gl. (5.16) vereinfacht sich zu (5.19)
0¢ y'(z)
— = ————— = konst. A.44
W 1+y () (444
e Somit ist y'(z) = konst. = Integration liefert y(z) = c1x + co
e Bestimmung von ¢; und ¢y aus RBen y(z4) = ya, y(zp) = ys:
— Tp — YpXx
y(a:):yB YA . YATB ~ YpTa (A.45)
Ip —TA Ip — TA

= minimaler Abstand zwischen A und B ist eine Gerade (wie zu erwarten war).

0 x4 B

-
o

X

Abbildung A.15: Minimaler Abstand zwischen zwei Punkten A und B.
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Lésung von Aufgabe 5.2 (Seite 93)

e Hamilton—Funktion H(z,\,u) = u® + $2% + Au

e Optimalitatsbedingungen (5.38), (5.39)

=% — —qz, X1) frei
0= =u+r = u=-\
e Differenzieren von £ = v = —\ fiihrt zu

i=-A=ar = x(t) = creV® 4+ coe Vo

1 —e2Va

o Mit RBen 2(0) =1lund 2(1) =0: o1 =——7%, e=—7%

= optimale Losung:

1 Va
x( Jat o Ja(2—1) SO YE() Jat | Ja2—t)
$(t)——1_€2\/5<6 e >, u*(t) = )\(t)——l_€2\/a<e +e >

e Abbildung 5.5: groflerer Wert von a entspricht stirkerer Gewichtung von 22 in der
Kostenfunktion = schnelleres Abklingen von x*(t)

Losung von Aufgabe 5.3 (Seite 94)

e Hamilton—Funktion H(x, \,u) = %u2 + A2y + At
e Optimalitatsbedingungen (5.38), (5.39)

A = —g =0, A (1) frei
Ay = —g—g =—A1, A1) = axy(l)
0= Pyt = u=—h
e )\o(t) = 0: Integration liefert Ay(t) = c1t + ¢,
o i(t) =u(t) = —X(t) = xi(t) = —%t>— 2> —cst — ¢y (1)
e Bestimmung von ¢; aus RBen:
z1(0)=1: g =—1
29(0) =0 c3=0
(1) =0 c1+3c, =06 } 01:—3+%ax2(1) @)
Xa(1) = axa(l) 1 ¢ + o = aza(1) ¢ =3—Faxy(1)
e Berechnung von Endzustand x5(1) mit @5(t) = —%* — cot:
n)=-Jan)+S-3+san) = nl)=-—— @)
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e (1)-(3) = optimale Losung

sty = 20D s 3(2—+4a)t2+1, u* (8)

B 12(1+a)t_6(2+a)
4+a a+ N

4+a a-+4

e Abbildung 5.6: Fiir grofere Werte von a iiberwiegt der Endterm %x,(1)? in der

Kostenfunktion = glatterer Ubergang (22(1) — 0), was mehr Stellenergie fol Turdt
erfordert.

Losung von Aufgabe 5.4 (Seite 117)

e Integration von &1 = x5 und iy = u = konst.:
Ig(t) =20 + ut
1 (t) = T1,0 + .1'27075 + %Ut2 (.1'170 , 2.0 beheblg)

X2

o Elimination der Zeit, t = 220 (y = +1 # 0), liefert
u

2
To — T20 1 To — T20
Tr1 =210 + Too— + -u| ———
U 2 U

2 2 2
x?,(% x2,0 Ty _m+ 1'270
=T10+ - +
U U 2u
2
1 T
2 2,0
=Tyt Ti0— 5
2u 2u
=c

Losung von Aufgabe 5.5 (Seite 118)

e Integration von (5.103b) mit u = konst.

.Z‘Q(lf) =20 + ut

$1<t) =T1,0 + 1’27015 + %ut2

e Betrachtung von Fall x; 9 > S(x29) = u = —1 (siche Abb. 5.18)

e Berechnung von Schaltzeitpunkt ¢ aus

21(t) L S(walty) = %xz(tS)Z mit (ty) < 0

T10 + Toots — 312 = %@2,0 —t)* = %(xg,o — 2wy ot + 12)

= 0=12—2x90t, + 51‘370 —T1p

= ts = Tap ) \/ %x;o + 10 (“-”: erster Schnittpkt.)
zusitzlich: o(ts) = xep —ts = — %953,0 + 219

Methoden der Optimierung und optimalen Steuerung (WS 2010/2011)
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e Restzeit t,eq auf Schaltkurve mit u = 1 (sieche Abb. 5.18)

O - x?(ts) + trest :> trest - _$2(ts) = %Ig,o + :Blvo

o Gesamtzeit tp = ts + trest = 20 + /223 + 421

e Fall x19 < S(x90) mit u = 1 analog ...

Losung von Aufgabe 5.6 (Seite 119)

e doppelintegrator_param.m:

clear all
x10 = 1;
x20 = 3;

if x10 > -1/2%x20%*abs(x20),

Tsim = x20 + sqrt(4*x10+2*x20°2) - 1le-3;
else

Tsim = -x20 + sqrt(-4*x10+2%x2072) - le-3;
end

e SIMULINK—Schaltplan

doppelintegrator _param

)
-
-
Scope
— 1 R
| g Ll s Ll s
Sign x2p x1p
+ -1/2*u*abs(u) 44—
Schaltkurve
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A.5 Aufgaben in Kapitel 6

Losung von Aufgabe 6.1 (Seite 133)

Aufruf (Einstellung der Gewichtung r iiber schiff_param.m):

[vec,sol,p] = schiff_rwa(-15,15)
schiff_plot(vec,p,’b’);

Die folgende Abbildung zeigt den Einflu8 der Gewichtung r auf die Agressivitiat der Stell-
grofle u fiir den Richtungswechsel des Schiffes.

Zeit

Losung von Aufgabe 6.2 (Seite 134)

e Einfluss der Integrationsgenauigkeit

optode = odeset(’RelTol’,1e-9,’AbsTol’,1e-9);

>> [adjOopt,vec,p] = schiff_schiess(-5,5,[0;0;0]);

Norm of First-order Trust-region
Iteration Func-count f(x) step optimality radius
0 4 1.18177e+007 9.64e+007 1
1 5 1.18177e+007 1 9.64e+007 1
2 6 1.18177e+007 0.25 9.64e+007 0.25
3 10 677265 0.0625 5.37e+007 0.0625
4 14 151141 0.15625 8.38e+006 0.156
5 15 151141 0.390625 8.38e+006 0.391
6 16 151141 0.0976562 8.38e+006 0.0977
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15 43 111929 0.00238419 1.98e+005 0.00238
16 47 111323 0.00596046 4.88e+004 0.00596
17 51 109799 0.0149012 8.49e+004 0.0149
18 52 109799 0.0372529 8.49e+004 0.0373
19 53 109799 0.00931323 8.49e+004 0.00931
57 145 106719  8.07794e-011 6.51e+005 8.08e-011
58 146 106719 2.01948e-011 6.51e+005 2.02e-011
59 147 106719 5.04871e-012 6.51e+005 5.05e-012
60 148 106719 1.26218e-012 6.51e+005 1.26e-012

Optimizer appears to be converging to a point which is not a root.

Norm of relative change in X is less than max(options.TolX"2,eps) but
sum-of-squares of function values is greater than or equal to sqrt(options.TolFun)
Try again with a new starting guess.

Die hohe Genauigkeit von RelTol=1e-13 und AbsTol=1e-14 ist fiir die Schranken
u € [—15°,15°] notwendig, da in diesem Fall die Gradienten in den kanonischen
Gleichungen gréflere Werte annehmen.

e [terative Losung mittels Fortsetzungsverfahren

>> adjo = [0;0;0];
>> adjO = schiff_schiess(-5,5,adj0)

Norm of First-order Trust-region
Iteration Func-count f(x) step optimality radius
0 4 1.18177e+007 8.68e+007 1
1 8 5.84694e+006 1 1.02e+008 1
2 9 5.84694e+006 1 1.02e+008 1
3 13 2.21786e+006 0.25 4.2e+007 0.25
4 17 116101 0.25 1.99e+006 0.25
23 84 0.00250478 0.136622 3.35e+003 14.9
24 88 2.03942e-006 0.0152405 85.3 14.9
25 92 1.59182e-010 0.0019405 0.607 14.9
26 96 5.71313e-015 1.77205e-005 0.00363 14.9
27 100 2.03563e-019 1.05904e-007 2.17e-005 14.9

Optimization terminated: relative function value changing by less
than max(options.TolFun~2,eps) and sum-of-squares of function
values is less than sqrt(options.TolFun).

adjo =
-7.1995
-17.6124
0.0764

>> adjO = schiff_schiess(-10,10,adj0)

Norm of First-order Trust-region
Iteration Func-count f(x) step optimality radius
0 4 2506.52 9.52e+006 1
1 8 454.706 1 5.59e+005 1
2 12 187.741 2.5 2.1e+005 2.5
3 13 187.741 5.01414 2.1e+005 6.25
4 17 105.833 1.25353 5.23e+004 1.25
5 21 16.0579 3.13384 1.52e+006 3.13
20 63 0.00012013 0.0139365 3.38e+003 0.0529
21 67 5.27707e-008 0.00094326 37.3 0.0529
22 71 1.25447e-011 2.48772e-005 0.848 0.0529
23 75 2.7598e-015  3.51176e-007 0.0128 0.0529
24 79 6.07584e-019 5.18203e-009 0.000191 0.0529

Optimization terminated: relative function value changing by less
than max(options.TolFun~2,eps) and sum-of-squares of function
values is less than sqrt(options.TolFun).

adjo =
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-4.6095
-8.8737
0.0764

>> adjO = schiff_schiess(-12,12,adj0)

Iteration Func-count f(x)
0 4 89.3997
1 5 89.3997
2 9 54.9325
3 13 38.1542
15 55 0.011242
16 59 0.000583449
17 63 1.31202e-006
18 67 4.53489e-010
19 71 1.30166e-013
20 75 3.67626e-017

Optimization terminated: relative function value changing by less

Norm of
step

0.00782959
0.00986856
0.00124875
7.42867e-005
1.23264e-006
2.03688e-008

First-order
optimality
1.

1
2.
2

S

11e+006
.11e+006
77e+005
.41e+005

.64e+003
.62e+003
19.8
3.34
0.0656
0.00111

than max(options.TolFun~2,eps) and sum-of-squares of function
values is less than sqrt(options.TolFun).

adjo =

-4.1358
-7.4116
0.0764

>> adjO = schiff_schiess(-15,15,adj0)

Iteration Func-count f(x)
0 4 3918.42
1 5 3918.42
2 9 139.133
3 10 139.133
4 14 107.823
5 15 107.823
21 73 1.25593
22 77 0.174229
23 81 0.0119964
24 85 1.61201e-005
25 89 5.87806e-009
26 93 1.67019e-012
27 97 5.58091e-016

Optimization terminated: relative function value changing by less

Norm of
step

1

0.25
0.625
0.15625
0.390625

0.010625
0.00265626
0.00664064
0.00150479

4.42919e-005
2.11456e-006
3.92032e-008

First-order
optimality

P P, NNe e

i SN

.13e+008
.13e+008
.82e+006
.82e+006
.19e+006
.19e+006

.02e+006
.76e+004
.32e+004
.39e+003
6.96
0.0447
0.000777

than max(options.TolFun~2,eps) and sum-of-squares of function
values is less than sqrt(options.TolFun).

adjo =

-3.6410
-5.9534
0.0764

Trust-region
radius

0.00783
0.0196
0.0247
0.0247
0.0247
0.0247

Trust-region
radius
1
1
0.25
0.625
0.156
0.391

0.0434
0.00266
0.00664

0.0166

0.0166

0.0166

0.0166
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